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Factores de conversion (FPS) a (SI) 


Unidad de Unidades de 

Cantidad medicion (FPS) Es igual a medicion (SI) 


Fuerza 

lb 

4.4482 N 

Masa 

slug 

14.5938 kg 

Longitud 
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Factores de conversion (FPS) 

1 pie = 12 pulgadas 
1 mi (milla) = 5280 pies 
1 kip (kilolibra) = 1000 lb 
1 ton = 2000 lb 
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Al estudiante 


Con la esperanza de que este trabajo estimule 
un interes en la ingenieria mecanica 
y proporcione una guia aceptable para su comprension. 


PREFACIO 


El proposito principal de este libro es proporcionar al estudiante una presentation 
clara y completa de la teoria y las aplicaciones de la ingenieria mecanica. Para alcan- 
zar dicho objetivo, la obra se ha enriquecido con los comentarios y las sugerencias de 
cientos de revisores que se dedican a la ensenanza, asf como muchos de los alumnos 
del autor. Esta decimosegunda edicion ha sido mejorada significativamente en rela¬ 
tion con la anterior, por lo que se espera que tanto el profesor como el estudiante se 
beneficien en gran medida de estas mejoras. 


Caracterfsticas nuevas 

Problemas fundamentales. Se localizan justo despues de los problemas 
de ejemplo. Ofrecen a los estudiantes aplicaciones simples de los conceptos y, por 
ende, la oportunidad de desarrollar sus habilidades para resolver ciertas dificultades 
antes de intentar solucionar algunos de los problemas estandar que siguen. Estos 
problemas pueden considerarse como ejemplos extendidos puesto que todos tienen 
soluciones parciales y respuestas en la parte final del libro. De manera adicional, los 
problemas fundamentales ofrecen a los estudiantes un excelente medio para repa- 
sar antes de los examenes; y pueden usarse tambien como una preparation para el 
examen de certification en ingenieria, en Estados Unidos. 

Modificaciones al contenido. Cada section del texto se reviso con cuidado 
y, en muchas areas, el material se desarrollo de nuevo a fin de explicar de mejor 
manera los conceptos. Esto ha incluido agregar o cambiar varios de los ejemplos 
para dar mas enfasis a las aplicaciones de los conceptos importantes. 

Problemas conceptuales A lo largo del texto, por lo general al final de cada 
capitulo, se incluye una serie de problemas que involucran situaciones conceptua¬ 
les relacionadas con la aplicacion de los principios de mecanica vistos en el capitulo. 
Estos problemas de analisis y diseno estan planteados para que los estudiantes 
razonen sobre una situation de la vida real, en donde una fotograffa ejemplifica el 
escenario. Los problemas pueden asignarse despues de que los estudiantes hayan 
desarrollado cierta experiencia en el tema. 

Fotograffas adicionales. La relevancia de conocer el tema estudiado se refle- 
ja mediante las aplicaciones en el mundo real que se ilustran en mas de 60 fotogra¬ 
ffas nuevas y actualizadas a lo largo del libro. Estas fotograffas se usan generalmen- 
te para explicar como se aplican los principios de mecanica en situaciones reales. En 
algunas secciones, las fotograffas se utilizan para mostrar que los ingenieros deben 
crear primero un modelo idealizado para su analisis, y despues proceder a dibujar 
un diagrama de cuerpo libre a partir de el con el fin de aplicar la teoria. 

Problemas nuevos. En esta edicion se han agregado aproximadamente 800 
problemas nuevos, 50% del total, incluyendo aplicaciones en biomecanica e inge¬ 
nieria aeroespacial y petrolera. Asimismo, esta nueva edicion contiene alrededor de 
17% mas problemas que la edicion anterior. 





Caracterfsticas particulares 

Ademas de las caracterfsticas nuevas que se acaban de mencionar, hay otras que 
destacan el contenido del texto, entre ellas las siguientes. 

Organizacion y enfoque. Cada capftulo esta organizado en secciones bien 
definidas que contienen una explication de temas especfficos, problemas de ejemplo 
ilustrativos y conjuntos de problemas de tarea. Los temas dentro de cada seccion se 
colocan en subgrupos definidos por tftulos en letras negritas. El proposito de esto es 
presentar un metodo estructurado para introducir cada nueva definition o concepto 
y convertir al libro en una util y practica referenda en repasos posteriores. 

Contenido del capftulo. Cada capftulo comienza con una ilustracion que 
muestra una aplicacion del tema a tratar, y una lista con vinetas de los objetivos del 
capftulo para proporcionar una vision general del material que se cubrira. 

Enfasis en los diagramas de cuerpo libre. Al resolver problemas, es 
particularmente importante dibujar un diagrama de cuerpo libre, y por esa razon 
este paso se enfatiza a lo largo del libro. En particular, se dedican secciones y ejem- 
plos especiales para mostrar como dibujar diagramas de cuerpo libre. Tambien se 
han agregado problemas de tarea especfficos para desarrollar esta practica. 

ProcedimientOS para el analisis. Al final del primer capftulo, se presen- 
ta un procedimiento general para analizar cualquier problema mecanico. Despues, 
este procedimiento se adapta para resolver problemas especfficos a lo largo del 
libro. Esta caracterfstica unica proporciona al estudiante un metodo logico y orde- 
nado que puede seguir al aplicar la teorfa. Los problemas de ejemplo se resuelven 
utilizando este metodo esquematico a fin de clarificar su aplicacion numerica. Sin 
embargo, una vez que se tiene dominio de los principios relevantes y se ha obtenido 
confianza y juicio en el metodo, el estudiante puede desarrollar sus propios procedi- 
mientos para la resolucion de problemas. 

PuntOS importantes. Esta caracterfstica proporciona un repaso o resumen 
de los conceptos mas importantes en cada seccion y resalta los puntos que deben 
observarse al aplicar la teorfa para la resolucion de problemas. 

Comp Tension conceptual. Mediante el uso de las fotograffas que se incluyen 
a lo largo del libro, se aplica la teorfa de una manera simplificada, a fin de ilustrar 
algunas de sus caracterfsticas conceptuales mas importantes e infundir el significado 
ffsico de muchos de los terminos que se usan en las ecuaciones. Estas aplicaciones 
simplificadas aumentan el interes en el tema estudiado y preparan de mejor manera 
al estudiante para entender los ejemplos y resolver los problemas. 

Pro I emas de tarea. Ademas de los problemas fundamentals y conceptuales 
que se mencionaron, el libro incluye problemas de otro tipo, como los que se descri- 
ben a continuation: 

• Problemas de diagrama de cuerpo libre. Algunas secciones del libro contie¬ 
nen problemas introductorios que solo requieren dibujar el diagrama de cuerpo 
libre para una situation especffica. Estas asignaciones haran que el estudiante 
conozca la importancia de dominar esta habilidad como un requisito para obtener 
una solution completa de cualquier problema de equilibrio. 



• Problemas generales de analisis y diseno. La mayoria de los problemas pre- 
sentan situaciones reales en la practica de la ingenieria. Algunos provienen de 
productos reales usados en la industria. Se espera que este realismo estimule el 
interes del estudiante en la ingenieria mecanica y ayude a desarrollar la habilidad 
de reducir cualquier problema de este tipo desde su descripcion fisica hasta un 
modelo o representacion simbolica a la que se le puedan aplicar los principios de 
la mecanica. 

A lo largo del libro existe un balance aproximado de problemas que utilizan uni- 
dades SI o FPS. Ademas, en todas las series se ha hecho un esfuerzo por ordenar 
los problemas de acuerdo con una dificultad creciente, excepto para los problemas 
de repaso al final de cada capitulo, los cuales se presentan en orden aleatorio. 

• Problemas de computadora. Se ha hecho un esfuerzo por incluir algunos pro¬ 
blemas que pueden resolverse usando un procedimiento numerico ejecutado en 
una computadora de escritorio o bien en una calculadora de bolsillo. La intencion 
es ampliar la capacidad del estudiante para que utilice otras formas de analisis 
matematico sin sacrificar el tiempo, para enfocarse en la aplicacion de los princi¬ 
pios de la mecanica. Los problemas de este tipo, que pueden o deben resolverse 
con procedimientos numericos, se identifican mediante un simbolo “cuadrado” 
(■) antes del numero del problema. 

Al existir tantos problemas de tarea en esta nueva edicion, se han clasificado en 
tres categories diferentes. Los problemas que se indican simplemente mediante un 
numero tienen una respuesta al final del libro. Si el numero del problema esta prece- 
dido por una vineta (•), ademas de la respuesta se proporciona una sugerencia, una 
ecuacion clave o un resultado numerico adicional. Por ultimo, un asterisco (*) antes 
de cada numero de problema indica que este no tiene respuesta. 

Exactitude Al igual que con las ediciones anteriores, la exactitud del texto y de 
las soluciones a los problemas ha sido verificada con profundidad por el autor y 
otros cuatro colaboradores: Scott Hendricks, Virginia Polytechnic Institute and 
State University; Karim Nohra, University of South Florida, Kurt Norlin, Laurel 
Tech Integrated Publishing Services; y Kai Beng, un ingeniero practicante, quien 
ademas de revisar la exactitud proporciono sugerencias para el desarrollo del con- 
tenido. 


Contenido 

El libro esta dividido en 11 capitulos, en los que los principios se aplican primero en 
situaciones simples y despues en contextos mas complicados. En un sentido general, 
cada principio se aplica primero a una particula, despues a un cuerpo rigido sujeto a 
un sistema de fuerzas coplanares, y por ultimo a un sistema de fuerzas tridimensional 
que actua sobre un cuerpo rigido. 

El capitulo 1 comienza con una introduccion a la mecanica y un analisis de las 
unidades. En el capitulo 2 introduce las propiedades vectoriales de un sistema de 
fuerzas concurrentes. Despues, esta teoria se aplica al equilibrio de una particula 
en el capitulo 3. El capitulo 4 contiene un estudio general de los sistemas de fuerzas 
concentradas y distribuidas asi como de los metodos usados para simplificarlos. En 
el capitulo 5 se desarrollan los principios del equilibrio de cuerpos rigidos y despues, 
en el capitulo 6, se aplican a problemas especificos que involucran el equilibrio de 
armaduras, bastidores y maquinas; luego, en el capitulo 7, estos principios se aplican 
al analisis de fuerzas internas en vigas y cables. En el capitulo 8 se analizan las aplica- 
ciones a problemas que involucran fuerzas de friccion, y en el capitulo 9 se estudian 
temas relacionados con el centro de gravedad y el centroide. Si el tiempo lo permite, 



tambien deben cubrirse las secciones que implican temas mas avanzados, los cuales 
se indican mediante estrellas (★). La mayoria de estos temas estan incluidos en el 
capitulo 10 (momentos de inercia) y en capitulo 11 (trabajo virtual y energia poten- 
cial). Observe que este material tambien proporciona una referencia adecuada para 
los principios basicos cuando estos se estudian en cursos mas avanzados. Por ultimo, 
el apendice A proporciona un repaso y una lista de formulas matematicas necesarias 
para resolver los problemas del libro. 

Cobertura alternativa, A discretion del profesor, algunas partes del material 
pueden presentarse en una secuencia diferente sin perder continuidad. Por ejem- 
plo, es posible introducir el concepto de fuerza y todos los metodos necesarios del 
analisis vectorial al cubrir primero el capitulo 2 y la section 4.2 (producto cruz). 
Asimismo, despues de cubrir el resto del capitulo 4 (sistemas de fuerza y momento), 
se pueden estudiar los metodos de equilibrio de los capitulos 3 y 5. 


Reconocimientos 

El autor se ha empenado en escribir este libro de manera que resulte atractivo tanto 
para el estudiante como para el profesor. A traves de los anos, muchas personas han 
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ReCURSOS EN LINEA PARA LOS PROFESORES 


Recursos en Irnea para los profesores (en ingles) 

• Manual de soluciones para el profesor. Este suplemento proporciona soluciones completas apoyadas 
por instrucciones y figuras de los problemas. El manual de esta decimosegunda edicion se modified para 
mejorar su legibilidad y su exactitud se verified tres veces. 

• Recursos para el profesor. Los recursos visuales para acompanar el texto se localizan en el sitio Web: 
www.pearsoneducacion.net/hibbeler. Es necesario contar con un codigo de acceso y una contrasena para 
acceder a este sitio; contacte a su representante local de Pearson. Los recursos visuales incluyen todas las 
ilustraciones del texto, disponibles en diapositivas de PowerPoint y en formato JPEG. 

• Soluciones en video. Las soluciones en video, desarrolladas por el profesor Edward Berger de la 
University of Virginia, se localizan en el sitio Web de este texto y ofrecen guias de soluciones paso a paso 
para los problemas de tarea mas representatives de cada seccion del texto. Haga un uso eficiente de las horas 
de clase y oficina mostrando a sus estudiantes los metodos completos y concisos para resolver problemas, 
a los que pueden tener acceso en cualquier momento para estudiarlos a su propio ritmo. Los videos estan 
disenados como un recurso flexible que puede usarse cada vez que el profesor y el estudiante lo decidan. Los 
videos tambien son un valioso recurso para la autoevaluacion del estudiante puesto que puede detenerlos o 
repetirlos hasta verificar su comprension, y trabajar a lo largo del material. Puede encontrar estos videos en 
www.pearsoneducacion.net/hibbeler siguiendo los vmculos hasta Engineering Mechanics: Statics , Twelfth 
Edition text. 
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El diseno de este cohete y su torre de lanzamiento requieren un conocimiento 
basico tanto de estatica como de dinamica, las cuales son el objeto de estudio 
de la ingenieria mecanica. 









Principios generales 



OBJETIVOS DEL CAPITULO 

• Proporcionar una introduccion a las cantidades basicas e idealiza- 
ciones de la mecanica. 

• Dar un enunciado de las leyes de Newton del movimiento y la 
gravitacion. 

• Revisar los principios para aplicar el sistema internacional de unida- 
des (SI). 

• Examinar los procedimientos estandar para realizar calculos nu- 
mericos. 

• Presentar una guia general para resolver problemas. 


1.1 Mecanica 

La mecanica es una rama de las ciencias fisicas que estudia el esta- 
do de reposo o movimiento de los cuerpos que estan sometidos a la 
accion de fuerzas. En general, esta materia puede dividirse a su vez en 
tres ramas: mecanica de cuerpos rigidos , mecanica de cuerpos deforma- 
bles y mecanica de fluidos. En este libro estudiaremos la mecanica de 
cuerpos rigidos puesto que es un requisito basico para el estudio de la 
mecanica de cuerpos deformables y la mecanica de fluidos. Ademas, 
la mecanica de cuerpos rigidos es esencial para el diseno y el analisis 
de muchos tipos de elementos estructurales, componentes mecanicos, 
o dispositivos electronicos que pueden encontrarse en la practica de la 
ingenieria. 

La mecanica de cuerpos rigidos se divide en dos areas: estatica y dina- 
mica. La estatica estudia el equilibrio de los cuerpos, es decir, de aque- 
llos que estan en reposo o se mueven a una velocidad constante; por 
su parte, la dinamica estudia el movimiento acelerado de los cuerpos. 
Podemos considerar la estatica como un caso especial de la dinamica, en 
el que la aceleracion es cero; sin embargo, la estatica merece un trata- 
miento aparte en la ensenanza de la ingenieria porque muchos objetos 
se disenan con la intencion de que permanezcan en equilibrio. 
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DesarroSb historico. La materia de estatica se desarrollo desde 
los primeros tiempos de la historia porque sus principios pueden formu- 
larse con facilidad a partir de mediciones de geometria y fuerza. Por 
ejemplo, los escritos de Arquimedes (287-212 a. C.) tratan del principio 
de la palanca. Tambien se tiene registro de estudios sobre la polea, el 
piano inclinado y la Have de torsion en escritos antiguos — en tiempos 
en que las necesidades de ingenieria se limitaban primordialmente a la 
construccion de edificios. 

Los principios de la dinamica dependen de una medicion exacta del 
tiempo, por tal razon esta materia se desarrollo mucho despues. Galileo 
Galilei (1564-1642) fue uno de los primeros contribuyentes importantes 
a este campo. Su trabajo consistio en experimentos donde empleaba 
pendulos y cuerpos en caida. Sin embargo, fue Isaac Newton (1642- 
1727) quien realizo las contribuciones mas significativas en dinamica, 
entre las cuales esta la formulacion de las tres leyes fundamentals del 
movimiento y la ley de la atraccion gravitacional universal. Poco des¬ 
pues de que estas leyes se postularon, notables cientificos como Euler, 
D’Alembert, Lagrange y otros desarrollaron tecnicas importantes para 
su aplicacion. 


1.2 Conceptos fundamentales 

Antes de comenzar nuestro estudio de la ingenieria mecanica, es impor- 
tante comprender el significado de ciertos conceptos y principios fun¬ 
damentales. 

Cantidades basicas. Las siguientes cuatro cantidades se utili- 
zan en el estudio de la mecanica. 

Longitud. La longitud se usa para localizar la posicion de un punto 
en el espacio y por lo tanto describe el tamano de un sistema fisico. 
Una vez que se ha definido una unidad estandar de longitud, esta 
puede usarse para definir distancias y propiedades geometricas de un 
cuerpo como multiplos de esta unidad. 

Tiempo. El tiempo se concibe como una secuencia de eventos. 
Aunque los principios de la estatica son independientes del tiempo, 
esta cantidad tiene un papel importante en el estudio de la dinamica. 

Masa. La masa es una medicion de una cantidad de materia que se 
usa para comparar la accion de un cuerpo con la de otro. Esta propie- 
dad se manifiesta como una atraccion gravitacional entre dos cuerpos 
y proporciona una medida de la resistencia de la materia a un cambio 
en su velocidad. 

Fuerza. En general, la fuerza se considera como un “empujon” o un 
“jalon” ejercido por un cuerpo sobre otro. Esta interaccion puede ocu- 
rrir cuando hay un contacto directo entre los cuerpos, como cuando 
una persona empuja una pared, o bien puede ocurrir a traves de una 
distancia cuando los cuerpos estan separados fisicamente. Entre los 
ejemplos del ultimo tipo estan las fuerzas gravitacionales, electricas y 
magneticas. En cualquier caso, una fuerza se caracteriza por completo 
por su magnitud, direccion y punto de aplicacion. 
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Idealizaciones. Los modelos o idealizaciones se utilizan en meca- 
nica a fin de simplificar la aplicacion de la teoria. Aqui se consideraran 
tres idealizaciones importantes. 

Particula. Una particula tiene masa, pero posee un tamano que 
puede pasarse por alto. Por ejemplo, el tamano de la Tierra es insig- 
nificante en comparacion con el tamano de su orbita; por lo tanto, 
la Tierra puede modelarse como una particula cuando se estudia su 
movimiento orbital. Cuando un cuerpo se idealiza como una particula, 
los principios de la mecanica se reducen a una forma bastante sim- 
plificada, puesto que la geometria del cuerpo no estara incluida en el 
analisis del problema. 

Cuerpo ri'gido. Un cuerpo rigido puede considerarse como una 
combination de un gran numero de particulas donde todas estas per- 
manecen a una distancia fija entre si, tanto antes como despues de la 
aplicacion de una carga. Este modelo es importante porque las propie- 
dades del material de todo cuerpo que se supone rigido, no tendran 
que tomarse en cuenta al estudiar los efectos de las fuerzas que actuan 
sobre dicho cuerpo. En la mayoria de los casos, las deformaciones rea¬ 
les que ocurren en estructuras, maquinas, mecanismos, etcetera, son 
relativamente pequenas, y el supuesto de cuerpo rigido resulta ade- 
cuado para el analisis. 

Fuerza concentrada. Una fuerza concentrada representa el efec- 
to de una carga que se supone actua en cierto punto de un cuerpo. Una 
carga puede representarse mediante una fuerza concentrada, siempre 
que el area sobre la que se aplique la carga sea muy pequena en com¬ 
paracion con el tamano total del cuerpo. Un ejemplo seria la fuerza de 
contacto entre una rueda y el suelo. 




Tres fuerzas actuan sobre el gancho en A. Como 
todas estas fuerzas se encuentran en un solo punto, 
para cualquier analisis de fuerzas se puede suponer 
que el gancho se representa como una particula. 



El acero es un material comun en ingenieria que no se defor¬ 
ma mucho bajo carga. Por lo tanto, esta rueda de ferrocarril 
puede considerarse como un cuerpo rigido sobre el que actua 
la fuerza concentrada del riel. 
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Las tres leyes del movimiento de Newton. Laingenieria 
mecanica esta formulada con base en las tres leyes del movimiento de 
Newton, cuya validez se finca en la observation experimental. Estas 
leyes se aplican al movimiento de una particula cuando se mide a par- 
tir de un marco de referencia sin aceleracidn. Las leyes se pueden esta- 
blecer brevemente de la siguiente manera. 

Primera ley. Una particula originalmente en reposo, o que se mue- 
ve en linea recta con velocidad constante, tiende a permanecer en este 
estado siempre que la particula no se someta a una fuerza no balancea- 
da, figura 1-1 a. 


Fi 



F 3 

Equilibrio 

(a) 


Segunda ley. Una particula sobre la que actua una fuerza no balan- 
ceada F experimenta una aceleracion a que tiene la misma direccion 
que la fuerza y una magnitud directamente proporcional a la fuerza, 
figura 1-16.* Si se aplica F a una particula de masa m, esta ley puede 
expresarse de manera matematica como 


F = ma 


(i-i) 


F -►£) 


Movimiento acelerado 

(b) 


Tercera ley. Las fuerzas mutuas de accion y reaccion entre dos par- 
ticulas son iguales, opuestas y colineales, figura 1-lc. 


^fuerza de A sobre B 

F H 30 ( F 

A B ^fuerza de B sobre A 
Accion-reaccion 

(c) 


Fig. 1-1 


*Expresado de otra manera, la fuerza no balanceada que actua sobre la particula es pro¬ 
porcional a la razon de cambio de la cantidad del momento lineal de dicha particula. 
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Ley de la atraccion gravitacional de Newton. Pocodes- 
pues de formular sus tres leyes del movimiento, Newton postulo una 
ley que gobierna la atraccion gravitacional entre dos particulas cuales- 
quiera. En forma matematica, 


F = 


m pn 2 

Cr ~ 


(1-2) 


donde 


F = fuerza de gravitacion entre las dos particulas 

G = constante universal de gravitacion; de acuerdo con la 
evidencia experimental, G = 66.73(1CT 12 ) m 3 /(kg • s 2 ) 

ra l9 m 2 = masa de cada una de las dos particulas 
r = distancia entre las dos particulas 

Peso. De acuerdo con la ecuacion 1-2, dos particulas cualesquiera o 
cuerpos tienen una fuerza de atraccion (gravitacional) que actua entre 
ellos. Sin embargo, en el caso de una particula localizada en la superficie 
de la Tierra, o cerca de ella, la unica fuerza gravitacional que tiene algu- 
na magnitud significativa es la que existe entre la Tierra y la particula. 
En consecuencia, esta fuerza, conocida como peso , sera la unica fuerza 
gravitacional que se considere en nuestro estudio de la mecanica. 

A partir de la ecuacion 1-2, es posible desarrollar una expresion aproxi- 
mada para encontrar el peso W de una particula que tiene una masa 
m 1 = ra. Si se supone que la Tierra es una esfera que no gira, tiene 
densidad constante y una masa m 2 = M T , entonces si r es la distancia 
entre el centro de la Tierra y la particula, tenemos 



Seag = GM T jr 2 , entonces 


W = mg 


(1-3) 



Para todo proposito practico, el astro- 
nauta no tiene peso porque se encuen- 
tra muy lejos del campo gravitacional 
de la Tierra. 


Por comparacion con F = raa, podemos ver que g es la aceleracion de- 
bida a la gravedad. El peso de un cuerpo depende de r, por tal razon no 
es una cantidad absoluta. En vez de esto, su magnitud se determina con 
base en el lugar donde se hizo la medicion. Sin embargo, para la mayo- 
ria de los calculos de ingenieria, g se determina al nivel del mar y a una 
latitud de 45°, la cual se considera como la “ubicacion estandar”. 


1.3 Unidades de medicion 

Las cuatro cantidades basicas — longitud, tiempo, masa y fuerza— no 
son independientes entre si; de hecho, estan relacionadas por la segun- 
da ley del movimiento de Newton, F = raa. Por esta razon, las unidades 
utilizadas para medir las cantidades basicas no pueden seleccionarse 
todas de manera arbitraria. La igualdad F = raa se mantiene solo si 
tres de las cuatro unidades, llamadas unidades base , estan definidas y 
la cuarta unidad se deriva de la ecuacion. 
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(b) 

Fig. 1-2 


Unidades SI. El Sistema Internacional de Unidades, que se abre- 
via SI por el frances “Systeme International d’Unites”, es una version 
moderna del sistema metrico que ha recibido reconocimiento en todo el 
mundo. Como se muestra en la tabla 1-1, el sistema SI define la longitud 
en metros (m), el tiempo en segundos (s) y la masa en kilogramos (kg). 
La unidad de fuerza, llamada newton (N), se deriva de F = raa. Asi, 
1 newton es igual a la fuerza requerida para dar a 1 kilogramo de masa 
una aceleracion de 1 m/s 2 (N = kg • m/s 2 ). 

Si el peso de un cuerpo localizado en la “ubicacion estandar” se debe 
determinar en newtons, entonces debe aplicarse la ecuacion 1-3. Aqui 
las mediciones dan g = 9.806 65 m/s 2 ; sin embargo, para los calculos, se 
usara el valor g = 9.81 m/s 2 . Entonces, 

W = mg (g = 9.81 m/s 2 ) (1-4) 

Por tanto, un cuerpo de 1 kg de masa tiene un peso de 9.81 N, un cuerpo 
de 2 kg pesa 19.62 N, etcetera, segun la figura 1-2 a. 

Uso COmun en Estados Unidos. En el sistema de unidades 
de uso comun en Estados Unidos (FPS) la longitud se mide en pies (ft), 
el tiempo en segundos (s) y la fuerza en libras (lb), tabla 1-1. La unidad 
de masa, llamada slug , se deriva de F = raa. De esta manera, 1 slug es 
igual a la cantidad de materia acelerada a 1 pie/s 2 cuando se somete a 
una fuerza de 1 lb (slug = lb • s 2 /pie). 

Por lo tanto, si las mediciones se hacen en la “ubicacion estandar”, 
donde g = 32.2 pies/s 2 , entonces a partir de la ecuacion 1-3, 

W 

m = — (g = 32.2 pies/s 2 ) (1-5) 

8 

Asi, un cuerpo que pesa 32.2 lb tiene una masa de 1 slug, un cuerpo de 
64.4 lb tiene una masa de 2 slugs, etcetera, como en la figura 1-2 b. 


TABLA 1-1 Sistemas de unidades 



Nombre 

Longitud 

Tiempo 

Masa 

Fuerza 

Sistema 

Internacional de 

metro 

segundo 

kilogramo 

newton* 

(V) 

Unidades 

SI 

m 

s 

kg 

Uso comun en 

Estados Unidos 

pie 

segundo 

slug* 

/lb-s 2 \ 

libra 

FPS 

pie 

s 

V pie ) 

lb 


*Unidad derivada. 
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Unidades de conversion. En la tabla 1-2 se proporciona un 
conjunto de factores de conversion directa entre unidades FPS y uni¬ 
dades SI para las cantidades basicas. Tambien, en el sistema FPS, 
recuerde que 1 pie = 12 pulg, 5280 pies = 1 mi (milla), 1000 lb = 1 kip 
(kilo-libra) y 2000 lb = 1 tonelada. 



TABLA 1-2 

Factores de conversion 


Cantidad 

Unidad de 

medida (FPS) Es igual a 

Unidad de 
medida (SI) 

Fuerza 

lb 

4.448 N 

Masa 

slug 

14.59 kg 

Longitud 

pie 

0.304 8 m 


1.4 El Sistema Internacional de Unidades 

El sistema SI de unidades se usa de manera extensa en este libro puesto 
que esta destinado a convertirse en el estandar mundial para realizar 
mediciones. Por lo tanto, a continuacion presentaremos algunas de las 
reglas para su uso, asi como parte de su terminologia relevante para la 
ingenieria mecanica. 

Prefijos. Cuando una cantidad numerica es muy grande o muy pe- 
quena, las unidades usadas para definir su tamano pueden modificarse 
mediante el uso de un prefijo. En la tabla 1-3 se muestran algunos de 
los prefijos usados en el sistema SI. Cada uno representa un multiplo 
o submultiplo de una unidad que, si se aplica de manera sucesiva, mue- 
ve el punto decimal de una cantidad numerica hacia cada tercera posi- 
cion.* Por ejemplo, 4 000 000 N = 4 000 kN (kilo-newton) = 4 MN 
(mega-newton), o 0.005 m = 5 mm (mili-metro). Observe que el sis¬ 
tema SI no incluye el multiplo deca (10) o el submultiplo centi (0.01), 
que forma parte del sistema metrico. Excepto para algunas medidas 
de volumen y area, el uso de estos prefijos debe evitarse en ciencia e 
ingenieria. 


TABLA 1-3 

Prefijos 




Forma exponencial 

Prefijo 

Simbolo SI 

Multiplo 

1 000 000 000 

10 9 

giga 

G 

1 000 000 

10 6 

mega 

M 

1 000 

10 3 

kilo 

k 

Submultiplo 

0.001 

ur 3 

mili 

m 

0.000 001 

Iq-6 

micro 


0.000 000 001 

10“ 9 

nano 

n 


*E1 kilogramo es la unica unidad base que se define con un prefijo. 
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Reglas para SU USO. A continuation se presentan algunas reglas 
importantes que describen el uso apropiado de los diferentes srinbolos 
SI: 

• Las cantidades definidas por varias unidades que son multiplos de 
otras se separan mediante un punto para evitar la confusion con la 
notation de prefijos, como se observa en N = kg • m/s 2 = kg • m • s -2 . 
Asimismo, m • s significa metro-segundo (metro por segundo) en 
tanto que ms representa mili-segundo. 

• La potencia exponential de una unidad que tiene un prefijo se refie- 
re tanto a la unidad como a su prefijo. Por ejemplo, pN 2 = (pN) 2 = 
pN- pN. De igual manera, mm 2 representa (mm) 2 = mm • mm. 

• Con exception de la unidad base kilogramo, por lo general evite el 
uso de prefijos en el denominador de las unidades compuestas. Por 
ejemplo, no escriba N/mm, sino kN/m; asimismo, m/mg debe escri- 
birse como Mm/kg. 

• Cuando realice calculos, represente los numeros en terminos de 
sus unidades base o derivadas mediante la conversion de todos los 
prefijos a potencias de 10. De esta manera, el resultado final podra 
expresarse con un solo prefijo . Incluso, despues del calculo es pre- 
ferible mantener valores numericos entre 0.1 y 1000; de otra forma, 
debe elegirse un prefijo adecuado. Por ejemplo, 

(50 kN)(60 nm) = [50(10 3 ) N][60(10“ 9 ) m] 

= 3000(10“ 6 ) N • m = 3(10“ 3 ) N • m = 3 mN • m 


1.5 Calculos numericos 

A menudo, el trabajo numerico en la practica de la ingenieria se rea- 
liza mediante el uso de calculadoras portables y computadoras. Sin 
embargo, es importante que las respuestas a cualquier problema se 
expresen con una exactitud justificable y una cantidad apropiada de 
cifras significativas. En esta section analizaremos estos temas, junto 
con algunos otros aspectos importantes relacionados con los calculos 
en ingenieria. 

Homogeneidad dimensional. Los terminos de cualquier 
ecuacion usada para describir un proceso fisico deben ser dimensional- 
En ingenieria suelen emplearse computado- mente homogeneos ; es decir, cada termino debe expresarse en las mis- 
ras para realizar disenos y analisis avanza- mas unidades. Siempre que este sea el caso, todos los terminos de una 
dos ‘ ecuacion pueden combinarse si las variables se sustituyen por valores 

numericos. Por ejemplo, considere la ecuacion s = vt + \af, donde, en 
unidades SI, s es la position en metros, m; t es el tiempo en segundos, 
s; v es la velocidad en m/s, y a es la aceleracion en m/s 2 . Sin importar la 
forma en que se evalue esta ecuacion, su homogeneidad dimensional 
se mantendra. En la forma establecida, cada uno de los tres terminos se 
expresa en metros [m,(m/£)£, (m/s^)s^], o al despejar a, a = 2s/t 2 - 
2v/t, cada uno de los terminos se expresa en unidades de m/s 2 [m/s 2 , 
m/s 2 , (m/s)/s]. 





Tenga en mente que los problemas de mecanica siempre implican la 
solution de ecuaciones dimensionalmente homogeneas; por lo tanto, 
este hecho se puede usar como una verification parcial de las manipu- 
laciones algebraicas de una ecuacion. 


Cifras SI nificativas. El numero de cifras significativas conteni- 
das en cualquier numero determina la exactitud de este. Por ejemplo, el 
numero 4981 contiene cuatro cifras significativas. Sin embargo, si hay 
ceros al final de un numero entero, puede ser poco claro cuantas cifras 
significativas representa el numero. Por ejemplo, 23 400 podria tener 
tres (234), cuatro (2340) o cinco (23 400) cifras significativas. Para evi- 
tar estas ambigiiedades usaremos la notation de ingenieria para expre- 
sar un resultado. Lo anterior requiere que los numeros se redondeen 
al numero apropiado de digitos significativos y despues se expresen en 
multiplos de (10 3 ), como (10 3 ), (10 6 ) o (10 -9 ). Por ejemplo, si 23 400 
tiene cinco cifras significativas se escribe como 23.400(10 3 ), pero si 
solo tiene tres cifras significativas se escribe como 23.4(10 3 ). 

Si hay ceros al initio de un numero que es menor que uno, entonces 
los ceros no son significativos. Por ejemplo 0.00821 tiene tres cifras sig¬ 
nificativas. Con la notation de ingenieria, este numero se expresa como 
8.21(10 -3 ). De igual forma, 0.000582 puede expresarse como 0.582(10 -3 ) 
o 582(10“ 6 ). 

Redondeo de numeros. El redondeo de un numero es nece- 
sario para que la exactitud del resultado sea la misma que la de los 
datos del problema. Como regia general, cualquier cifra numerica 
que termine en cinco o mas se redondea hacia arriba, y un numero 
menor que cinco se redondea hacia abajo. Las reglas para redon- 
dear numeros se ilustran de mejor manera con ejemplos. Suponga 
que el numero 3.5587 debe redondearse a tres cifras significativas. 
Como el cuarto digito (8) es mayor que 5, el tercer numero se redon¬ 
dea hacia arriba a 3.56. De la misma manera, 0.5896 se convierte 
en 0.590 y 9.3866 en 9.39. Si redondeamos 1.341 a tres cifras signifi¬ 
cativas, como el cuarto digito (1) es menor que 5, entonces obtene- 
mos 1.34. Asimismo 0.3762 se convierte en 0.376 y 9.871 en 9.87. Hay 
un caso especial para cualquier numero que tiene un 5 con ceros que lo 
siguen. Como regia general, si el digito que precede al 5 es un numero 
par , dicho digito no se redondea hacia arriba. Si el digito que precede 
al 5 es un numero impar , este se redondea hacia arriba. Por ejemplo 
75.25 redondeado a tres cifras significativas se convierte en 75.2,0.1275 
se convierte en 0.128 y 0.2555 en 0.256. 

Calculos. Cuando se realiza una sucesion de calculos, se recomienda 
almacenar los resultados intermedios en la calculadora. En otras pala- 
bras, no redondee los calculos hasta expresar el resultado final. Este 
procedimiento mantiene la precision a traves de la serie de pasos reali- 
zados hasta la solution final. Por lo general, en este texto redondeare- 
mos las respuestas a tres cifras significativas puesto que la mayoria de 
los datos en ingenieria mecanica, como medidas geometricas y cargas, 
puede medirse de manera confiable con esta exactitud. 
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1.6 Procedimiento general para el analisis 



A1 resolver problemas, realice el trabajo de 
la manera mas limpia posible. La limpieza 
estimulara el pensamiento claro y ordenado, 
y viceversa. 


La forma mas efectiva de aprender los principios de la ingenieria meca- 
nica es resolver problemas. Para tener exito en ello, es importante siem- 
pre presentar el trabajo de una manera logica y ordenada , como indica 
la siguiente serie de pasos: 

• Lea el problema con cuidado y trate de correlacionar la situacion 
fisica real con la teoria estudiada. 

• Tabule los datos del problema y dibuje cualquier diagrama que sea 
necesario. 

• Aplique los principios relevantes, por lo general en una forma 
matematica. Cuando escriba ecuaciones, asegurese de que sean 
dimensionalmente homogeneas. 

• Resuelva las ecuaciones necesarias y exprese la respuesta con no 
mas de tres cifras significativas. 

• Estudie la respuesta con juicio tecnico y sentido comun para deter- 
minar si parece razonable o no. 


Puntos importantes 


• La estatica es el estudio de los cuerpos que estan en reposo o 
que se mueven con velocidad constante. 

• Una particula tiene masa pero posee un tamano que se puede 
pasar por alto. 

• Un cuerpo rigido no se deforma bajo carga. 

• Se supone que las cargas concentradas actuan en un punto 
sobre un cuerpo. 

• Las tres leyes del movimiento de Newton deben memorizarse. 

• La masa es una medida de cantidad de materia que no cambia 
de una ubicacion a otra. 

• El peso se refiere a la atraccion gravitacional de la Tierra sobre 
un cuerpo o una cantidad de masa. Su magnitud depende de la 
elevacion a la que se encuentra la masa. 

• En el sistema SI, la unidad de fuerza, el newton, es una unidad 
derivada. El metro, el segundo y el kilogramo son unidades 
base. 

• Los prefijos G, M, k, m, p y n se usan para representar cantidades 
numericas grandes y pequenas. Es necesario conocer su tamano 
exponencial junto con las reglas para usar las unidades SI. 

• Realice los calculos numericos con varias cifras significativas, y 
despues exprese la respuesta final con tres cifras significativas. 

• Las manipulaciones algebraicas de una ecuacion se pueden 
revisar en parte al verificar que la ecuacion permanece dimen¬ 
sionalmente homogenea. 

• Es necesario conocer las reglas para redondear numeros. 








1.6 Procedimiento general para el analisis 
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EJEMPLO 1.1 


Convierta 2 km/h a m/s, ^cuanto es esto en pies/s? 

SOLUCION 

Como 1 km = 1000 m y 1 h = 3600 s, los factores de conversion se 
ordenan de la siguiente manera, para que pueda aplicarse una can- 
celacion de unidades: 


2 km/h 


2krh/ 1000m\/ lh 


H V knf 
2000 m 


3600 s 


3600 s 
0.556 m/s 


Resp. 


De la tabla 1-2,1 pie = 0.3048 m. Entonces, 


0.556 m/s = 


0.556 hA/ 1 pie 


0.3048 irf 


= 1.82 pies/s 


Resp . 


NOTA: recuerde redondear la respuesta final a tres cifras significa- 
tivas. 


EJEMPLO 1.2 


Convierta las cantidades 300 lb • s y 52 slug/pie 3 a las unidades SI 
adecuadas. 

SOLUCI6N 

Con la tabla 1-2,1 lb = 4.448 2 N. 


300 lb-s = 300 lb-s 


4.448 N\ 
lib ) 


= 1334.5 N-s = 1.33 kN-s 


Resp. 


Como 1 slug = 14.593 8 kg y 1 pie = 0.304 8 m, entonces 


52 slug/pie 3 = 


52slug/14.59 kgV 1-phf V 
-pig 3 V 1 slug / \0.304 8m/ 


= 26.8(10 3 ) kg/m 3 
= 26.8 Mg/m 3 


Resp . 






















14 


Capitulo 1 Principios generales 
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PROBLEMAS 


1-1. Redondee los siguientes numeros a tres cifras significa- 
tivas: (a) 4.65735 m, (b) 55.578 s, (c) 4555 N y (d) 2768 kg. 

1-2. Represente cada una de las siguientes combinacio- 
nes de unidades en la forma correcta del SI con un prefijo 
adecuado: (a) gMN, (b) N//xm, (c) MN/ks 2 y (d) kN/ms. 

1-3. Represente cada una de las siguientes cantidades 
en la forma correcta del SI con un prefijo adecuado: 

(a) 0.000431 kg, (b) 35.3(10 3 ) N y (c) 0.00532 km. 

*1-4. Represente cada una de las siguientes combinacio- 
nes de unidades en la forma correcta del SI: (a) Mg/ms, 

(b) N/mm y (c) mN/(kg • /xs). 

1-5. Represente cada una de las siguientes combinacio- 
nes de unidades en la forma correcta del SI con un prefijo 
adecuado: (a) kN/jixs, (b) Mg/mN, (c) MN/(kg • ms). 

1-6. Represente cada una de las siguientes expresio- 
nes con tres cifras significativas y escriba cada respuesta 
en unidades SI con un prefijo adecuado: (a) 45 320 kN, 

(b) 568(10 5 ) mm y (c) 0.005 63 mg. 

1-7. Un cohete tiene una masa de 250(10 3 ) slugs en la 
Tierra. Especifique (a) su masa en unidades SI y (b) su 
peso en unidades SI. Si el cohete esta en la Luna, donde 
la aceleracion debida a la gravedad es g L = 5.30 pies/s 2 , 
utilice tres cifras significativas para determinar (c) su peso 
en unidades SI y (d) su masa en unidades SI. 

*1-8. Si un automovil viaja a 55 mi/h, determine su velo- 
cidad en kilometros por hora y metros por segundo. 

1-9. El pascal (Pa) es en realidad una unidad muy peque- 
na de presion. Para demostrar esto, convierta 1 Pa = 1 
N/m 2 a lb/pie 2 . La presion atmosferica al nivel del mar es 
de 14.7 lb/pulg 2 . cuantos pascales equivale esto? 

1-10. ^Cual es el peso en newtons de un objeto que tiene 
una masa de: (a) 10 kg, (b) 0.5 g y (c) 4.50 Mg? Exprese 
el resultado con tres cifras significativas. Utilice un prefijo 
adecuado. 

1-11. Realice cada una de las siguientes operaciones y 
exprese la respuesta con tres cifras significativas, utilice el 
sistema de unidades SI con un prefijo adecuado: (a) 354 
mg(45 km)/(0.0356 kN), (b) (0.004 53 Mg)(201 ms) y 

(c) 435 MN/23.2 mm. 


*1-12. El peso especifico (peso/volumen) del laton es de 
520 lb/pie 3 . Determine su densidad (masa/volumen) en 
unidades SI. Utilice un prefijo adecuado. 

1-13. Realice cada una de la siguientes conversiones 
con tres cifras significativas: (a) 20 lb • pie a N • m, (b) 450 
lb/pie 3 a kN/m 3 y (c) 15 pies/h a mm/s. 

1-14. La densidad (masa/volumen) del aluminio es de 5.26 
slug/pie 3 . Determine su densidad en unidades SI. Emplee 
un prefijo adecuado. 

1-15. El agua tiene una densidad de 1.94 slug/pie 3 . ^Cual 
es su densidad expresada en unidades SI? Exprese la res¬ 
puesta con tres cifras significativas. 

*1-16. Dos particulas tienen una masa de 8 kg y 12 kg, 
respectivamente. Si estan separadas por una distancia de 
800 mm, determine la fuerza de gravedad que actua entre 
ellas. Compare este resultado con el peso de cada par- 
tfcula. 

1-17. Determine la masa en kilogramos de un objeto 
que tiene un peso de (a) 20 mN, (b) 150 kN y (c) 60 MN. 
Exprese la respuesta con tres cifras significativas. 

1-18. Evalue cada una de las siguientes operaciones y 
exprese la respuesta en unidades SI con tres cifras significa¬ 
tivas; utilice el prefijo adecuado: (a) (200 kN) 2 , (b) (0.005 
mm) 2 y (c) (400 m) 3 . 

1-19. Utilice las unidades base del sistema SI para mostrar 
que la ecuacion 1-2 es dimensionalmente homogenea y que 
da el valor de F en newtons. Determine con tres cifras 
significativas la fuerza gravitacional que actua entre dos 
esferas que se tocan una a la otra. La masa de cada esfe- 
ra es de 200 kg y su radio es de 300 mm. 

*1-20. Realice cada una de las siguientes operaciones y 
exprese la respuesta con tres cifras significativas, en unida¬ 
des SI y emplee un prefijo adecuado: (a) (0.631 Mm)/(8.60 
kg) 2 y (b) (35 mm) 2 (48 kg) 3 . 

1-21. Calcule (204 mm)(0.00457 kg)/(34.6 N) con tres 
cifras significativas y exprese la respuesta en unidades SI 
con un prefijo apropiado. 




Esta torre de un puente se estabiliza mediante cables que ejercen fuerzas en 
los puntos de conexion. En el presente capitulo mostraremos como expresar 
estas fuerzas en la forma de vectores cartesianos y como determinar la fuerza 
resultante. 


Vectores fuerza 
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OBJETIVOS DEL CAPITULO 

• Mostrar como se suman las fuerzas y como se obtienen sus com- 
ponentes con la ley del paralelogramo. 

• Expresar una fuerza y su posicion en forma de un vector cartesia- 
no y explicar como se determina la magnitud y la direccion del 
vector. 

• Presentar el producto punto a fin de determinar el angulo entre 
dos vectores o la proyeccion de un vector sobre otro. 


2.1 Escalares y vectores 

Todas las cantidades fisicas en ingenieria mecanica pueden medirse 
mediante escalares o vectores. 

Escalar. Un escalar es cualquier cantidad fisica positiva o negativa 
que se puede especificar por completo mediante su magnitud. La lon- 
gitud, la masa y el volumen son ejemplos de cantidades escalares. 

Vector. Un vector es cualquier cantidad fisica que requiere tanto de 
magnitud como de direccion para su description completa. En estatica, 
algunas cantidades vectoriales encontradas con frecuencia son fuerza, 
posicion y momento. Un vector se representa graficamente mediante 
una flecha. La longitud de la flecha representa la magnitud del vector 
y el angulo 6 entre el vector y un eje fijo define la direccion de su linea 
de accion. La cabeza o punta de la flecha indica el sentido de direccion 
del vector, como se ve en la figura 2-1. 

En trabajos impresos, las cantidades vectoriales se representan 
mediante caracteres en negritas como A, mientras que la magnitud del 
vector se escribe con letras italicas, A. Para trabajos manuscritos, casi 
siempre es conveniente denotar una cantidad vectorial con solo dibujar 
una flecha sobre el caracter, A . 
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Multiplicacion y division escalar 

Fig. 2-2 


2.2 Operaciones vectoriales 

Multiplicacion y division de un vector por un escalar. Si 

un vector se multiplica por un escalar positivo, su magnitud se incre- 
menta en esa cantidad. Cuando se multiplica por un escalar negativo 
tambien cambiara el sentido de la direccion del vector. En la figura 2-2 
se muestran ejemplos graficos de estas operaciones. 

Suma de vectores. Todas las cantidades vectoriales obedecen 
la ley del paralelogramo para la suma. A manera de ilustracion, los 
dos vectores “componentes” A y B de la figura 2-3 a se suman para for- 
mar un vector “resultante” R = A + B mediante el siguiente proce- 
dimiento: 

• Primero, una las colas de los componentes en un punto de manera 
que se hagan concurrentes, figura 2-3 b. 

• Desde la cabeza de B, dibuje una linea paralela a A. Dibuje otra 
linea desde la cabeza de A que sea paralela a B. Estas dos lmeas 
se intersecan en el punto P para formar los lados adyacentes de un 
paralelogramo. 

• La diagonal de este paralelogramo que se extiende hasta P forma 
R, la cual representa al vector resultante R = A + B, figura 2-3c. 



Fig. 2-3 


Tambien podemos sumar B a A, figura 2-4 a, mediante la regia del 
triangulo , que es un caso especial de la ley del paralelogramo, donde 
el vector B se suma al vector A en una forma de “cabeza a cola”, es 
decir, se conecta la cabeza de A a la cola de B, figura 2-4 b. La resul¬ 
tante R se extiende desde la cola de A hasta la cabeza de B. De la 
misma manera, R tambien se puede obtener al sumar A y B, figura 2-4c. 
Por comparacion, se ve que la suma vectorial es conmutativa; en otras 
palabras, los vectores pueden sumarse en cualquier orden, es decir, 
R = A + B = B + A. 





2.2 Operaciones vectoriales 
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(a) 



R 


R = A + B 

Regia del triangulo 

(b) 

Fig. 2-4 


R 



R = B + A 

Regia del triangulo 

(c) 


2 


Como un caso especial, si los dos vectores A y B son colineales , es 
decir, ambos tienen la misma linea de accion, la ley del paralelogramo 
se reduce a una suma algebraica o suma escalar R = A + B, como se 
muestra en la figura 2-5. 



R = A + B 

Suma de vectores colineales 


Fig. 2-5 


Resta de vectores. La diferencia resultante entre dos vectores 
A y B del mismo tipo puede expresarse como 


R' = A — B = A + (—B) 


Esta suma de vectores se muestra de manera grafica en la figura 2-6. 
Puesto que la resta se define como un caso especial de la suma, las 
reglas de la suma de vectores tambien se aplican a la resta vectorial. 



Ley del paralelogramo Construccion triangular 

Resta vectorial 


Fig. 2-6 
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2.3 Suma vectorial de fuerzas 



La ley del paralelogramo debe usarse 
para determinar la resultante de las dos 
fuerzas que actuan sobre el gancho. 


La evidencia experimental ha mostrado que una fuerza es una cantidad 
vectorial ya que tiene una magnitud especifica, direccion y sentido, y 
que se suma de acuerdo con la ley del paralelogramo. Dos problemas 
comunes en estatica implican encontrar la fuerza resultante, conocer 
sus componentes, o descomponer una fuerza conocida en dos compo- 
nentes. A continuation describiremos como se resuelve cada uno de 
estos problemas mediante la aplicacion de la ley del paralelogramo. 

Determinacion de una fuerza resultante. Las dos fuerzas 
componentes ¥ 1 y F 2 que actuan sobre el pasador de la figura 2-7 a 
se pueden sumar para formar la fuerza resultante = ¥ 1 + F 2 , como se 
muestra en la figura 2-lb. A partir de esta construction, o mediante el 
uso de la regia del triangulo, figura 2-7c, podemos aplicar la ley de los 
cosenos o la ley de los senos al triangulo, a fin de obtener la magnitud 
de la fuerza resultante y su direccion. 




(b) 

Fig. 2-7 



F/? — Fi + F 2 
(c) 



Mediante el uso de la ley del parale¬ 
logramo, la fuerza F causada por el 
elemento vertical puede separarse en 
componentes que actuan a lo largo de 
los cables de suspension ay b. 


Determinacion de las componentes de una fuerza. En 

ocasiones es necesario separar una fuerza en dos componentes a fin de 
estudiar su efecto de jalon o de empuje en dos direcciones especificas. 
Por ejemplo, en la figura 2-8*3, F debe separarse en dos componen¬ 
tes a lo largo de los dos elementos, definidos por los ejes uy v. Para 
determinar la magnitud de cada componente, primero se construye 
un paralelogramo, con lmeas que inician desde la punta de F, una linea 
paralela aw,y otra linea paralela a v. Despues, estas lmeas se interse- 
can con los ejes vyu para formar un paralelogramo. Las componentes 
de fuerza F w y ¥ v se establecen simplemente al unir la cola de F con los 
puntos de intersection en los ejes u yv, como aparece en la figura 2-86. 
Despues, este paralelogramo puede reducirse a una figura geometrica 
que representa la regia del triangulo, figura 2-8c. Con base en esto, se 
puede aplicar la ley de los senos para determinar las magnitudes des- 
conocidas de las componentes. 
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Fig. 2-8 


Suma de varias fuerzas. Si deben sumarse mas de dos fuerzas, 
pueden llevarse a cabo aplicaciones sucesivas de la ley del paralelogramo 
para obtener la fuerza resultante. Por ejemplo, si tres fuerzas F 1? F 2 , F 3 
actuan en un punto (9, figura 2-9, se calcula la resultante de dos cuales- 
quiera de las fuerzas, digamos F 1 + F 2 , y luego esta resultante se suma 
a la tercera fuerza, dando la resultante de las tres fuerzas; es decir. 
F r = (Fj + F 2 )+F 3 . La aplicacion de la ley del paralelogramo para 
sumar mas de dos fuerzas, como se muestra aqui, a menudo requiere 
de extensos calculos geometricos y trigonometricos para determinar 
los valores numericos de la magnitud y la direccion de la resultante. 
En vez de ello, los problemas de este tipo pueden resolverse con faci- 
lidad mediante el “metodo de las componentes rectangulares”, el cual 
se explica en la seccion 2.4. 


Fi + F 2 ¥r 



Fig. 2-9 



La fuerza resultante F^ sobre el gancho 
requiere la suma de + F 2 ; despues, 
esta resultante se suma a F 3 . 
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Ley de los cosenos: 

C = aM 2 + B 2 - 2AB cos c 
Ley de los senos: 

A _ B _ C 
sen 0 sen sen c 

(c) 

Fig. 2-10 


Procedimiento para el analisis 


Los problemas que implican la suma de dos fuerzas pueden resol- 

verse como sigue: 

Ley del paralelogramo. 

• Las dos fuerzas “componentes” ¥ 1 y F 2 de la figura 2-1 0a se 
suman de acuerdo con la ley del paralelogramo, lo que produce 
una fuerza resultante que forma la diagonal del paralelo¬ 
gramo. 

• Si una fuerza F debe separarse en componentes a lo largo de 
dos ejes uy v, figura 2-10b, entonces comience en la cabeza de la 
fuerza F y construya lmeas paralelas a los ejes, para formar de 
esta manera el paralelogramo. Los lados del paralelogramo 
representan las componentes, ¥ u y F v . 

• Marque todas las magnitudes de fuerzas conocidas y desco- 
nocidas y los angulos sobre el croquis; asimismo, identifique 
las dos incognitas como la magnitud y la direccion de ¥ R , o las 
magnitudes de sus componentes. 

Trigonometna. 

• Dibuje de nuevo la mitad del paralelogramo para ilustrar la 
suma triangular de cabeza a cola de las componentes. 

• A partir de este triangulo, la magnitud de la fuerza resultante 
puede determinarse con la ley de los cosenos, y su direccion 
mediante la ley de los senos. Las magnitudes de las dos compo¬ 
nentes de fuerza se determinan a partir de la ley de los senos. 
Las formulas se dan en la figura 2-10c. 


Puntos importantes 


• Un escalar es un numero positivo o negativo. 

• Un vector es una cantidad que tiene magnitud, direccion y sen- 
tido. 

• La multiplicacion o la division de un vector por, o entre, un 
escalar cambiara la magnitud del vector. El sentido del vector 
cambiara si el escalar es negativo. 

• Como un caso especial, si los vectores son colineales, la resul¬ 
tante se forma mediante una suma algebraica o escalar. 
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EJEMPLO 


La armella roscada de la figura 2-11^ esta sometida a dos fuerzas, ¥ 1 
y F 2 . Determine la magnitud y la direccion de la fuerza resultante. 



(a) 


SOLUCION 

Ley del paralelogramo. El paralelogramo se forma al dibujar 
una lmea desde la cabeza de ¥ 1 que sea paralela a F 2 , y otra lmea 
desde la cabeza de F 2 que sea paralela a F x . La fuerza resultante 
F^ se extiende hacia el lugar donde estas lmeas se intersecan en el 
punto A , figura 2-116. Las dos incognitas son la magnitud de ¥ R y 
el angulo 6 (teta). 

Trigonometrfa. A partir del paralelogramo, se construye el trian- 
gulo vectorial, figura 2-1 lc. Mediante la ley de los cosenos 

F r = V(100 N) 2 + (150 N) 2 - 2(100 N)(150 N) cos 115° 

= VlO 000 + 22 500 - 30 000(-0.4226) = 212.6 N 
= 213 N Resp. 

El angulo 6 se determina al aplicar la ley de los senos, 

150 N 212.6 N 150 N 


sen# sen 115° 


sen 6 = 


212.6 N 
6 = 39.8° 


(sen 115°) 


Asi, la direccion 4> (fi) de ¥ R , medida desde la horizontal, es 

0 = 39.8° + 15.0° = 54.8° Resp. 

NOTA: los resultados parecen razonables, puesto que la figura 2-116 
muestra que F^ tiene una magnitud mas grande que sus componentes 
y una direccion que se encuentra entre estas. 



= 115° 


(b) 



Fig. 2-11 
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EJEMPLO 2.2 


Descomponga la fuerza horizontal de 600 lb que se muestra en la 
figura 2-12*3 en componentes que actuan a lo largo de los ejes u y v, 
y determine las magnitudes de estas componentes. 



(a) V (b) 


Fig. 2-12 


SOLUCION 

El paralelogramo se construye al extender una linea paralela al eje v, 
desde la cabeza de la fuerza de 600 lb hasta que interseca el eje u 
en el punto B , figura 2-125. La flecha desde A hasta B representa 
F m . Del mismo modo, la linea que se extiende desde la cabeza de la 
fuerza de 600 lb dibujada en forma paralela al eje u interseca el eje v 
en el punto C, de donde se obtiene F v . 

En la figura 2-12c se muestra la suma vectorial cuando se usa la 
regia del triangulo. Las dos incognitas son las magnitudes de F M y 
F v . Al aplicar la ley de los senos, 

F u _ 600 lb 
sen 120° sen 30° 

F u = 1039 lb Resp. 

F v _ 600 lb 
sen 30° sen 30° 

F v = 600 lb Resp. 


NOTA: el resultado para F u muestra que en ocasiones una compo- 
nente puede tener una mayor magnitud que la resultante. 
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EJEMPLO 2.3 


Determine la magnitud de la fuerza componente F en la figura 2-13# 
y la magnitud de la fuerza resultante ¥ R si¥ R esta dirigida a lo largo 
del eje positivo y. 



Fig. 2-13 


SOLUCI6N 

En la figura 2-13 b se muestra la ley del paralelogramo para la suma, 
y en la figura 2-13c la regia del triangulo. Las magnitudes de F R y F 
son las dos incognitas. Estas pueden determinarse mediante la apli- 
cacion de la ley de los senos. 


F _ 200 lb 
sen 60° sen 45° 

F = 245 lb Resp. 

F r _ 200 lb 
sen 75° sen 45° 

F r = 273 lb Resp . 
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EJEMPLO 



Se requiere que la fuerza resultante que actua sobre la armella ros- 
cada de la figura 2-lAa este dirigida a lo largo del eje positivo v y 
que F 2 tenga una magnitud minima. Determine esta magnitud, el 
angulo 6 y la fuerza resultante correspondiente. 


F 1 = 800 N 





(a) 


(b) (c) 

Fig. 2-14 


SOLUCION 

En la figura 2-14 b se muestra la regia del triangulo para F R = ¥ 1 + F 2 . 
Como las magnitudes (longitudes) de F^ y F 2 no estan especificadas, 
entonces F 2 puede ser en realidad cualquier vector cuya cabeza toque 
la linea de accion de ¥ R , figura 2-14c. Sin embargo, como se muestra 
en la figura, la magnitud de F 2 es un minimo o tiene la longitud mas 
corta cuando su linea de accion es perpendicular a la linea de accion 
de ¥ r , es decir, cuando 


e = 90° 


Resp. 


Como la suma vectorial ahora forma un triangulo rectangulo, las dos 
magnitudes desconocidas se pueden obtener por trigonometria. 


F r = (800 N)cos 60° = 400 N 
F 2 = (800 N)sen 60° = 693 N 


Resp . 
Resp. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES* 


F2-1. Determine la magnitud de la fuerza resultante que 
actua sobre la armella roscada y su direccion medida en el 
sentido de las manecillas del reloj desde el eje x. 



F2-4. Descomponga la fuerza de 30 lb en componentes a 
lo largo de los ejes u y v; ademas, determine la magnitud 
de cada una de estas componentes. 


v 



F2-2. Dos fuerzas actuan sobre el gancho. Determine la F2-5. La fuerza F = 450 lb actua sobre la estructura. 
magnitud de la fuerza resultante. Descomponga esta fuerza en componentes que actuan a lo 

largo de los elementos AB y AC; ademas, determine la mag¬ 
nitud de cada componente. 



F2-5 


F2-3. Determine la magnitud de la fuerza resultante y su 
direccion, medida en sentido contrario al de las manecillas 
del reloj desde el eje x positivo. 

y 



¥1-6. Si la fuerza F debe tener una componente a lo largo 
del eje u con magnitud F u = 6 kN, determine la magnitud de 
F y la magnitud de su componente F v a lo largo del eje v. 


u 



F2-6 


* Al final del libro se proporcionan soluciones parciales y respuestas a todos los problemas fundamentales. 
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PROBLEMAS 


•2-1. Si 6 = 30° y T = 6 kN, determine la magnitud de la 
fuerza resultante que actua sobre la armella roscada y su 
direccion medida en el sentido de las manecillas del reloj 
desde el eje x positivo. 

2-2. Si 6 = 60° y T = 5 kN, determine la magnitud de la 
fuerza resultante que actua sobre la armella roscada y su 
direccion medida en el sentido de las manecillas del reloj 
desde el eje positivo x. 

2-3. Si la magnitud de la fuerza resultante debe ser de 
9 kN dirigida a lo largo del eje x positivo, determine la mag¬ 
nitud de la fuerza T que actua sobre la armella roscada y 
su angulo 6. 



Probs. 2-1/2/3 


*2-4. Determine la magnitud de la fuerza resultante que 
actua sobre la mensula y su direccion, medida en sentido 
contrario al de las manecillas del reloj desde el eje u posi¬ 
tivo. 

•2-5. Resuelva la fuerza F x en componentes a lo largo de 
los ejes u y v; ademas, determine las magnitudes de estas 
componentes. 

2-6. Resuelva la fuerza F 2 en componentes a lo largo de 
los ejes u y v; ademas, determine las magnitudes de estas 
componentes. 



2-7. Si F b = 2 kN y la fuerza resultante actua a lo largo 
del eje u positivo, determine la magnitud de la fuerza 
resultante y el angulo 0. 

*2-8. Si se requiere que la fuerza resultante actue a lo 
largo del eje u positivo y que tenga una magnitud de 5 kN, 
determine la magnitud requerida de F# y su direccion 0. 


y 



Probs. 2-7/8 


•2-9. La placa esta sometida a las dos fuerzas A y B, 
como se muestra en la figura. Si 0 = 60°, determine la mag¬ 
nitud de la resultante de esas dos fuerzas y su direccion 
medida en el sentido de las manecillas del reloj desde la 
horizontal. 

2-10. Determine el angulo de 6 para conectar el elemen- 
to A a la placa, de manera que la fuerza resultante de F^ y 
F B este dirigida horizontalmente hacia la derecha. Incluso, 
^cual es la magnitud de la fuerza resultante? 



Probs. 2-4/5/6 


Probs. 2-9/10 
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2-11. Si la tension en el cable es de 400 N, determine la mag- 
nitud y la direccion de la fuerza resultante que actua sobre la 
polea. Este angulo es el mismo angulo 0 que forma la lmea 
AB sobre el bloque de escalera. 



Prob. 2-11 


*2-12. El dispositivo se usa para sustituir en forma qui- 
rurgica la rotula de la rodilla. Si la fuerza que actua a lo 
largo de la pierna es de 360 N, determine sus componentes 
a lo largo de los ejes x y y'. 

•2-13. El dispositivo se usa para sustituir en forma qui- 
rurgica la rotula de la rodilla. Si la fuerza que actua a lo 
largo de la pierna es de 360 N, determine sus componentes 
a lo largo de los ejes x' y y. 


2-14. Determine el angulo de diseno 6 (0° < 6 < 90°) para 
la barra AB de manera que la fuerza horizontal de 400 lb 
tenga una componente de 500 lb dirigida de A hacia C. 
^Cual es la componente de fuerza que actua a lo largo del 
elemento AB1 Considere 4> = 40°. 

2-15. Determine el angulo de diseno 0 (0° < c/> < 90°) 
entre las barras AB y AC, de manera que la fuerza hori¬ 
zontal de 400 lb tenga una componente de 600 lb que actua 
hacia arriba y a la izquierda, en la misma direccion que de 
B hacia A. Considere que 0 = 30°. 



*2-16. Descomponga F x en sus componentes a lo largo 
de los ejes u y v, y determine las magnitudes de estas com¬ 
ponentes. 

•2-17. Descomponga F 2 en sus componentes a lo largo 
de los ejes u y v, y determine las magnitudes de estas com¬ 
ponentes. 



Probs. 2-12/13 


Probs. 2-16/17 
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2-18. El camion se va a remolcar con dos cuerdas. Deter¬ 
mine las magnitudes de las fuerzas F^ y ¥ B que actuan en 
cada cuerda para desarrollar una fuerza resultante de 950 N 
dirigida a lo largo del eje x positivo. Considere que 6 = 50°. 

2-19. El camion se va a remolcar con dos cuerdas. Si la 
fuerza resultante debe ser de 950 N, dirigida a lo largo del 
eje x positivo, determine las magnitudes de las fuerzas 
y F g que actuan en cada cuerda y el angulo 0 de F B de 
manera que la magnitud de F# sea un mmimo. F^ actua a 
20° medidos desde el eje x, como se muestra en la figura. 


2-23. Si 6 = 30° y F 2 = 6 kN, determine la magnitud de 
la fuerza resultante que actua sobre la placa y su direccion 
medida en el sentido de las manecillas del reloj desde el 
eje x positivo. 

*2-24. Si la fuerza resultante F R esta dirigida a lo lar¬ 
go de una linea a 75° del eje x positivo, medidos en el sen¬ 
tido de las manecillas del reloj, y se sabe que la magnitud 
de F 2 debe ser minima, determine las magnitudes de F R y 
F 2 y del angulo 0 < 90°. 



Probs. 2-18/19 

*2-20. Si = 45°, Fi = 5 kN, y la fuerza resultante es 6 kN 
dirigida a lo largo del eje y positivo, determine la magnitud 
requerida de F 2 y su direccion 0. 

•2-21. Si 4> = 30° y la fuerza resultante debe ser de 6 kN 
y estar dirigida a lo largo del eje y positivo, determine las 
magnitudes de F x y F 2 y el angulo 6 si se requiere que F 2 
sea minima. 

2-22. Si 4> = 30°, F 1 = 5 kN y la fuerza resultante debe 
estar dirigida a lo largo del eje y positivo, determine la 
magnitud de la fuerza resultante si F 2 debe ser minima. 
Incluso, ^,que son F 2 y el angulo 01 



y 



•2-25. Dos fuerzas F x y F 2 actuan sobre la armella rosca- 
da. Si sus lineas de accion estan separadas por un angulo 
0 y la magnitud de cada fuerza es F 1 = F 2 = F, determine 
la magnitud de la fuerza resultante F# y el angulo entre 
F r y F x . 


Fi 



Probs. 2-20/21/22 


Prob. 2-25 
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2-26. El tronco de un arbol es remolcado por dos trac- 
tores Ay B. Determine la magnitud de las dos fuerzas de 
remolque F^ y F# si se requiere que la fuerza resultante 
tenga una magnitud F R = 10 kN y este dirigida a lo largo 
del eje x. Considere que 0 = 15°. 

2-27. Si la resultante F R de las dos fuerzas que actuan 
sobre el tronco debe estar dirigida a lo largo del eje x posi- 
tivo y tener una magnitud de 10 kN, determine el angulo 0 
del cable unido a B de modo que la fuerza F# en este cable 
sea minima. ^Cual es la magnitud de la fuerza en cada 
cable para esta situacion? 

1 



Probs. 2-26/27 

*2-28. Se va a levantar una viga mediante dos cadenas. 
Determine las magnitudes de las fuerzas F^ y F 5 que 
actuan sobre cada cadena para que desarrollen una fuerza 
resultante de 600 N dirigida a lo largo del eje y positivo. 
Considere que 0 = 45°. 

•2-29. La viga se va a levantar con dos cadenas. Si la 
fuerza resultante debe ser de 600 N dirigida a lo largo del 
eje y positivo, determine las magnitudes de las fuerzas F^ 
y ¥ b sobre cada cadena y el angulo 6 de F# de manera que 
la magnitud de ¥ B sea minima . F^ actua a 30° desde el eje 
y, como se muestra en la figura. 

y 



2-30. Tres cadenas actuan sobre la mensula de forma que 
generan una fuerza resultante con una magnitud de 500 lb. 
Si dos de las cadenas estan sometidas a fuerzas conocidas, 
como se muestra en la figura, determine el angulo 6 de la 
tercera cadena, medido en el sentido de las manecillas del 
reloj desde el eje x positivo, de manera que la magnitud 
de la fuerza F en esta cadena sea minima . Todas las fuer¬ 
zas se encuentran en el piano x-y. ^Cual es la magnitud de 
F? Sugerencia: encuentre primero la resultante de las dos 
fuerzas conocidas. La fuerza F actua en esta direccion. 


y 



2-31. Tres cables jalan un tubo de forma que generan 
una fuerza resultante con magnitud de 900 lb. Si dos de 
los cables estan sometidos a fuerzas conocidas, como 
se muestra en la figura, determine el angulo 0 del tercer 
cable de modo que la magnitud de la fuerza F en este cable 
sea minima. Todas las fuerzas se encuentran en el piano 
x-y. i Cual es la magnitud de F? Sugerencia: encuentre pri¬ 
mero la resultante de las dos fuerzas conocidas. 



Probs. 2-28/29 


Prob. 2-31 
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2 


2.4 Suma de un sistema de fuerzas 
coplanares 

Cuando una fuerza se descompone en dos componentes a lo largo de 
los ejes x y y, dichas componentes suelen denominarse componentes 
rectangulares. Para el trabajo analitico, podemos representar estos 
componentes en una de dos formas, mediante notacion escalar, o por 
notacion vectorial cartesiana. 



(a) 





(b) 


Fig. 2-15 


Notacion escalar. Las componentes rectangulares de la fuerza 
F que se muestran en la figura 2-15a se encuentran al utilizar la ley del 
paralelogramo, de manera que F = F x + F y . Como estas componentes 
forman un triangulo rectangulo, sus magnitudes se pueden determinar 
a partir de 


F x = F cos 9 y F y = sen 6 

Sin embargo, en vez de usar el angulo 6 , la direccion de F tambien se 
puede definir mediante un pequeno triangulo de “pendiente”, como el 
que se muestra en la figura 2-15 b. Como este triangulo y el triangulo 
sombreado mas grande son semejantes, la longitud proporcional de los 
lados da 



Aqui, la componente y es un escalar negativo puesto que F y esta dirigi- 
da a lo largo del eje y negativo. 

Es importante tener en mente que esta notacion escalar positiva y 
negativa se usa solo para propositos de calculo, no para representa- 
ciones graficas en las figuras. A lo largo de este libro, la cabeza de un 
vector representado por unaflecha en cualquier figura indica el sentido 
del vector graficamente ; los signos algebraicos no se usan para este fin. 
Asi, los vectores en las figuras 2-15*3 y 2-15 b se designan mediante el uso 
de notacion (vectorial) en negritas*. Siempre que se escriban simbolos 
cursivos cerca de flechas vectoriales en las figuras, estos indicaran la 
magnitud del vector, la cual siempre es una cantidad positiva. 


*Los signos negativos se usan en figuras con notacion en negritas solo cuando se 
muestran pares de vectores iguales pero opuestos, como en la figura 2-2. 
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Notacion vectorial cartesiana* Tambien es posible repre- 
sentar las componentes x y y de una fuerza en terminos de vectores 
unitarios cartesianos i y j. Cada uno de estos vectores unitarios tiene 
una magnitud adimensional de uno, y por lo tanto pueden usarse 
para designar las direcciones de los ejes x y y, respectivamente, figura 
2 - 16 .* 

Como la magnitud de cada componente de F es siempre una cantidad 
positiva , la cual esta representada por los escalares (positivos) F x y F y , 
entonces podemos expresar F como un vector cartesiano. 

F = F x \ + F y ] 


y 



Resultantes de fuerzas coplanares. Podemos utilizar cual- 
quiera de los dos metodos para determinar la resultante de varias 
fuerzas coplanares . Para hacer esto, cada fuerza se divide primero en 
sus componentes x y y, y luego las componentes respectivas se suman 
con algebra escalar puesto que son colineales. La fuerza resultante se 
forma entonces al sumar las componentes resultantes mediante la ley 
del paralelogramo. Por ejemplo, considere las tres fuerzas concurren- 
tes de la figura 2-11 a, que tienen las componentes xy y mostradas en 
la figura 2-11 b. Al usar notacion vectorial cartesiana, cada fuerza se 
representa primero como un vector cartesiano, es decir, 


Fi = F lx i + F ly j 
F 2 = ~F 2x i + Fly j 
F 3 = F 3x i - F 3y j 

Por lo tanto, la resultante vectorial es 

Ffl = F x + F 2 + F 3 

= F ]x \ + F ly j - F lx \ + F 2 y j + F 3x \-F 3y \ 

= (F] X ~ F 2x + F 3x ) i + (F X y + F ly - F 3y ) j 
= (Fgx) i + (^v)j 

Si se utiliza notacion escalar , entonces tenemos 

() F Rx = F lx - F 2x + F 3x 

(+T) F Ry = F ly + F ly - F 3y 

Estos resultados son iguales a los de las componentes i y j de F^ que se 
determinaron anteriormente. 








Fig. 2-17 


*Por lo general, en trabajos manuscritos los vectores unitarios se indican con un acento 
circunflejo, por ejemplo, i y j. Estos vectores tienen una magnitud adimensional de una 
unidad, y su sentido (o la cabeza de su flecha) se describira analiticamente median¬ 
te un signo de mas o menos, dependiendo de si apuntan a lo largo del eje xoy positivo 
o negativo. 
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Podemos representar en forma simbolica las componentes de la fuer¬ 
za resultante de cualquier numero de fuerzas coplanares mediante la 
suma algebraica de las componentes x y y de todas las fuerzas, esto es, 



Fr x = ^F x 
F Ry = ^F y 


(2-1) 


Una vez que se determinen estas componentes, pueden bosquejarse 
a lo largo de los ejes x y y con un sentido de direccion adecuado, y la 
fuerza resultante puede determinarse con base en una suma vectorial, 
como se muestra en la figura 2-17. Despues, a partir de este bosquejo, 
se encuentra la magnitud de por medio del teorema de Pitagoras; es 
decir, 


= Vf 2 


Rx 


+ Fly 


Asimismo, el angulo 0 , que especifica la direccion de la fuerza resultan¬ 
te, se determina por trigonometria: 


0 = tan -1 


F R y 

Fr x 


Los conceptos anteriores se ilustran de forma numerica en los siguien- 
tes ejemplos. 



La fuerza resultante de las fuerzas de los 
cuatro cables que actuan sobre la mensula de 
apoyo puede determinarse al sumar algebrai- 
camente y por separado las componentes x y 
y de la fuerza de cada cable. Esta resultante 
F R produce el mismo efecto de jalon sobre la 
mensula que los cuatro cables. 


Puntos importantes 


• La resultante de varias fuerzas coplanares puede determinarse 
facilmente si se establece un sistema coordenado x, y y las fuer¬ 
zas se descomponen a lo largo de los ejes. 

• La direccion de cada fuerza esta especificada por el angulo que 
forma su linea de accion con uno de los ejes, o por medio de un 
triangulo de pendiente. 

• La orientacion de los ejes x y y es arbitraria, y sus direcciones 
positivas pueden especificarse mediante los vectores unitarios 
cartesianos i y j. 

• Las componentes x y y de la fuerza resultante son simplemen- 
te la suma algebraica de las componentes de todas las fuerzas 
coplanares. 

• La magnitud de la fuerza resultante se determina mediante el 
teorema de Pitagoras, y cuando las componentes se bosquejan 
sobre los ejes x y y, la direccion puede determinarse por trigo¬ 
nometria. 
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EJEMPLO 2.5 


Determine las componentes x y y de F x y F 2 que actuan sobre la 
barra mostrada en la figura 2-18<?. Exprese cada fuerza como un 
vector cartesiano. 


SOLUClON 

Notacion escalar. Por la ley del paralelogramo, F, se descom- 
pone en sus componentes xy y, figura 2-18Z). Como F lx actua en la 
direccion —x y F 1}; actua en la direccion +y, tenemos 

F lx = -200 sen 30° N = -100 N = 100 N Resp. 



Fi y = 200 cos 30° N = 173 N = 173 N f Resp. 


(a) 


La fuerza F 2 se divide en sus componentes xy y como se muestra 
en la figura 2-18c. Aqui se indica la pendiente de la linea de accion 
para la fuerza. A partir de este “triangulo de pendiente” podriamos 
obtener el angulo 0 , por ejemplo, 6 = tan _1 (^) y luego proceder a 
determinar las magnitudes de las componentes de la misma manera 
que para F x . Sin embargo, un metodo mas facil consiste en usar par¬ 
tes proporcionales de triangulos semejantes, es decir, 


Fix = 12 
260 N 13 


F 2x = 260 N 



240 N 


Del mismo modo, 


F 2) .- 260n(A) 


100 N 


Observe que la magnitud de la componente horizontal , F 2x , se obtu- 
vo al multiplicar la magnitud de la fuerza por la razon del cateto 
horizontal del triangulo de pendiente dividido entre la hipotenusa; 
mientras que la magnitud de la componente vertical , F 2y , se obtuvo 
al multiplicar la magnitud de la fuerza por la razon del cateto verti¬ 
cal dividido entre la hipotenusa. Por lo tanto, 

F 2x = 240 N = 240 N -> Resp. 


F t = 200 N 


\30 c 


= 200 cos 30° N 


F lx = 200 sen 30° N 
(b) 


y 



F 2y = -100 N = 100 N I Resp. 


Notacion vectorial cartesiana. Una vez determinadas las mag¬ 
nitudes y direcciones de las componentes de cada fuerza, podemos 
expresar cada fuerza como un vector cartesiano. 


F x = {— lOOi + 173j} N Resp. 

F 2 = {240i - 100j} N Resp. 
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EJEMPLO 2.6 


y 



y 




Fig. 2-19 


La armella que se muestra en la figura 2-19*2 esta sometida a las dos 
fuerzas ¥ 1 y F 2 . Determine la magnitud y la direccion de la fuerza 
resultante. 


SOLUCION I 

Notacion escalar. Primero resolvemos cada fuerza en sus com- 
ponentes x y y, figura 2-19 b, luego sumamos estas componentes 
algebraicamente. 

F Rx = 1F X , F Rx = 600 cos 30° N - 400 sen 45° N 
= 236.8 N -»■ 

+1 F Ry = J,F y ; F Ry = 600 sen 30° N + 400 cos 45° N 

= 582.8 Nt 


La fuerza resultante, que se muestra en la figura 2-19c, tiene una 
magnitud de 

F r = V(236.8 N) 2 + (582.8 N) 2 


= 629 N 

A partir de la suma vectorial, 


6 = tan 1 


582.8 N \ 

236.8 N/ 


67.9° 


Resp. 


Resp. 


SOLUCION II 

Notacion vectorial cartesiana. A partir de la figura 2-19 b, cada 
fuerza se expresa primero como un vector cartesiano. 

F x = {600 cos 30°i + 600 sen 30°j} N 

F 2 = {-400 sen 45°i + 400 cos 45°j} N 


Entonces, 

F* = F 1 + F 2 = (600 cos 30° N - 400 sen 45° N)i 

+ (600 sen 30° N + 400 cos 45° N)j 
= {236.8i + 582.8j} N 

La magnitud y la direccion de F^ se determinan de la misma mane- 
ra que antes. 

NOTA: al comparar los dos metodos de solucion, observe que el 
uso de la notacion escalar es mas eficiente puesto que las compo¬ 
nentes pueden encontrarse directamente , sin tener que expresar 
primero cada fuerza como un vector cartesiano antes de sumar las 
componentes. Sin embargo, despues mostraremos que el analisis con 
vectores cartesianos es muy conveniente para la resolucion de pro- 
blemas tridimensionales. 
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EJEMPLO 


El extremo de la barra O mostrada en la figura 2-20<? esta sometido 
a tres fuerzas coplanares concurrentes. Determine la magnitud y la 
direccion de la fuerza resultante. 



soluci6n 

Cada fuerza se divide en sus componentes xy y, como se muestra en 
la figura 2-20 b. A1 sumar las componentes x, tenemos 

F Rx = J,F X , F Rx = -400 N + 250 sen 45° N - 200(f) N 
= -383.2 N = 383.2 N <- 

El signo negativo indica que F Rx actua hacia la izquierda, es decir, 
en la direccion x negativa, como lo indica la flecha pequena. 
Obviamente, esto ocurre porque F 1 y F 3 en la figura 2-20 b contri- 
buyen con un mayor jalon a la izquierda que el jalon de F 2 hacia la 
derecha. A1 sumar las componentes y se obtiene 

+1 F Ry = F Ry = 250 cos 45° N + 200(f) N 

= 296.8 Nt 

La fuerza resultante, como se muestra en la figura 2-20c, tiene una 
magnitud de 


F r = V(-383.2 N) 2 + (296.8 N) 2 
= 485 N 


Resp. 


A partir de la suma vectorial mostrada en la figura 2-20c, el angulo 
director 6 es 


. - ta„-| ^ I - 37.8° 
383.2 


Resp . 


NOTA: la aplicacion de este metodo es mas conveniente que el uso 
de las dos aplicaciones de la ley del paralelogramo, donde primero 
se suma F 1 y F 2 para despues sumar F 3 a su resultante. 




Fig. 2-20 

























38 


Capitulo 2 Vectores fuerza 


PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F2-7. Descomponga cada fuerza que actua sobre el pilo- 
te en sus componentes x y y. 


2 


y 



F2-8. Determine la magnitud y la direccion de la fuerza 
resultante. 


F2-10. Si la fuerza resultante que actua sobre la mensula 
debe ser de 750 N y estar dirigida a lo largo del eje x positi- 
vo, determine la magnitud de F y su direccion 0. 




F2-8 


F2-9. Determine la magnitud de la fuerza resultante que 
actua sobre la repisa, asi como su direccion 6 medida en sen- 
tido contrario al de las manecillas del reloj desde el eje x. 


F2-11. Si la magnitud de la fuerza resultante que actua 
sobre la mensula debe ser de 80 lb y estar dirigida a lo largo 
del eje u , determine la magnitud de F y su direccion 6. 



F2-12. Determine la magnitud de la fuerza resultante, asi 
como su direccion 0 medida en sentido contrario al de las 
manecillas del reloj desde el eje x positivo. 



























2.4 SuMA DE UN SISTEMA DE FUERZAS COPLANARES 


39 


PROBLEMAS 


*2-32. Determine la magnitud de la fuerza resultante que 
actua sobre el pasador, asi como su direccion medida en el 
sentido de las manecillas del reloj desde el eje x positivo. 



Prob. 2-32 


•2-33. Si F 1 = 600 N y = 30°, determine la magnitud de 
la fuerza resultante que actua sobre la armella y su direc¬ 
cion medida en el sentido de las manecillas del reloj desde 
el eje x positivo. 

2-34. Si la magnitud de la fuerza resultante que actua 
sobre la armella es de 600 N y su direccion medida en el 
sentido de las manecillas del reloj desde el eje x positivo es 
0 = 30°, determine la magnitud de F x y del angulo . 


y 



2-35. El punto de contacto entre el femur y la tibia de la 
pierna se encuentra en A. Si se aplica una fuerza vertical 
de 175 lb en este punto, determine las componentes a lo 
largo de los ejes x y y. Observe que la componente y repre- 
senta la fuerza normal sobre la region que soporta carga 
en los huesos. Tanto la componente x como la componen¬ 
te y ocasionan que el lfquido sinovial se exprima y saiga 
del espacio de soporte. 



Prob. 2-35 


*2-36. Si 4> = 30° y F 2 = 3 kN, determine la magnitud de 
la fuerza resultante que actua sobre la placa y su direccion 
6 medida en el sentido de las manecillas del reloj desde el 
eje x positivo. 

•2-37. Si la magnitud para la fuerza resultante que actua 
sobre la placa debe ser de 6 kN y su direccion medida en el 
sentido de las manecillas del reloj desde el eje x positivo es 
6 = 30°, determine la magnitud de F 2 y su direccion c/>. 

2-38. Si 4> = 30° y la fuerza resultante que actua sobre la 
placa de refuerzo esta dirigida a lo largo del eje x positivo, 
determine las magnitudes de F 2 y la fuerza resultante. 



Probs. 2-33/34 


Probs. 2-36/37/38 
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2-39. Determine la magnitud de F 1 y su direccion 6 de 
manera que la fuerza resultante este dirigida verticalmen- 
te hacia arriba y tenga una magnitud de 800 N. 

*2-40. Determine la magnitud y la direccion, medida en 
sentido contrario al de las manecillas del reloj desde el eje x 
positivo, de la fuerza resultante de las tres fuerzas que actuan 
sobre el anillo A. Considere F 1 = 500 N y 0 = 20°. 


y 



•2-41. Determine la magnitud y la direccion 0 de ¥ B de 
manera que la fuerza resultante este dirigida a lo largo del 
eje y positivo y tenga una magnitud de 1500 N. 

2-42 Determine la magnitud y el angulo medido en sen¬ 
tido contrario al de las manecillas del reloj desde el eje y 
positivo, de la fuerza resultante que actua sobre la mensu- 
la, si F b = 600 N y 6 = 20°. 


2-43. Si 4> = 30° y F 1 = 250 lb, determine la magnitud de 
la fuerza resultante que actua sobre la mensula y su direc¬ 
cion medida en el sentido de las manecillas del reloj desde 
el eje x positivo. 

*2-44. Si la magnitud de la fuerza resultante que actua 
sobre la mensula es de 400 lb y esta dirigida a lo largo del 
eje x positivo, determine la magnitud de F x y su direccion 4>. 

•2-45. Si la fuerza resultante que actua sobre la mensula 
debe estar dirigida a lo largo del eje x positivo y se requie- 
re que la magnitud de F x sea minima, determine las magni¬ 
tudes de la fuerza resultante y F x . 



Probs. 2-43/44/45 


2-46. Las tres fuerzas concurrentes que actuan sobre la ar- 
mella producen una fuerza resultante F^ = 0. Si F 2 = \ F 1 
y Fi debe estar a 90° de F 2 como se muestra en la figura, 
determine la magnitud requerida de F 3 , expresada en ter- 
minos de F 1 y del angulo 6. 




Probs. 2-41/42 


Prob. 2-46 
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2-47. Determine la magnitud de F 4 y su direccion 6 de 
manera que la fuerza resultante este dirigida a lo largo del 
eje x positivo y tenga una magnitud de 1250 N. 

*2-48. Determine la magnitud y la direccion, medida en 
sentido contrario al de las manecillas del reloj desde el eje 
x positivo, de la fuerza resultante que actua sobre el anillo 
en O, si F A = 750 N y 6 = 45°. 



Probs. 2-47/48 


•2-49. Determine la magnitud de la fuerza resultante y 
su direccion medida en sentido contrario al de las maneci¬ 
llas del reloj desde el eje x positivo. 


2-50. Se aplican tres fuerzas a la mensula. Determine el 
rango de valores de la magnitud de la fuerza P para los 
cuales la resultante de las tres fuerzas no excede 2400 N. 


800 N 



2-51. Si F 1 = 150 N y 4> = 30°, determine la magnitud de 
la fuerza resultante que actua sobre la mensula y su direc¬ 
cion medida en el sentido de las manecillas del reloj desde 
el eje x positivo. 

*2-52. Si la magnitud de la fuerza resultante que actua 
sobre la mensula debe ser de 450 N y esta dirigida a lo 
largo del eje u positivo, determine la magnitud de F x y su 
direccion c£. 

•2-53. Si se requiere que la fuerza resultante que actua 
sobre la mensula sea minima, determine las magnitudes de 
F x y de la fuerza resultante. Considere que 4> = 30°. 




Prob. 2-49 


Probs. 2-51/52/53 
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2-57. Determine la magnitud de la fuerza F tal que la 
fuerza resultante de las tres fuerzas sea lo mas pequena 
posible. ^Cual es la magnitud de esta fuerza resultante 
minima? 

2-55. Si F 2 = 150 lb y 6 = 55°, determine la magnitud y la 
direccion, medida en el sentido de las manecillas del reloj 
desde el eje x positivo de la fuerza resultante de las tres 
fuerzas que actuan sobre el soporte. 


2-54. Tres fuerzas actuan sobre el soporte. Determine la 
magnitud y la direccion 6 de F 2 tales que la fuerza resul¬ 
tante este dirigida a lo largo del eje u positivo y tenga una 
magnitud de 50 lb. 


y 



*2-56. Las tres fuerzas concurrentes que actuan sobre el 
poste producen una fuerza resultante F R = 0. Si F 2 = \ F 1 y 
f?i esta a 90° de F 2 como se muestra en la figura, determine 
la magnitud F 3 que se requiere expresada en terminos de 
Fi y del angulo 0. 



Prob. 2-57 


2-58. Exprese cada una de las tres fuerzas que actuan 
sobre el soporte en forma vectorial cartesiana con respec- 
to a los ejes x y y. Determine la magnitud y la direccion 6 
de Fi de manera que la fuerza resultante este dirigida a lo 
largo del eje x' positivo y tenga una magnitud F R = 600 N. 




Prob. 2-56 


Prob. 2-58 
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2.5 Vectores cartesianos 

Las operaciones del algebra vectorial, cuando se aplican a la resolucion 
de problemas en tres dimensiones , se simplifican considerablemente si 
primero se representan los vectores en forma vectorial cartesiana. En 
esta seccion presentaremos un metodo general para hacer esto; luego, 
en la seccion siguiente aplicaremos este metodo para encontrar la fuer- 
za resultante de un sistema de fuerzas concurrentes. 

Sistema coordenado derecho. Usaremos un sistema coor- 
denado derecho para desarrollar la teoria del algebra vectorial que se 
presenta a continuacion. Se dice que un sistema coordenado rectan¬ 
gular es derecho si el pulgar de la mano derecha senala en la direc- 
cion del eje z positivo, cuando los dedos de la mano derecha se curvan 
alrededor de este eje y estan dirigidos del eje x positivo hacia el eje y 
positivo, figura 2-21. 

Componentes rectangulares de un vector. Un vector A 
puede tener una, dos o tres componentes rectangulares a lo largo de 
los ejes coordenados x, y, z, dependiendo de como este orientado con 
respecto a los ejes. En general, cuando A esta dirigido dentro de un 
octante del marco x, y, z, figura 2-22, entonces, mediante dos aplica- 
ciones sucesivas de la ley del paralelogramo, podemos dividir el vector 
en componentes como A = A' + A z y luego A' = A x + A y . A1 com- 
binar estas ecuaciones, para eliminar A', A se representa mediante la 
suma vectorial de sus tres componentes rectangulares. 

A = A x + A y + A z (2-2) 

Vectores unitarios cartesianos. En tres dimensiones, el 
conjunto de vectores unitarios cartesianos i, j, k, se usa para desig- 
nar las direcciones de los ejes x, y, z, respectivamente. Como se indico 
en la seccion 2.4, el sentido (o cabeza de la flecha) de estos vectores 
se representara anahticamente mediante un signo de mas o menos, 
dependiendo de si estan dirigidos a lo largo de los ejes x, y o z positivos 
o negativos. En la figura 2-23 se muestran los vectores unitarios carte¬ 
sianos positivos. 



2 


Fig. 2-21 


z 



Fig. 2-22 


z 



Fig. 2-23 
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z 



Representation de un vector cartesiano. Como las tres 
componentes de A en la ecuacion 2-2 actuan en las direcciones positi- 
vas i, j y k, figura 2-24, podemos escribir A en forma de vector carte¬ 
siano como 


A - A x \ + Ay j + A z k 


(2-3) 


Hay una clara ventaja al escribir los vectores de esta manera. A1 
separar la magnitud y la direction de cada vector componente se sim- 
plificaran las operaciones de algebra vectorial, particularmente en tres 
dimensiones. 


z 



Fig. 2-25 


Magnitud de un vector cartesiano. Siempre es posible 
obtener la magnitud de A si esta expresado en forma de vector car¬ 
tesiano. Como se muestra en la figura 2-25, a partir del triangulo rec- 
tangulo azul, A = Va' 2 + A 2 Z y del triangulo rectangulo sombreado, 
A' = Va% + Ay . Al combinar estas ecuaciones para eliminar A' se 
obtiene 


A = VAl + A] + A\ 


(2-4) 


For consiguiente, la magnitud de A es igual a la raiz cuadrada positiva 
de la suma de los cuadrados de sus componentes. 


Direccion de un vector cartesiano. La direction de A se 
definira mediante los angulos directores coordenados a (alfa), /3 (beta) y 
y (gamma), medidos entre la cola de A y los ejes x, y, z positivos , dado 
que se localizan en la cola de A, figura 2-26. Observe que independien- 
temente de hacia donde este dirigido A, cada uno de esos angulos estara 
entre 0° y 180°. 

Para determinar a, f3 yy, considere la proyeccion de A sobre los ejes x, 
y, z, figura 2-27. Con referencia a los triangulos rectangulos azules mos- 
trados en cada figura, tenemos 


cos a = 


cos 13 = 


Ai 

A 


cos y = —— 

y± 


(2-5) 


Estos numeros se conocen como cosenos directores de A. Una vez 
obtenidos, los angulos directores coordenados a, (3 y y, pueden deter¬ 
minate a partir de los cosenos inversos. 
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z 



z 



/ 


Fig. 2-26 


Una manera facil de obtener estos cosenos directores es formar un 
vector unitario en la direccion de A, figura 2-26. Si A esta expresado 
en forma de vector cartesiano, A = A x \ + A y j + A z k, entonces ten- 
dra una magnitud de uno y sera adimensional dado que A esta dividido 
entre su magnitud, es decir, 


A Xm 

= — = — i + 


u ^ = 7 = 


A 




(2-6) 


donde A = V A 2 + A 2 + A 2 . Por comparacion con la ecuacion 2-7, 
se observa que las componentes i, j, k de n A representan los cosenos 
directores de A, esto es, 

11^4 = cos ai + cos jSj + cos yk (2-7) 

Como la magnitud de un vector es igual a la raiz cuadrada positiva 
de la suma de los cuadrados de las magnitudes de sus componentes, y 
11^4 tiene una magnitud de uno, a partir de la ecuacion anterior puede 
formularse una importante relacion entre los cosenos directores como 


cos 2 a + cos 2 + cos 2 y = 1 


(2-8) 


Aqui puede observarse que si solo se conocen dos de los angulos 
coordenados, el tercer angulo puede encontrarse con esta ecuacion. 

Finalmente, si se conocen la magnitud y los angulos directores coor¬ 
denados, A puede expresarse en forma de vector cartesiano como 


A = Au a 

= A cos ai + A cos /3j + A cos yk 
= A x i + A y j + A z k 


(2-9) 


2 


z 



X 


z 



X 


Fig 2-27 
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z 



Algunas veces, la direction de A puede especificarse mediante dos 
angulos, 0 y <fi (fi), como se muestra en la figura 2-28. Entonces, las com- 
ponentes de A pueden determinarse al aplicar primero trigonometria 
al triangulo rectangulo azul, de donde se obtiene 


y 


A z = A cos <fi 
A' = A sen <fi 


Ahora, al aplicar trigonometria al otro triangulo rectangulo sombreado, 

A x = A ' cos 6 = A sen <fi cos 6 
A y = A' sen 0 = A sen 0 sen 0 


Por lo tanto, A escrito en forma de vector cartesiano se convierte en 


A = A sen <fi cos 0 i + A sen <fi sen 6 j + A cos <fi k 

No debe memorizar esta ecuacion; en vez de ello, es importante que 
entienda la forma en que las componentes se determinaron mediante 
trigonometria. 


2.6 Suma de vectores cartesianos 


La suma (o resta) de dos o mas vectores se simplifican considerablemen- 
te si los vectores se expresan en terminos de sus componentes cartesia- 
nas. Por ejemplo, si A = A x \ + A y j + A z k y B = B x i + B y j + B z k, figura 
2-29, entonces el vector resultante, R, tiene componentes que represen- 
tan las sumas escalares de las componentes i, j, k de A y B, es decir, 


z 



R - A + B - (A x + B x ) i + (A y + B y ) j + (A z + B z ) k 


Si esto se generaliza y se aplica a un sistema de varias fuerzas concu- 
rrentes, entonces la fuerza resultante es la suma vectorial de todas las 
fuerzas presentes en el sistema y puede escribirse como 


Fz? = SF = 2/y + + ZF z k 


( 2 - 10 ) 


/ 


X 


Fig. 2-29 


Aqui, J.F y y 2 F z representan las sumas algebraicas de las respec- 
tivas componentes x, y, z o bien i, j, k de cada fuerza presente en el 
sistema. 
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Puntos importantes 


• El analisis vectorial cartesiano se usa a menudo para resolver 
problemas en tres dimensiones. 

• Las direcciones positivas de los ejes x, y, z se definen mediante 
los vectores unitarios cartesianos i, j, k, respectivamente. 

• La magnitud de un vector cartesiano es A = V±4 2 + A 2 y + A 2 Z . 

• La direction de un vector cartesiano se especifica usando angu- 
los directores coordenados a , /3, y que la cola del vector forma 
con los ejes positivos x, y, z, respectivamente. Las componen- 
tes del vector unitario = A/A representan los cosenos direc¬ 
tores de a , /3, y. Solo dos de los angulos a, /3, y tienen que ser 
especificados. El tercer angulo se determina a partir de la relation 
cos 2 a + cos 2 /3 + cos 2 y = 1. 

• En ocasiones la direccion de un vector se define usando los dos 
angulos 6 y <fi como en la figura 2-28. En este caso las componen- 
tes vectoriales se obtienen mediante descomposicion vectorial 
por medio de trigonometria. 

• Para encontrar la resultante de un sistema de fuerzas concurren- 
tes, exprese cada fuerza como un vector cartesiano y sume las 
componentes i, j, k de todas las fuerzas del sistema. 



La fuerza resultante que actua sobre el 
amarre del barco puede determinarse 
representando primero cada fuerza en la 
cuerda como un vector cartesiano para 
despues sumar las componentes i, j y k. 


EJEMPLO 2.8 


Exprese la fuerza F mostrada en la figura 2-30 como un vector car¬ 
tesiano. 


soluciOn 

Como solo se dan dos angulos directores coordenados, el tercer 
angulo a puede ser determinado con la ecuacion 2 - 8 ; es decir, 

cos 2 a + cos 2 p + cos 2 y = 1 
cos 2 a + cos 2 60° + cos 2 45° = 1 
cos a = Vl - (0.5 ) 2 - (0.707) 2 = ±0.5 

Por consiguiente, existen dos posibilidades, a saber, 

a = cos - 1 (0.5) = 60° o bien a = cos - 1 ( - 0.5) = 120° 

Por inspeccion, es necesario que a = 60°, puesto que ¥ x debe estar 
en la direccion +x. 

Mediante la ecuacion 2-9, con F = 200 N, tenemos 


z 



Fig. 2-30 


F = F cos a\ + F cos /3j + F cos yk 

= (200 cos 60° N)i + (200 cos 60° N)j + (200 cos 45° N)k 
= {lOO.Oi + lOO.Oj + 141.4k} N Resp. 


Se muestra que efectivamente la magnitud de F = 200 N. 
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EJEMPLO 


2.9 


Determine la magnitud y los angulos directores coordenados de la 
fuerza resultante que actua sobre el anillo en la figura 2-31 a. 

z ¥ r = {50i - 40j + 180k} lb z 



(a) (b) 

Fig. 2-31 


SOLUCI 6 N 

Como cada fuerza esta representada en forma de vector cartesiano, 
la fuerza resultante, que se muestra en la figura 2-31 b, es 

F* = 2F = F x + F 2 = {60j + 80k} lb + {50i - lOOj + 100k} lb 
= {50i - 40j + 180k} lb 

La magnitud de F^ es 

F r = V(50 lb ) 2 + (-40 lb ) 2 + (180 lb ) 2 = 191.0 lb 

= 191 lb Resp. 

Los angulos directores coordenados a, /3, y se determinan a partir de 
las componentes del vector unitario que actua en la direccion de F^. 

_ F* _ 50 . _ 40 . 180 

“ Fr ~ F r ~ 191.0 1 191.0 J + 191.0 k 

= 0.2617i - 0.2094j + 0.9422 k 

de manera que 


cos a 

= 0.2617 

a = 

74.8° 

Resp . 

cos p 

= -0.2094 

J3 = 

102 ° 

Resp . 

cos y 

= 0.9422 

y = 

19.6° 

Resp . 


Estos angulos se muestran en la figura 2-31 b. 

NOTA: en particular, observe que /3 > 90° puesto que la componente 
j de u Fr es negativa. Esto parece razonable considerando la suma de ¥ 1 
y F 2 de acuerdo con la ley del paralelogramo. 
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EJEMPLO 


Exprese la fuerza F que se muestra en la figura 2-32a como un vec¬ 
tor cartesiano. 

soluci 6 n 

Los angulos de 60° y 45° que definen la direccion de F no son an- 
gulos directores coordenados. Se requieren dos aplicaciones sucesi- 
vas de la ley del paralelogramo para resolver F en sus componentes 
x, y, z. Primero F = F' + F z , luego F' = F x + F y , figura 2-32 b. Por 
trigonometria, las magnitudes de las componentes son 


F z = 100 sen 60° lb = 86.6 lb 


F' = 100 cos 60° lb = 50 lb 

F x = F' cos 45° = 50 cos 45° lb = 35.4 lb 

F v = F sen 45° = 50 sen 45° lb = 35.4 lb 


Dado que F y , tiene una direccion definida por — j, tenemos 
F = {35.4i - 35.4j + 86 . 6 k} lb 


Resp. 


Para mostrar que la magnitud de este vector es efectivamente de 
100 lb, se aplica la ecuacion 2-4, 


F$ + Fi 


F = VfI 

= V(35.4) 2 + (-35.4) 2 + (86.6) 2 = 100 lb 

Si es necesario, los angulos directores coordenados de F pueden 
determinarse a partir de las componentes del vector unitario que 
actua en la direccion de F. Por tanto, 


Fx. , + 

F 1 F ^ F ^ 


F 

~ F ~ 

_ 35.4 , 

" 100 L 100 J 100 
= 0.354i - 0.354j + 0.866k 


35.4 . 86.6. 

1 - "TT7TT J + TT3Tk 


de manera que 


a = cos -1 (0.354) = 69.3° 
13 = cos _1 (-0.354) = 111 
y 


= cos -1 (0.866) = 30.0° 


Estos resultados se muestran en la figura 2-32c. 



(a) 




Fig. 2-32 
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EJEMPLO 




300 N 


(a) 


F 2 = 700 N 



Dos fuerzas actuan sobre el gancho que se muestra en la figura 2-32 a. 
Especifique la magnitud de F 2 y sus angulos directores coordenados, 
de modo que la fuerza resultante actue a lo largo del eje y positivo y 
tenga una magnitud de 800 N. 

SOLUCION 

Para resolver este problema, la fuerza resultante F R y sus dos com- 
ponentes, F 1 y F 2 , se expresaran cada una en forma de vector car- 
tesiano. Entonces, como se muestra en la figura 2-33a, es necesario 
que F R = F 1 + F 2 . 

A1 aplicar la ecuacion 2-9, 

F] = F 1 cos a \i + F 1 cos /3J + F\ cos y x k 

= 300 cos 45° i + 300 cos 60° j + 300 cos 120° k 
= {212.1i + 150j - 150k} N 
F 2 = F 2x i + F 2y i + F 2z k 

Como F^ tiene una magnitud de 800 N y actua en la direccion +j, 
Fr = (800 N)(+j) = {800j} N 

Requerimos que 

Fr = F x + F 2 

800j = 212.1i + 150j - 150k + F 2x i + F 2y j + F 2z k 
800j = (212.1 + F 2x ) i + (150 + F 2y )i + (-150 + F 2z ) k 


F r = 800 N 
-V 


Para satisfacer esta ecuacion, las componentes i, j, k de F^ deben 
ser iguales a las componentes i, j, k correspondientes de (F 1 + F 2 ). 
Por consiguiente, 


0 = 212.1 + F 


2x 


800 = 150 


2 )- 


F 2x = -212.1 N 
F ly = 650 N 


0 = -150 + F lz F 2z = i5on 
E ntonces, la magnitud de F 2 es 

F 2 = V(-212.1 N ) 2 + (650 N ) 2 + (150 N ) 2 
= 700 N 

Podemos usar la ecuacion 2-9 para determinar a 2 , /3 2 , y 2 . 

- 212.1 


cos a 2 = 


700 


650 

COS ft.—; 


cos y 2 = 


150 

700’ 


a 2 = 108° 
02 = 21 . 8 ° 
72 = 27.6° 


Resp. 

Resp. 
Resp . 
Resp . 


Estos resultados se muestran en la figura 2-33 b. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F2-13. Determine los angulos directores coordenados de 
la fuerza. 



F2-13 

F2-14. Exprese la fuerza como un vector cartesiano. 

z F = 500 N 



F2-15. Exprese la fuerza como un vector cartesiano. 

z 



F2-16. Exprese la fuerza como un vector cartesiano. 


2 


z 



F2-16 


F2-17. Exprese la fuerza como un vector cartesiano. 


z 



F2-17 


F2-18. Determine la fuerza resultante que actua sobre el 
gancho. 


z 



F2-15 


F2-18 
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PROBLEMAS 


2-59. Determine el angulo coordenado y para F 2 y des¬ 
pues exprese cada fuerza que actua sobre la mensula como 
un vector cartesiano. 

*2-60. Determine la magnitud y los angulos directores 
coordenados de la fuerza resultante que actua sobre la 
mensula. 



Probs. 2-59/60 


2-63. La fuerza F actua sobre la mensula dentro del 
octante mostrado. Si F = 400 N, (3 = 60° y y = 45°, deter¬ 
mine las componentes x, y, z de F. 

*2-64. La fuerza F actua sobre la mensula dentro del 
octante mostrado. Si las magnitudes de las componentes 
x y z de F son F x = 300 N y F z = 600 N, respectivamente 
y j8 = 60°, determine la magnitud de F y su componente y. 
Asimismo, encuentre los angulos directores coordenados 
a y y. 



•2-61. Exprese cada fuerza que actua sobre el ensamble 
de tubos en forma vectorial cartesiana. 

2-62. Determine la magnitud y la direccion de la fuerza 
resultante que actua sobre el ensamble de tubos. 


•2-65. Las dos fuerzas F x y F 2 que actuan en A tienen 
una fuerza resultante F R = {-100k} lb. Determine la mag¬ 
nitud y los angulos directores coordenados de F 2 . 

2-66. Determine los angulos directores coordenados de 
la fuerza F 1 e indiquelos sobre la figura. 



Probs. 2-61/62 


Probs. 2-65/66 
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2-67. El engrane recto esta sometido a las dos fuerzas 
causadas por el contacto con otros engranes. Exprese cada 
fuerza como un vector cartesiano. 

2-68. El engrane recto esta sometido a las dos fuerzas 
causadas por el contacto con otros engranes. Determine la 
resultante de las dos fuerzas y exprese el resultado como 
un vector cartesiano. 


2-71. Si a = 120°, j3 < 90°, y = 60° y F = 400 lb, determi¬ 
ne la magnitud y los angulos directores coordenados de la 
fuerza resultante que actua sobre el gancho. 

*2-72. Si la fuerza resultante que actua sobre el gancho 
es ¥ R = {—200i + 800j + 150k} lb, determine la magnitud 
y los angulos directores coordenados de F. 



Probs. 2-67/68 Pro bs. 2-71/72 



•2-69. Si la fuerza resultante que actua sobre el soporte 
es F R = {—300i + 650j + 250k} N, determine la magnitud y 
los angulos directores coordenados de F. 

•2-73. El eje S' ejerce tres componentes de fuerza sobre 
2-70. Si la fuerza resultante que actua sobre el soporte e j (j ac j 0 j) Encuentre la magnitud y los angulos directores 

debe ser F R - {800j} N, determine la magnitud y los angu- coordenados de la fuerza resultante. La fuerza F 2 actua 

los directores coordenados de F. dentro del octante mostrado. 


z 



z 



Probs. 2-69/70 


Prob. 2-73 
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2-74. El mastil esta sometido a las tres fuerzas mostradas. 
Determine los angulos directores coordenados aq, j6 1? y\ 
de ¥i de manera que la fuerza resultante que actua sobre 
el mastil sea ¥ R = {350i} N. 

2-75. El mastil esta sometido a las tres fuerzas mostra¬ 
das. Determine los angulos directores coordenados aq, 
j8 l5 y! de Fx de manera que la fuerza resultante que actua 
sobre el mastil sea cero. 


z 



*2-76. Determine la magnitud y los angulos directores 
coordenados de F 2 de manera que la resultante de las dos 
fuerzas actue a lo largo del eje x positivo y tenga una mag¬ 
nitud de 500 N. 

•2-77. Determine la magnitud y los angulos directores 
coordenados de F 2 de manera que la resultante de las dos 
fuerzas sea cero. 


z 



2-78. Si la fuerza resultante que actua sobre la mensu- 
la esta dirigida a lo largo del eje y positivo, determine la 
magnitud de la fuerza resultante y los angulos directores 
coordenados de F de modo que j8 < 90°. 


z 



Prob. 2-78 


2-79. Especifique la magnitud de F 3 y sus angulos direc¬ 
tores coordenados a 3 , jS 3 , y 3 de manera que la fuerza resul¬ 
tante F R = {9j} kN. 


z 



Probs. 2-76/77 


Prob. 2-79 
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*2-80. Si F 3 = 9 kN, 6 = 30° y 4> = 45°, determine la mag- 
nitud y los angulos directores coordenados de la fuerza 
resultante que actua sobre la junta de rotula. 



•2-81. El poste esta sometido a la fuerza F, la cual posee 
componentes que actuan a lo largo de los ejes x,y,z, como 
se muestra en la figura. Si la magnitud de F es de 3 kN, 
j8 = 30° y y = 75°, determine las magnitudes de sus tres 
componentes. 

2-82. El poste esta sometido a la fuerza F, la cual tiene 
componentes F x = 1.5 kN y F z = 1.25 kN. Si j8 = 75°, 
determine las magnitudes de F y F y . 


2-83. Tres fuerzas actuan sobre el anillo. Si la fuer¬ 
za resultante F^ tiene la magnitud y la direccion que se 
muestran en la figura, determine la magnitud y los angulos 
directores coordenados de la fuerza F 3 . 

*2-84. Determine los angulos directores coordenados de 
F| y F r . 


Z 



Probs. 2-83/84 


•2.85. Dos fuerzas F 1 y F 2 actuan sobre el perno. Si la 
fuerza resultante F# tiene una magnitud de 50 lb y angulos 
directores coordenados a = 110° y (3 = 80°, como se mues¬ 
tra en la figura, determine la magnitud de F 2 y sus angulos 
directores coordenados. 



Probs. 2-81/82 


Prob. 2-85 
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z 



Fig. 2-34 


2.7 Vectores de position 

En esta seccion presentaremos el concepto de vector de posicion. Se 
mostrara que este vector es importante al formular un vector de fuerza 
cartesiano dirigido entre dos puntos cualesquiera en el espacio. 


Coordenadas X , y, Z. A lo largo de este libro usaremos un siste- 
ma coordenado derecho para hacer referenda a la localizacion de pun¬ 
tos en el espacio. Tambien usaremos la convencion seguida en muchos 
libros tecnicos, la cual exige que el eje z positivo este dirigido hacia 
arriba (direccion cenital) de forma que mida la altura de un objeto 
o la altitud de un punto. Por tanto, los ejes x, y se encuentran en el 
piano horizontal, figura 2-34. Los puntos en el espacio se localizan con 
relacion al origen de coordenadas, O , por mediciones sucesivas a lo 
largo de los ejes x,y,z. Por ejemplo, las coordenadas del punto A se 
obtienen comenzando en O y midiendo x A = +4 m a lo largo del eje x, 
luego y A = +2 m a lo largo del eje y, y finalmente z A = -6 m a lo largo 
del eje z. Asi, 4(4 m,2m, -6 m). De la misma manera, mediciones a 
lo largo de los ejes x, y, z desde O hasta B generan las coordenadas de 
B , es decir, B(6 m, -1 m, 4 m). 


Vector de posicion. Un vector de posicion r se define como un 
vector fijo que ubica un punto en el espacio en relacion con otro punto. 
Por ejemplo, si r se extiende desde el origen de coordenadas, O , hasta 
el punto P(x, y, z), figura 2-35 a, entonces r se puede expresar en forma 
de vector cartesiano como 


r = x\ + y\ + zk 


Observe como la suma vectorial de cabeza a cola de las tres componen- 
tes genera el vector r, figura 2-35 b. A partir del origen O , se “recorre” 
x en la direccion +i, luego y en la direccion +j y finalmente z en la 
direccion +k para llegar al punto P(x, y, z). 



z 



(a) 


(b) 


Fig. 2-35 
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En el caso mas general, el vector de posicion puede estar dirigido 
desde el punto A hasta el punto B en el espacio, figura 2-36a. Este vec¬ 
tor tambien esta designado por el simbolo r. A manera de convencion, 
algunas veces nos referiremos a este vector con dos subindices para 
indicar desde donde y hasta que punto esta dirigido. Asi, r tambien 
puede designarse como r AB . Ademas observe que \ A y \ B , en la figura 
2-36a estan referenciados con solo un submdice puesto que se extien- 
den desde el origen de coordenadas. 

A partir de la figura 2-36^, por la suma vectorial de cabeza a cola y 
con la regia del triangulo, se requiere que 

x A + r = r B Mx A ,y A , z A ) 

A1 despejar r y expresar r A y r B en forma vectorial cartesiana se 
obtiene 



b(x b , yB, z b) 


y 


2 


r = r B - r A = (x B \ + y B j + z B k) - (x A i + y A j + z A k) 


(a) 


o bien 


r = (x B - x A )\ + (y B - y A )j + (z B ~ Z A ) k 


( 2 - 11 ) 



(b) 

Fig. 2-36 


Asi, las componentes i, j, k del vector de posicion r pueden formarse al 
tomar las coordenadas de la cola del vector A(x a , y A , z A ) para despues 
restarlas de las coordenadas correspondientes de la cabeza. B(x B ,y B , z B )- 
Tambien podemos formar estas componentes directamente , figura 2-3 6b, 
al comenzar en A y recorrer una distancia de (x B — x A ) a lo largo del 
eje x positivo (+i), despues ( y B - y A ) a lo largo del eje y positivo (+j) y 
finalmente (z B ~ z A ) a lo largo del eje z positivo (+k) para obtener B. 


(x B X A )V 





/I 

i i : 


A 


i 

\B 


1 



(z B - z A )k 




Si se establece un sistema de coordenadas x, y, z, entonces 
se pueden determinar las coordenadas de los puntos A y B. 
A partir de esta posicion se puede formular el vector r que 
actua a lo largo del cable. Su magnitud representa la longitud 
del cable, y su vector unitario, u = r /r, proporciona la direccion 
definida por a, /3, y. 
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EJEMPLO 2.12 




B 



Fig. 2-37 


Una banda elastica de caucho esta unida a los puntos Ay B como 
se muestra en la figura 2-37*2. Determine su longitud y su direccion 
medida de A hacia B. 

SOLUCION 

Primero establecemos un vector de posicion desde A hasta B , figura 
2-37 b. De acuerdo con la ecuacion 2-11, las coordenadas de la cola 
A(1 m, 0, -3 m) se restan de las coordenadas de la cabeza B(—2 m, 
2 m, 3 m), de donde se obtiene 

r = [-2 m - 1 m]i + [2 m - 0] j + [3 m - (-3 m)]k 
= {—3i + 2j + 6k} m 


Estas componentes de r tambien se pueden determinar directa- 
mente si se observa que representan la direccion y la distancia que 
debe recorrerse a lo largo de cada eje a fin de llegar desde A hasta 
B , es decir, a lo largo del eje v {3i} m, a lo largo del eje y {2j} m y 
finalmente a lo largo del eje z {6k} m. 

Por lo tanto, la longitud de la banda de caucho es 

r = V(— 3 m) 2 + (2 m) 2 + (6 m) 2 = 7 m Resp. 
A1 formular un vector unitario en la direccion de r, obtenemos 


3 . 2 . 6 

— —i + — j + —k 
7 7 J 7 


Las componentes de este vector unitario dan los angulos directores 
coordenados 


-if 3 
a = cos 1 —— 


- = 115° 


13 = cos \ - 


= 73.4° 


- 7 6 

y = cos L \ - 


- = 31.0° 


Resp . 
Resp . 
Resp . 


NOTA: estos angulos se miden desde los ejes positivos de un siste- 
ma de coordenadas localizado en la cola de r, como se muestra en 
la figura 2-37c. 
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2.8 Vector fuerza dirigido a lo largo 
de una Ifnea 

Con mucha frecuencia, en problemas tridimensionales de estatica, la 
direccion de una fuerza se especifica por dos puntos a traves de los 
cuales pasa su lmea de accion. Tal situacion se muestra en la figura 
2-38, donde la fuerza F esta dirigida a lo largo de la cuerdaAZL Podemos 
formular F como un vector cartesiano al observar que esta fuerza 
tiene la misma direccion y sentido que el vector de posicion r dirigido 
desde el punto A hasta el punto B sobre la cuerda. Esta direccion comun 
se especifica mediante el vector unitario u = r/r. Por lo tanto, 

F = Fu = f (l) = F ( (*fi - + (jB - Ia)\ + ( Zb - ZA)k \ 

VV(x B - XaP + (>’« - Ja? + (zb - Za) 2 ' 


z 



Aunque hemos representado F simbolicamente en la figura 2-38, 
observe que tiene unidades de fuerza , a diferencia de r, que tiene uni- 
dades de longitud. 



La fuerza F que actua a lo largo de la cadena puede ser representada como un 
vector cartesiano si se establecen primero los ejes x, y, z y se forma un vector de 
posicion r a lo largo de la longitud de la cadena. Despues se puede determinar 
el vector unitario correspondiente u = r/r que define la direccion tanto de la 
cadena como de la fuerza. Finalmente, la magnitud de la fuerza se combina con 
su direccion. F = Fu. 


Puntos importantes 


• Un vector de posicion localiza un punto en el espacio con res- 
pecto a otro punto. 

• La manera mas facil de formular las componentes de un vector 
de posicion consiste en determinar la distancia y la direccion 
que debe recorrerse a lo largo de las direcciones x, y, z, desde 
la cola hasta la cabeza del vector. 

• Una fuerza F que actua en la direccion de un vector de posicion 
r puede ser representada en forma cartesiana si se determina el 
vector unitario u del vector de posicion y este se multiplica por 
la magnitud de la fuerza, es decir, F = Fu = F(x/r). 
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EJEMPLO 2.13 



El hombre que se muestra en la figura 2-39 a jala la cuerda con una 
fuerza de 70 lb. Representa esta fuerza al actuar sobre el soporte A 
como un vector cartesiano y determine su direccion. 

SOLUCION 

En la figura 2-39 b se muestra la fuerza F. La direccion de este vec¬ 
tor, u, esta determinada a partir del vector de position r, el cual 
se extiende desde A hasta B. En vez de usar estas coordenadas de 
los extremos de la cuerda, r tambien puede obtenerse directamente 
al observar en la figura 2-39 a que se debe recorrer desde A{-24k} 
pies, luego {—8j} pies y finalmente {12i} pies para llegar a B. Asi, 


r = {12i — 8j — 24k} pies 

La magnitud de r, que representa la longitud de la cuerda AB , es 


r = V(12pies) 2 + (-8 pies) 2 + (-24 pies) 2 = 28 pies 



Para formar el vector unitario que define la direccion y el sentido 
de r y F tenemos 


_ r _ 12 . _ _8_. _ 24 
U _ r _ 28 1 28 J 28 k 

Como F tiene una magnitud de 70 lb y una direccion especificada 
por u, entonces 


F = Fn = 70 lb I 


12. _ _8_. _ 24 \ 
28 1 28 J 28*7 


= {30i - 20j - 60k} lb 


Resp. 


Fig. 2-39 Los angulos directores coordenados estan medidos entre r(o F)y 

los ejes positivos de un sistema coordenado con origen en A, figura 
2-39 b. A partir de las componentes del vector unitario: 


a = cos 

13 = cos 
y = cos' 



Resp . 
Resp . 
Resp. 


NOTA: estos resultados tienen sentido si se les compara con los 
angulos identificados en la figura 2-39 b. 
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EJEMPLO 2.14 


La fuerza que se muestra en la figura 2-4(k actua sobre el gancho. 
Expresela como un vector cartesiano. 


z z 



(a) 


(b) 


Fig. 2-40 


SOLUCI6N 

Como se muestra en la figura 2-40 b, las coordenadas para los pun- 
tos A y B son 


A(2 m, 0, 2 m) 


y 


B 


-( ^5 sen 30° m, cos 30° m, |^]5m 


o bien 


B {—2 m, 3.464 m, 3 m) 


Por lo tanto, para ir desde A hasta B , deben recorrerse {4i} m, des¬ 
pues {3.464j} m y finalmente {lk} m. Asi, 

/ r B \ { — 4i + 3.464j + lk} m 

\ r B/ V(-4 m) 2 + (3.464 m) 2 + (1 m) 2 

= -0.7428i + 0.6433j + 0.1857k 

La fuerza ¥ B expresada como un vector cartesiano se convierte en 

¥ b = F b u b = (750 N)(-0.74281i + 0.6433j + 0.1857k) 

= { —557i + 482j + 139k} N Resp. 
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EJEMPLO 2.15 


2 





El techo esta sostenido por cables como se muestra en la fotografia. 
Si los cables ejercen fuerzas F AB = 100 N y F AC = 120 N sobre el 
gancho de pared en A como se muestra en la figura 2-41*3, determi¬ 
ne la fuerza resultante que actua en A. Exprese el resultado como 
un vector cartesiano. 

SOLUCION 

En la figura 2-41 b se muestra graficamente la fuerza resultante F^. 
Podemos expresar esta fuerza como un vector cartesiano si formu- 
lamos F ab y F AC como vectores cartesianos y sumamos luego sus 
componentes. Las direcciones de F AB y F AC se especifican al formar 
vectores unitarios u AB y u AC a lo largo de los cables. Esos vectores 
unitarios se obtienen a partir de los vectores de position asociados 
y ab y 1 * 4 c* Con referenda a la figura 2-41*3, para ir desde A hasta B 
debemos recorrer {-4k} m, y despues {— 4i} m. Por consiguiente, 

*ab = {4i - 4k} m 

r AB = V(4 m) 2 + (-4 m) 2 = 5.66 m 

F ' u, = F ' u '(S) = <100N) (5^ i -5ib k ) 

F ab = {70.7i - 70.7k} N 


Para ir desde A hasta C, debemos recorrer {-4k} m, luego {2j} m y 
finalmente {4j}. Por lo tanto, 

r AC = (4i + 2j - 4k} m 

r AC = V(4ra) 2 + (2 m) 2 + (—4 m) 2 = 6 m 

F - = r -fe) = ( 120 N) (f , + l J -s k ) 

= {80i + 40j - 80k} N 


Por lo tanto, la fuerza resultante es 

F R = F ab + F ac = {70.7i - 70.7k} N + {80i + 40j - 80k} N 
= (151i + 40j - 151k} N Resp. 


Fig. 2-41 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F2-19. Exprese el vector de posicion r AB en forma de 
vector cartesiano, despues determine su magnitud y sus 
angulos directores coordenados. 



x 


F2-19 

F2-20. Determine la longitud de la varilla y el vector de 
posicion dirigido desde A hasta B. ^,Cual es el angulo 61 



F2-22. Exprese la fuerza como un vector cartesiano. 


2 


z 



F2-22 


F2-23. Determine la magnitud de la fuerza resultante 
en A. 



F2-24. Determine la fuerza resultante en A. 



F2-21 


F2-24 
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PROBLEMAS 


2 


2-86. Determine el vector de posicion r dirigido desde el 
punto A hasta el punto B y la longitud de la cuerda AB. 
Considere z = 4 m. 

2-87. Si la cuerda AB tiene 7.5 m de longitud, determine 
la posicion coordenada +z del punto B. 


•2-89. Determine la magnitud y los angulos directores 
coordenados de la fuerza resultante que actua en A 


z 




*2-88. Determine la distancia entre los puntos extremos 2-90. Determine la magnitud y los angulos directores 

Ay B sobre el alambre, pero antes formule un vector de coordenados de la fuerza resultante. 

posicion desde A hasta B para luego determinar su mag¬ 
nitud. 


z 




Prob. 2-88 


Prob. 2-90 
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2-91. Determine la magnitud y los angulos directores 
coordenados de la fuerza resultante que actua en A. 


z 



Prob. 2-91 


•2-93. El candelabro esta sostenido por tres cadenas que 
son concurrentes en el punto O. Si la fuerza en cada cade- 
na tiene una magnitud de 60 lb, exprese cada fuerza como 
un vector cartesiano y determine la magnitud y los angulos 
directores coordenados de la fuerza resultante. 


2-94. El candelabro esta sostenido por tres cadenas que 
son concurrentes en el punto O. Si la fuerza resultante en 
O tiene una magnitud de 130 lb y esta dirigida a lo largo 
del eje negativo z, determine la fuerza en cada cadena. 


2 



Probs. 2-93/94 

*2-92. Determine la magnitud y los angulos directores 
coordenados de la fuerza resultante. 


2-95. Exprese la fuerza F como un vector cartesiano; des¬ 
pues determine sus angulos directores coordenados. 


z 



z 



Prob. 2-92 


Prob. 2-95 
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*2-96. La torre se mantiene en su posicion mediante tres 
cables. Si la fuerza de cada cable que actua sobre la torre 
es como se muestra en la figura, determine la magnitud 
y los angulos direct ores coordenados a, ft, y de la fuerza 
resultante. Considere x = 20 m, y = 15 m. 


z 



Prob. 2-96 


•2-97. La puerta se mantiene abierta por medio de dos 
cadenas. Si las tensiones en AB y CD son F A = 300 N y 
F c = 250 N, respectivamente, exprese cada una de estas 
fuerzas en forma vectorial cartesiana. 



2-98. Los cables de reten se utilizan para dar soporte al 
poste telefonico. Represente la fuerza en cada cable en 
forma de vector cartesiano. Pase por alto el diametro del 
poste. 


z 



Prob. 2-98 


2-99. Se utilizan dos cables para asegurar la barra salien- 
te en su posicion y soportar la carga de 1500 N. Si la fuer¬ 
za resultante esta dirigida a lo largo de la barra desde el 
punto A hacia O , determine las magnitudes de la fuerza 
resultante y de las fuerzas F 5 y F c . Considere x = 3my 
z = 2 m. 

*2-100. Se utilizan dos cables para asegurar la barra 
saliente en su posicion y para soportar la carga de 1500 N. 
Si la fuerza resultante esta dirigida a lo largo de la barra 
desde el punto A hacia O, determine los valores de x y z 
para las coordenadas del punto C y la magnitud de la fuer¬ 
za resultante. Considere F# = 1610 N y F c = 2400 N. 


z 



Prob. 2-97 


Probs. 2-99/100 
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•2-101. El cable AO ejerce una fuerza sobre la parte *2-104. La torre de antena se sostiene mediante tres 

superior del poste de F = {-120i - 90j - 80k} lb. Si el cables. Si las fuerzas de estos cables que actuan sobre la 

cable tiene una longitud de 34 pies, determine la altura z antena son F B = 520 N, F c = 680 NyF D = 560 N, determi- 

del poste y la ubicacion (x, y ) de su base. ne la magnitud y los angulos directores coordenados de la 

fuerza resultante que actua en A. 


z 




2-102. Si la fuerza en cada cadena tiene una magnitud 
de 450 lb, determine la magnitud y los angulos directores 
coordenados de la fuerza resultante. 

2-103. Si la resultante de las tres fuerzas es F^ = {- 900k} lb, 
determine la magnitud de la fuerza en cada cadena. 


z 



•2-105. Si la fuerza en cada cable atado al cofre es de 70 lb, 
determine la magnitud y los angulos directores coordena¬ 
dos de la fuerza resultante. 

2-106. Si la resultante de las cuatro fuerzas es F fi = 
{-360k} lb, determine la tension desarrollada en cada 
cable. Debido a la simetria, la tension en los cuatro cables 
es la misma. 


z 



Probs. 2-102/103 


Probs. 2-105/106 
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2-107. El tubo esta soportado en su extremo mediante *2-109. La placa cilmdrica esta sometida a las fuer- 

una cuerda AB. Si la cuerda ejerce una fuerza F = 12 lb zas de tres cables que concurren en el punto D. Exprese 

sobre el tubo en A, exprese esta fuerza como un vector cada fuerza ejercida por los cables sobre la placa como un 
cartesiano. vector cartesiano, y determine la magnitud y los angulos 

directores coordenados de la fuerza resultante. 


2 



Prob. 2-109 


*2-108. La carga en A genera una fuerza de 200 N en el 
cable AB. Exprese esta fuerza como un vector cartesiano, 
que actua en A y esta dirigido hacia B. 


z 



2-110. El cable unido al brazo de la grua ejerce una fuer¬ 
za de F = 350 lb. Exprese esta fuerza como un vector car¬ 
tesiano. 


z 



Prob. 2-108 


Prob. 2-110 
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2.9 Producto punto 


Algunas veces, en estatica debemos localizar el angulo entre dos lmeas 
o las componentes de una fuerza paralela y perpendicular a una linea. 
En dos dimensiones, esos problemas pueden resolverse por trigonome¬ 
tric puesto que las relaciones geometricas son faciles de visualizar. Sin 
embargo, en tres dimensiones esto suele ser dificil, y en consecuencia 
deben emplearse metodos vectoriales para encontrar la solucion. El 
producto punto define un metodo particular para “multiplicar” dos vec- 
tores y se usa para resolver los problemas antes mencionados. 

El producto punto de los vectores A y B, que se escribe A • B, y se 
lee “A punto B”, se define como el producto de las magnitudes de A 
y B y el coseno del angulo 0 entre sus colas, figura 2-42. Expresado en 
forma de ecuacion, 


A • B = AB cos 6 


(2-12) 


donde 0° < 6 < 180°. Con frecuencia, se hace referenda al producto 
punto como producto escalar de vectores puesto que el resultado es un 
escalar y no un vector. 


Leyes de operacion. 

1. Ley conmutativa: A • B = B • A 

2. Multiplicacion por un escalar: a(A • B) = (aA) • B = A • (<?B) 

3. Ley distributiva: A • (B + D) = (A • B) + (A • D) 

Es facil demostrar la primera y segunda leyes por medio de la ecuacion 
2-12. La demostracion de la ley distributiva se deja como un ejercicio 
(vea el problema 2-111). 


Formulacion vectorial cartesiana. La ecuacion 2-12 debe 
usarse para hallar el producto punto de cada uno de los dos vectores 
unitarios cartesianos. Por ejemplo, i • i = (1)(1) cos 0° = 1 e i • j = (1)(1) 
cos 90° = 0. Si queremos encontrar el producto punto de dos vectores 
A y B que se expresan en forma vectorial cartesiana, tenemos 


A • B - (A x i + A y j + A z k) • (B x \ + B y j + B z k) 


= AA(i'i) + A x B y ( i-j) + A X B Z { i-k) 

+ A y B xU * l) + A y B y( j * j) + A y B z( j * k ) 

+ A Z B X ( k*i) +A z B y { k*j) + A Z B Z ( k*k) 

Al realizar las operaciones del producto punto, el resultado final se 
convierte en 


2 



A • B — A X B X + A y B y + A Z B Z 


(2-13) 


Por tanto, para determinar el producto punto de dos vectores cartesia¬ 
nos, multiplique sus componentes correspondientes x, y, z, y sume sus 
productos algebraicamente. Observe que el resultado sera un escalar 
positivo o negativo. 
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El angulo 6 entre la cuerda y la viga de co- 
nexion puede determinarse formulando los 
vectores unitarios a lo largo de la viga para 
despues usar el producto punto u b • u r = 
(1)(1) cos 6. 


Aplicaciones. En mecanica, el producto punto tiene dos impor- 
tantes aplicaciones. 

• El angulo formado entre dos vectores o lineas que se intersecan. 

El angulo 6 entre las colas de los vectores A y B que se muestran 
en la figura 2-42 pueden determinarse mediante la ecuacion 2-12 
y escribirse como 


e = cos _1 ( ^-5-) o° < e < 180 ° 

V ab J 

Aqui A • B se calcula con la ecuacion 2-13. En particular, observe 
que si A • B = 0, 6 = cos -1 0 = 90°, por lo que A sera perpendicular 

aB 

• Las componentes de un vector paralelo y perpendicular a una ti¬ 
nea. La componente de un vector A paralelo a, o colineal con, 
la linea aa' en la figura 2-43 se define por A a , donde A a = A cos 6. 
En ocasiones, a esta componente se le llama la proyeccion de A 
sobre la linea, puesto que se forma un angulo recto en la cons- 
truccion. Si la direccion de la linea esta especificada por el vector 
unitario u a , entonces como u a = 1, podemos determinar A a direc- 
tamente con el producto punto (ecuacion 2-12); esto es, 


A a = A cos 0 = A • u a 


Por consiguiente, la proyeccion escalar de A a lo largo de una linea 
se determina con el producto punto de Ay el vector unitario u a que 
define la direccion de la linea. Observe que si este resultado es 
positivo, entonces A a tiene un sentido direccional que es igual al 
de u fl , mientras que si A a es un escalar negativo, entonces A a tiene 
el sentido opuesto de direccion al de u a . 

Por lo tanto, la componente A a representada como un vector es 



La proyeccion de la fuerza F del cable a lo 
largo de la viga puede ser determinada al 
determinar primero el vector unitario u b 
que define esta direccion. Despues se aplica 
el producto punto, F b = F • u^. 


A„ - A n w n 


Tambien se puede obtener la componente de A que es perpen¬ 
dicular a la linea aa , figura 2-43. Como A = A a + A ± , entonces 
A ± = A - A a . Hay dos maneras posibles de obtener A ± . Una 
es determinar 6 con el producto punto, 6 = cos _1 (A • u a /A), enton¬ 
ces A ± = A sen 6. De manera alternativa, si A a es conocida, 
entonces por el teorema de Pitagoras tambien podemos escribir 

a ± = v^ 2 - a, y 



a 


Fig. 2-43 
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Puntos importantes 


• El producto punto se usa para determinar el angulo entre dos 
vectores o la proyeccion de un vector en una direccion espe- 
cifica. 

• Si los vectores A y B se expresan en forma de vector cartesia- 
no, el producto punto se determina por medio de la multiplica- 
cion de las respectivas componentes escalares x, y, z y la suma 
algebraica de los resultados, es decir, A • B = A X B X + A y B y + 
A Z B Z . 

• A partir de la definition del producto punto, el angulo formado 
entre las colas de los vectores A y B es 0 = cos _1 (A • B /AB). 

• La magnitud de la proyeccion del vector A a lo largo de una 
linea aa cuya direccion esta especificada por u a se determina a 
partir del producto punto A a = A • u a . 


EJEMPLO 2.16 


Determine las magnitudes de la proyeccion de la fuerza F en la figu- 
ra 2-44 sobre los ejes uy v. 


SOLUCION 


V 



Proyecciones de fuerza. En la figura 2-44 se muestra la repre- 
sentacion grafica de las proyecciones. A partir de esta figura, las 
magnitudes de las proyecciones de F sobre los ejes uy v pueden 
obtenerse por trigonometria: 


(Fjproy = (100 N)cos 45° = 70.7 N Resp. 

(F v ) proy = (100 N)cos 15° = 96.6 N Resp. 

NOTA: estas proyecciones no son iguales a las magnitudes de las 
componentes de la fuerza F a lo largo de los ejes uy v que se encon- 
traron con la ley del paralelogramo. Solo seran iguales si los ejes u y 
v son perpendiculares entre si. 
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EJEMPLO 


La estructura que se muestra en la figura 2-45 a esta sometida a una 
fuerza horizontal F = {300j}. Determine la magnitud de las compo- 
nentes de esta fuerza paralela y perpendicular al elemento AB. 



Fig 2-45 



SOLUCION 

La magnitud de la componente de F a lo largo de AB es igual al pro- 
ducto punto de F y el vector unitario u B , el cual define la direccion 
de AB , figura 2-45 b. Como 


r B 2i + 6j + 3k 
UB r B V(2) 2 + (6) 2 + (3) 2 

entonces 


= 0.286 i + 0.857j + 0.429k 


F ab = F cos 0 = F-u b = (300j) • (0.286i + 0.857j + 0.429k) 

= (0)(0.286) + (300)(0.857) + (0)(0.429) 

= 257.1 N Resp. 

Como el resultado es un escalar positivo, F AB tiene el mismo senti- 
do de direccion que u B , figura 2-45 b. 

Si se expresa F AB en forma de vector cartesiano, tenemos 

Tab = F ab u b = (257.1 N)(0.286i + 0.857j + 0.429k) 

= {73.5i + 220j + 110k}N Resp. 

Por lo tanto, la componente perpendicular, figura 2-456, es 
Fjl = F — F ab = 300j - (73.5i + 220j + 110k) 

= {—73.5i + 80j - 110k} N 

Su magnitud puede determinarse a partir de este vector o con el 
teorema de Pitagoras, figura 2-456: 


F L = Vf 2 - F 2 ab = V(300 N) 2 - (257.1 N) 2 

= 155 N Resp. 
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EJEMPLO 2.18 


El tubo en la figura 2A6a esta sometido a la fuerza F = 80 lb. 
Determine el angulo 6 entre F y el segmento de tubo BA, asi como 
la proyeccion de F a lo largo de este segmento. 


z 



SOLUCION 

Angulo 6 . Primero estableceremos vectores de posicion de B a A 



Componentes de F. En la figura 2-465, se muestra la componen- 
te de F a lo largo de BA. Debemos formular primero el vector uni- 
tario a lo largo de BA y la fuerza F como vectores cartesianos. 


k B a = 


V BA 

r BA 


(~2i ~ 2j + lk) 
3 


2 . 

3 ' 


F = 


801b 



80' 


~3j + lk \ 
V10 / 


Entonces, 


F B a = F-u= (—75.89j + 25.30k) • ( 

= 0 (-|) + (-75.89)(- 
= 59.0 lb 



NOTA: como se conoce 6, entonces tambien, F BA = F cos 6 = 80 lb 

cos 42.5° = 59.0 lb. Fig. 2-46 


2 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F2-25. Determine el angulo Centre la fuerza y la lmea AO. F2-29. Encuentre la magnitud de la componente de la 

fuerza proyectada a lo largo del tubo. 




F2-29 


F2-30. Determine las componentes de la fuerza que actuan 
en forma paralela y perpendicular al eje del poste. 


F2-26 


F2-27. Determine el angulo 6 entre la fuerza y la lmea OA. 

F2-28. Determine la componente de proyeccion de la fuer¬ 
za a lo largo de la lmea OA. 



z 



F2-27/28 


F2-30 
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PROBLEMAS 


2-111. Dados los tres vectores A, B y D, muestre que 
A(B + D) = (A-B) + (A-D). 

*2-112. Determine la componente proyectada de la fuerza 
Fab = 560 N que actua a lo largo del cable AC. Exprese el 
resultado como un vector cartesiano. 


2-114. Determine la longitud del lado BC de la placa 
triangular. Resuelva el problema mediante la determina- 
cion de la magnitud de r BC ; despues verifique el resultado 
primero con la determinacion de 6, r AB y r AC y luego por la 
ley de los cosenos. 


2 


z 



Prob. 2-112 


•2-113. Determine las magnitudes de las componentes 
de la fuerza F = 56 N que actuan a lo largo de la linea AO 
y en forma perpendicular a esta. 


z 



2-115. Para el ensamble de tubos que se muestra en la 
figura, determine las magnitudes de las componentes de 
la fuerza F = 600 N que actuan a lo largo del segmento DE 
y en forma perpendicular a este. 


z 


z 




Prob. 2-113 


Prob. 2-115 
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*2-116. Determine el angulo 6 entre las dos fuerzas que 
actuan sobre el gancho. Asimismo, ^cuales son las proyec- 
ciones de F x y F 2 a lo largo del eje yl 

•2-117. Para las dos fuerzas que actuan sobre el gancho, 
determine la magnitud de la proyeccion de F 2 a lo largo 
de F x . 


2-119. La abrazadera se usa sobre una plantilla. Si la 
fuerza vertical que actua sobre el perno es F = {-500k) N, 
determine las magnitudes de sus componentes F x y F 2 que 
actuan a lo largo del eje OA y en forma perpendicular a 
este. 


F 1 = 600 N 



F 2 = {120i + 90j - 80k}N 

Probs. 2-116/117 


2-118. Determine la proyeccion de la fuerza F = 80 N 
a lo largo de la linea BC. Exprese el resultado como un 
vector cartesiano. 



*2-120. Determine la magnitud de la componente proyec- 
tada de la fuerza F AB que actua a lo largo del eje z. 

•2-121. Determine la magnitud de la componente proyec- 
tada de la fuerza F AC que actua a lo largo del eje z. 



Prob. 2-118 


Probs. 2-120/121 
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2-122. Determine la proyeccion de la fuerza F = 400 N 
que actua a lo largo de la linea AC del ensamble de tubos. 
Exprese el resultado como un vector cartesiano. 

2-123. Determine las magnitudes de las componentes de 
la fuerza F = 400 N que actuan en forma paralela y per¬ 
pendicular al segmento BC del ensamble de tubos. 


z 



Probs. 2-122/123 


*2-124. El cable OA se usa para dar soporte a la colum- 
na OB. Determine el angulo 6 que forma el cable con la 
viga OC. 

•2-125. El cable OA se usa para dar soporte a la colum- 
na OB. Determine el angulo 4> que forma el cable con la 
viga OD. 


2-126. Cada uno de los cables ejerce una fuerza de 400 N 
sobre el poste. Determine la magnitud de la componente 
de Fi proyectada a lo largo de la lfnea de accion de F 2 . 

2-127. Determine el angulo 6 entre los dos cables unidos 
al poste. 


z 



*2-128. Una fuerza de F = 80 N se aplica al mango de 
una Have de torsion. Determine el angulo 0 entre la cola 
de la fuerza y el mango AB. 


z 




Probs. 2-124/125 


Prob. 2-128 
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•2-129. Determine el angulo 6 entre los cables AB y AC. 2-132. Determine la magnitud de la componente proyec- 

tada de la fuerza F = 300 N que actua a lo largo de la lmea 
2-130. Si F tiene una magnitud de 55 lb, determine la mag- q^ 

nitud de su componente proyectada que actua a lo largo 
del eje x y a lo largo del cable AC. 


z 



Probs. 2-129/130 



Prob. 2-132 


•2-133. Dos cables ejercen fuerzas sobre el tubo. Deter¬ 
mine la magnitud de la componente de F x proyectada a lo 
largo de la lmea de accion de F 2 . 

2-134. Determine el angulo 0 entre los dos cables unidos 
al tubo. 


2-131. Determine las magnitudes de las componentes pro- 
yectadas de la fuerza F = 300 N que actuan a lo largo de 
los ejes x y y. 


z 




Prob. 2-131 


Probs. 2-133/134 
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REPASO DEL CAPITULO 


Un escalar es un numero positivo o 
negativo; por ejemplo, masa y tem- 
peratura. 

Un vector tiene magnitud y direc- 
cion, y la punta de la flecha indica el 
sentido del vector. 



La multiplicacion o la division de un 
vector por, o entre, un escalar solo 
cambiara la magnitud del vector. 
Si el escalar es negativo, el sentido 
del vector cambiara de manera que 
actue en el sentido opuesto. 



Si los vectores son colineales, la 
resultante es simplemente la suma 
algebraica o escalar. 


R 


R = A + B 


Ley del paralelogramo 

Dos fuerzas se suman de acuerdo 
con la ley del paralelogramo. Las 
componentes forman los lados del 
paralelogramo y la resultante es la 
diagonal. 


Para encontrar las componentes de 
una fuerza a lo largo de cualesquiera 
de los dos ejes, extienda lmeas desde 
la cabeza de la fuerza, paralelas a los 
ejes, a fin de formar las componentes. 


Para obtener las componentes de la 
resultante, muestre la forma en que 
se suman las fuerzas de punta a cola 
usando la regia del triangulo; des¬ 
pues utilice la ley de los cosenos y 
la ley de los senos para calcular sus 
valor es. 


Resultante 



Componentes 


F r = Vi 7 ! 2 + F 2 2 - 2 ~F\F2 cos 
Fi F 2 F r 


sen 6 


sen 6 o 


sen 6 


R 
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Componentes rectangulares: dos dimensiones 

Los vectores F x y ¥ y son componentes rectangu¬ 
lares de F. 


La fuerza resultante se determina a partir de la 
suma algebraica de sus componentes. 


y 



Frx ~ 

F R y = 2 F y 

Fr = V(Ffo) 2 + (F Ry ) 2 


0 = tan -1 


FRy 

Frx 





Vectores cartesianos 


El vector unitario u tiene una longitud de uno, sin 
unidades, y apunta en la direccion del vector F. 


F 



F 


Una fuerza puede descomponerse en sus compo¬ 
nentes cartesianos a lo largo de los ejes x, y, z de 
manera que F = F x \ + F y j + F z k. 


La magnitud de F se determina a partir de la raiz 
cuadrada positiva de la suma de los cuadrados de 
sus componentes. 


f = VfI + Y 2 y + ~R\ 


Los angulos directores coordenados a, jg, y se 
determinan al formular un vector unitario en 
la direccion de F. Las componentes x, y, z de u 
representan cos a, cos j8, cos y. 



u = cos a i + cos /3 j + cos y k 


z 



x 
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Los angulos directores coordenados 
estan relacionados de manera que solo 
dos de los tres angulos son indepen- 
dientes entre si. 


Para encontrar la resultante de un sis- 
tema de fuerzas concurrentes, exprese 
cada fuerza como un vector cartesiano 
y sume las componentes i, j, k de todas 
las fuerzas en el sistema. 


cos z a + cos z (3 + cos 2 y = 1 


¥ R — 2F — 2F x i + 27vj + 2E z k 


Vectores de posicion y fuerza 

Un vector de posicion ubica un punto 
en el espacio con relacion a otro. La 
forma mas facil de formular las com¬ 
ponentes de un vector de posicion es 
determinar la distancia y direccion que 
debe recorrerse a lo largo de las direc- 
ciones x, y y z — desde la cola hasta la 
cabeza del vector. 


Si la lfnea de accion de una fuerza pasa 
a traves de los puntos Ay B, entonces 
la fuerza actua en la misma direccion 
que el vector de posicion r, que se defi¬ 
ne mediante el vector unitario u. De 
esta manera, la fuerza puede expresar- 
se como un vector cartesiano. 


r = (x B - x A )i 

+ (y/i - yx)i 

+ iz B - Zj. i)k 



(zb 



1 

A 

A 


[B 






(ys - yA)i 


F = Fu = F - 



Producto punto 

El producto punto entre dos vectores 
A y B genera un escalar. Si A y B se 
expresan en forma vectorial cartesiana, 
entonces el producto punto es la suma 
de los productos de sus componentes 
x,yyz. 

El producto punto puede usarse para 
determinar el angulo entre A y B. 

El producto punto tambien se utiliza 
para determinar la componente pro- 
yectada de un vector A sobre un eje aa 
que se define por medio de su vector 
unitario u„. 


A • B = AB cos 6 

= A X B X + AyBy + A Z B Z 





0 = cos 


AB 

AB 


A a = A cos 0 u a = (A • u fl )u a 
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PROBLEMAS DE REPASO 


2-135. Determine las componentes x y y de la fuerza de 2-138. Determine la magnitud y direccion de la resul- 
700 lb. tante F R = F x + F 2 + F 3 de las tres fuerzas, para lo cual 

encuentre primero la resultante F' = F x + F 3 y despues 
forme F R = F' + F 2 . Especifique su direccion medida en 
sentido contrario al de las manecillas del reloj desde el eje 
x positivo. 




*2-136. Determine la magnitud de la componente pro- 
yectada de la fuerza de 100 lb que actua a lo largo del eje 
BC del tubo. 

•2-137. Determine el angulo 6 entre los segmentos de 
tubo BA y BC. 


2-139. Determine el angulo de diseno 6 (6 < 90°) entre 
las dos barras de modo que la fuerza horizontal de 500 lb 
tenga una componente de 600 lb dirigida de A hacia C. 
^Cual es la componente de la fuerza que actua a lo largo 
del elemento BA1 



z 



Probs. 2-136/137 


Prob. 2-139 
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*2-140. Determine la magnitud y la direccion de la fuer- 2-142. El cable AB ejerce una fuerza de 80 N sobre el 

za F 3 minima tal que la fuerza resultante de las tres fuerzas extremo de la barra OA de 3 m de largo. Determine la mag- 

tenga una magnitud de 20 lb. nitud de la proyeccion de esta fuerza a lo largo de la barra. 


F 2 = 10 lb 



Prob. 2-140 


z 



2-143. Los tres cables de soporte ejercen las fuerzas 
mostradas sobre el senalamiento. Represente cada fuer- 

_ za como un vector cartesiano. 

•2-141. Descomponga la fuerza de 250 N en componen- 

tes que actuen a lo largo de los ejes uyv; ademas, determi¬ 
ne las magnitudes de estas componentes. 



Prob. 2-141 


Prob. 2-143 




























Siempre que se usen cables para levantar cargas, deben seleccionarse de 
manera que no fallen cuando se les coloque en sus puntos de union. En este 
capitulo mostraremos como calcular las cargas en los cables para tales casos. 




Equilibrio de una 
particula 



OBJETIVOS DEL CAPITULO 

• Presentar el concepto de diagrama de cuerpo libre para una par¬ 
ticula. 

• Mostrar como se resuelven los problemas de equilibrio de una 
particula, mediante las ecuaciones de equilibrio. 


3.1 Condiciones para el equilibrio 
de una partfcula 

Se dice que una particula esta en equilibrio si permanece en reposo y 
en un principio estaba en reposo, o si tiene una velocidad constante 
y originalmente estaba en movimiento. Sin embargo, mas a menudo, el 
termino “equilibrio” o, de manera mas especifica, “equilibrio estatico” 
se usa para describir un objeto en reposo. Para mantener el equilibrio, 
es necesario satisfacer la primera ley del movimiento de Newton, la cual 
requiere que la fuerza resultante que actua sobre una particula sea igual a 
cero. Esta condicion puede ser establecida matematicamente como 


2F = 0 


(3-1) 


donde 2F es el vector suma de todas las fuerzas que actuan sobre la 
particula. 

La ecuacion 3-1 no solo es una condicion necesaria para el equili¬ 
brio, tambien es una condicion suficiente. Esto es una consecuencia 
de la segunda ley del movimiento de Newton, la cual puede escribirse 
como 2F = raa. Como el sistema de fuerzas satisface la ecuacion 3-1, 
entonces raa = 0, y por lo tanto la aceleracion de la particula a = 0. En 
consecuencia, la particula se mueve con velocidad constante o perma¬ 
nece en reposo. 
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Capitulo 3 


EqUILIBRIO DE UNA PARTICULA 


3 



'fF 

Fig. 3-1 


3.2 Diagrama de cuerpo libre 

Para aplicar la ecuacion de equilibrio debemos tomar en cuenta todas 
las fuerzas conocidas y desconocidas (2F) que actuan sobre la particula. 
La mejor manera de hacer esto es pensar en la particula como aislada 
y “libre” de su entorno. Un dibujo que muestra la particula junto con 
todas las fuerzas que actuan sobre ella se denomina diagrama de cuerpo 
libre (DCL). 

Antes de presentar un procedimiento formal de como trazar un diagra¬ 
ma de cuerpo libre, primero consideraremos dos tipos de conexiones que 
se encuentran con frecuencia en problemas de equilibrio de particulas. 

Resortes. Si un resorte elastico lineal (o cuerda) de longitud no 
deformada l 0 se usa como soporte de una particula, su longitud cam- 
biara en proportion directa a la fuerza F que actue sobre el, figura 
3-1. Una caracteristica que define la “elasticidad” de un resorte es la 
constante de resorte o rigidez , k. 

La magnitud de la fuerza ejercida en un resorte elastico lineal que 
tiene una rigidez k y esta deformado (alargado o acortado) una distan- 
cia s = l — l 0 , medida desde su position sin carga , es 


F=ks 


(3-2) 


Si s es positiva, lo que causa un alargamiento, entonces F debe jalar 
el resorte; mientras que si s es negativa, lo que causa un acortamien- 
to, entonces F debe empujar el resorte. Por ejemplo, si el resorte de 
la figura 3-1 tiene una longitud no deformada de 0.8 m y una rigi¬ 
dez k = 500 N/m y se estira hasta una longitud de 1 m, de manera 
que s = l — l Q = 1 m — 0.8 m = 0.2 m, entonces se requiere una fuerza 
F=ks = 500 N/m(0.2 m) = 100 N. 


Cables y poleas. A menos que se establezca lo contrario, en 
todo este libro, excepto en la section 7.4, supondremos que todos los 
cables (o cuerdas) tienen un peso insignificante y que no se pueden 
deformar. Ademas, un cable puede soportar solo una tension o fuerza 
de “jalon” que actua en la direction del cable. En el capitulo 5 se mos- 
trara que la fuerza de tension desarrollada en un cable continuo que 
pasa sobre una polea sin friction, debe tener una magnitud constante 
para mantener al cable en equilibrio. Por consiguiente, para cualquier 
angulo 6 , como el que se muestra en la figura 3-2, el cable se somete a 
una tension T en toda su longitud. 



El cable esta en tension 


Fig. 3-2 
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Procedimiento para trazar 
un diagrama de cuerpo libre 


Para aplicar las ecuaciones de equilibrio, debemos tomar en cuenta 
to das las fuerzas que actuan sobre una particula , por tal motivo no 
se debe exagerar en enfatizar la importancia de trazar primero un 
diagrama de cuerpo libre. Para construir un diagrama de cuerpo 
libre, se requiere llevar a cabo los tres pasos siguientes. 

Trace un perfil delineado. 

Imagine que la particula esta aislada o “liberada” de su entorno al 
trazar su perfil delineado. 

Muestre todas las fuerzas. 

Indique sobre este bosquejo todas las fuerzas que actuan sobre la 
particula. Estas pueden ser fuerzas activas , que tienden a poner 
la particula en movimiento, o fuerzas reactivas, que son el resultado 
de las restricciones o soportes que tienden a evitar el movimiento. 
Para tomar en cuenta todas esas fuerzas, puede resultar util trazar 
los limites de la particula, y senalar con cuidado cada fuerza que 
actua sobre ella. 

Identifique cada una de las fuerzas. 

Las fuerzas que son conocidas deben ser marcadas con sus propias 
magnitudes y direcciones. Para representar las magnitudes y direc- 
ciones de las fuerzas desconocidas se usan letras. 



La cubeta se mantiene en equilibrio 
mediante el cable, e instintivamente 
sabemos que la fuerza en el cable 
debe ser igual al peso de la cubeta. 
Al trazar un diagrama de cuerpo 
libre de la cubeta podemos entender 
por que esto es asf. Este diagrama 
muestra que solo hay dos fuerzas 
que actuan sobre la cubeta , a saber, 
su peso W y la fuerza T del cable. 
Para obtener el equilibrio, la resul- 
tante de estas fuerzas debe ser igual 
a cero y por consiguiente T = W. 



El carrete tiene un peso W y esta suspendido 
del pescante de la grua. Si queremos obtener 
las fuerzas en los cables AB y AC, podemos 
considerar el diagrama de cuerpo libre del anillo 
en A. Aquf, los cables AD ejercen una fuerza 
resultante W sobre el anillo y la condition de 
equilibrio se usa para obtener T 5 y T c . 
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EJEMPLO 


F ce (Fuerza de la cuerda CE que actua 
sobre la esfera) 


58.9 N (Peso o gravedad que actua 
sobre la esfera) 

(b) 


F EC (Fuerza del nudo que actua 
sobre la cuerda CE) 


F ce (Fuerza de la esfera que actua 
sobre la cuerda CE) 

(c) 


La esfera que aparece en la figura 3-3 a tiene una masa de 6 kg y esta 
soportada como se muestra. Trace un diagrama de cuerpo libre de 
la esfera, de la cuerda CE , y del nudo en C. 



SOLUCION 

Esfera. Por inspection, hay solo dos fuerzas que actuan sobre la 
esfera, las cuales son, su peso: 6 kg (9.81 m/s 2 ) = 58.9 N, y la fuerza 
en la cuerda CE. El diagrama de cuerpo libre se muestra en la figu¬ 
ra 3-3 b. 

Cuerda CE. Cuando la cuerda CE se aisla de su entorno, su diagra¬ 
ma de cuerpo libre muestra solo dos fuerzas que actuan sobre ella, a 
saber, la fuerza de la esfera y la fuerza del nudo, figura 3-3c. Observe 
que la F CE mostrada aqui es igual pero opuesta a la mostrada en la 
figura 3-3 b, una consecuencia de la tercera ley de Newton de action 
y reaction. Ademas, ¥ CE y F £C jalan la cuerda y la mantienen en 
tension de manera que no colapse. Para lograr el equilibrio, F CE = 
F E c- 

Nudo. El nudo en C esta sometido a tres fuerzas, figura 3-3 d. 
Estas son causadas por las cuerdas CBA y CE y el resorte CD. 
Como se requiere, el diagrama de cuerpo libre muestra todas esas 
fuerzas marcadas con sus magnitudes y direcciones. Es importante 
darse cuenta que el peso de la esfera no actua directamente sobre el 
nudo, sino que la cuerda CE somete el nudo a esta fuerza. 

F cba (Fuerza de la cuerda CBA que actua sobre el nudo) 



-► F cd (Fuerza del resorte que actua sobre el nudo) 


F ce (Fuerza de la cuerda CE que actua sobre el nudo) 

(d) 


Fig. 3-3 
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3.3 Sistemas de fuerzas coplanares 

Si una particula esta sometida a un sistema de fuerzas coplanares que se 
encuentran en el piano x-y como en la figura 3-4, entonces cada fuerza 
puede descomponerse en sus componentes i y j. Para lograr el equili- 
brio, estas fuerzas deben sumarse para producir una fuerza resultante 
cero, es decir, 


2F = 0 

^F x i + ^F y j = 0 


Para que se satisfaga esta ecuacion vectorial, ambas componentes v y 
y deben ser iguales a cero. Por lo tanto, 



^F x = 0 
ZF y = 0 


(3-3) 


Estas dos ecuaciones pueden resolverse cuando mucho para dos incog¬ 
nitas, representadas generalmente como angulos y magnitudes de fuer¬ 
zas mostradas sobre el diagrama de cuerpo libre de la particula. 

Cuando se aplica cada una de las dos ecuaciones de equilibrio, debe- 
mos tomar en cuenta el sentido de cada componente con un signo 
algebraico que corresponde a la direccion de la cabeza de flecha de la 
componente a lo largo de los ejesxoy Es importante observar que si 
una fuerza tiene una magnitud desconocida , entonces el sentido de la 
cabeza de la flecha de la fuerza en el diagrama de cuerpo libre puede 
suponerse. De esta forma, si la solution genera un escalar negativo , el 
sentido de la fuerza es opuesto al sentido que se supuso. 

Por ejemplo, considere el diagrama de cuerpo libre de la particula 
sometida a las dos fuerzas que se muestran en la figura 3-5. Aqui se 
supone que la fuerza desconocida F actua hacia la derecha para man- 
tener el equilibrio. Al aplicar la ecuacion de equilibrio a lo largo del 
eje x, tenemos 


-*> = 0; +F + 10 N = 0 


Ambos terminos son “positivos” puesto que las dos fuerzas actuan en 
la direccion x positiva. Cuando se resuelve esta ecuacion, F = -10 N. 
Aqui, el signo negativo indica que F debe actuar hacia la izquierda 
para sostener la particula en equilibrio, figura 3-5. Observe que si el 
eje +x de la figura 3-5 estuviese dirigido hacia la izquierda, en la ecua¬ 
cion anterior ambos terminos serian negativos pero, de nuevo, despues 
de resolver F = -10 N, lo que indica que F estaria dirigida hacia la 
izquierda. 


■K)- 

ION 


x 


Fig. 3-5 
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Capitulo 3 


EqUILIBRIO DE UNA PARTICULA 


Procedimiento para el analisis 


Los problemas de equilibrio de fuerzas coplanares para una par- 
ticula pueden resolverse por el siguiente procedimiento. 

Diagrama de cuerpo libre. 

• Establezca los ejes x, y en cualquier orientacion adecuada. 

• Marque en el diagrama todas las magnitudes y direcciones de 
las fuerzas conocidas y desconocidas. 

• Puede suponer el sentido de una fuerza con una magnitud des- 
conocida. 


Ecuaciones de equilibrio. 

• Aplique las ecuaciones de equilibrio = 0 y 2. F y = 0. 

• Las componentes son positivas si estan dirigidas a lo largo de 
un eje positivo, y negativas si estan dirigidas a lo largo de un eje 
negativo. 

• Si hay mas de dos incognitas y el problema implica un resor- 
te, aplique F = ks para relacionar la fuerza del resorte con la 
deformacion s del mismo. 

• Como la magnitud de una fuerza siempre es una cantidad posi- 
tiva, si la solucion produce un resultado negativo, esto indica 
que el sentido de la fuerza es el inverso del mostrado sobre el 
diagrama de cuerpo libre. 



Estas cadenas ejercen tres fuerzas sobre el 
* anillo localizado en A, como se muestra en 
su diagrama de cuerpo libre. El anillo no 
se movera, o se movera con velocidad cons- 
tante, siempre que la suma de esas fuerzas a 
lo largo de los ejes x y y en el diagrama de 
cuerpo libre sea igual a cero. Si se conoce 
una de las tres fuerzas, las magnitudes de 
las otras dos pueden obtenerse a partir de las 
dos ecuaciones de equilibrio. 
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EJEMPLO 3.2 


Determine la tension necesaria en los cables BA y BC para sostener 
el cilindro de 60 kg que se muestra la figura 3-6a. 



SOLUCION 

Diagrama de cuerpo libre. Debido al equilibrio, el peso del ci¬ 
lindro ocasiona que la tension en el cable BD sea T BD = 60(9.81) N, 
figura 3 -6b. Las fuerzas en los cables BA y BC pueden determinarse 
al investigar el equilibrio del anillo B. Su diagrama de cuerpo libre 
se muestra en la figura 3-6c. Las magnitudes de T A y T c se descono- 
cen, pero sus direcciones son conocidas. 

Ecuaciones de equilibrio. Al aplicar las ecuaciones de equilibrio 
a lo largo de los ejes xy y, tenemos 

^ = 0; T c cos 45° - {t)T A = 0 (1) 

+ t = 0; T c sen 45° + (f)?^ - 60(9.81) N = 0 (2) 

La ecuacion (1) puede escribirse como T A = 0.8839L C . Al sustituir 
esto en la ecuacion (2) resulta 

T c sen 45° + (|)(0.8839T C ) - 60(9.81) N = 0 


T'bd = 60 (9.81) N 



V 60 (9.81) N 
(b) 


y 



De forma que 

T c = 475.66 N = 476 N Resp. 

Al sustituir este resultado en la ecuacion (1) o la ecuacion (2), obte- 
nemos 


(c) 

Fig. 3-6 


T a = 420 N Resp . 

NOTA: por supuesto, la exactitud de esos resultados depende de la 
exactitud de los datos, es decir, de las medidas geometricas y de 
las cargas. Para la mayor parte de los trabajos de ingenieria que 
implican un problema como este, los datos medidos con tres cifras 
significativas serian suficientes. 
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EJEMPLO 3.3 


La caja de 200 kg que se muestra en la figura 3-la esta suspendida 
por las cuerdas AB y AC. Cada cuerda puede soportar una fuerza 
maxima de 10 kN antes de que se rompa. Si AB siempre permanece 
horizontal, determine el angulo mmimo 6 al que se puede suspen¬ 
der la caja antes de que una de las cuerdas se rompa. 



y 



SOLUCI6N 

Diagrama de cuerpo libre. Estudiaremos el equilibrio del anillo 
A. Hay tres fuerzas que actuan sobre el, figura 3-lb. La magnitud 
de ¥ d es igual al peso de la caja, es decir, F D = 200 (9.81) N = 1962 
N < 10 kN. 

Ecuaciones de equilibrio. Al aplicar las ecuaciones de equilibrio 
a lo largo de los ejes xy y, 

^2^ = 0; - F c cos0 + F B = 0; F c = - F \ (1) 

cos 6 

+ 12F y = 0; F c sen 6 - 1962 N = 0 (2) 

A partir de la ecuacion (1), F c siempre es mayor que F B puesto que 
cos 6 < 1. Por lo tanto, la cuerda AC alcanzara la fuerza de tension 
maxima de 10 kN antes que la cuerda AB. Al sustituir F c = 10 kN 
en la ecuacion (2), obtenemos 

[10(10 3 )N] sen 6 - 1962 N = 0 
6 = sen _1 (0.1962) = 11.31° = 11.3° R 

La fuerza desarrollada en la cuerda AB puede obtenerse al sustituir 
los valores de 6 y F c en la ecuacion (1). 


10(10 3 ) N 

F b 


F_b 

cos 11.31° 
9.81 kN 
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EJEMPLO 


Determine la longitud requerida para el cable de corriente alterna de 
la figura 3-8<?, de manera que la lampara de 8 kg este suspendida en la 
posicion que se muestra. La longitud no deformada del resorte AB es 
/''ab = 0.4 m, y el resorte tiene una rigidez de k AB = 300 N/m. 



SOLUCION 

Si se conoce la fuerza presente en el resorte AB , el alargamiento del 
resorte se puede encontrar mediante F = ks. A partir de la geometria 
del problema, es posible calcular la longitud requerida de AC. 

Diagrama de cuerpo libre. La lampara tiene un peso W = 
8(9.81) = 78.5 N y entonces el diagrama de cuerpo libre del anillo 
en A se muestra en la figura 3 -8b. 

Ecuaciones de equilibrio. Si utilizamos los ejes x, y, 

2,F X = 0; T ab ~ T AC cos 30° = 0 

+1 ZF y = 0; T ac sen 30° - 78.5 N = 0 

A1 resolver estas ecuaciones obtenemos 
T ac = 157.0 N 

T ab = 135.9 N 

Entonces, el estiramiento del resorte AB es 
T AB = k AB s AB \ 135.9 N = 300N/m(s AB ) 

s A b = 0.453 m 

y la longitud alargada es, por tanto 
Iab = I'ab + S AB 

1 A b = 0.4m + 0.453 m = 0.853 m 
La distancia horizontal de C a B, figura 3-8*2, requiere que 
2 m = l AC cos 30° + 0.853 m 
l AC = 1.32 m Resp. 



(b) 

Fig. 3-8 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


Todas las soluciones a los problemas deben incluir un 
DCL. 

F3-1. La caja tiene un peso de 550 lb. Determine la fuerza 
en cada cable de soporte. 



F3-4. El bloque tiene una masa de 5 kg y descansa sobre 
un piano inclinado liso. Determine la longitud sin estirar 
del resorte. 



F3-1 F3-4 


F3-2. La viga tiene un peso de 700 lb. Determine el cable 
ABC mas corto que puede usarse para levantarla, si la 
fuerza maxima que puede soportar el cable es de 1500 lb. 



F3-3. Si el bloque de 5 kg se suspende de la polea B y la 
flecha de la cuerda es d = 0.15 m, determine la fuerza en 
la cuerda ABC. No tome en cuenta el tamano de la polea. 

-- 0.4 m -- 


F3-5. Si la masa del cilindro C es de 40 kg, determine 
la masa del cilindro A a fin de sostener el ensamble en la 
posicion mostrada. 



F3-5 


F3-6. Determine la tension necesaria en los cables AB , 
BCy CD para sostener los semaforos de 10 kg y 15 kg en 
By C, respectivamente. Ademas, determine el angulo 0. 

D 



F3-3 


F3-6 
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PROBLEMAS 


To das las soluciones a los problemas deben incluir un 
DCL. 

•3-1. Determine la fuerza en cada cuerda para mantener 
el equilibrio de la caja de 200 kg. La cuerda BC permanece 
horizontal debido al rodillo en C, y AB tiene una longitud 
de 1.5 m. Considere y = 0.75 m. 

3-2. Si la cuerda AB de 1.5 m de largo puede soportar 
una fuerza maxima de 3500 N, determine la fuerza en la 
cuerda BC y la distancia y de modo que se pueda sostener 
la caja de 200 kg. 



3-3. Si la masa de la viga es de 3 Mg y su centro de masa 
se ubica en el punto G, determine la tension desarrollada 
en los cables AB, BC y BD para lograr el equilibrio. 

*3-4. Si los cables BD y BC pueden soportar una fuerza 
de tension maxima de 20 kN, determine la viga con la masa 
maxima que puede colgarse del cable AB de forma que 
ninguno de los cables falle. El centro de masa de la viga se 
localiza en el punto G. 



•3-5. Los elementos de una armadura estan conectados 
a la placa de refuerzo. Si las fuerzas son concurrentes en 
el punto G, determine las magnitudes F y T para lograr el 
equilibrio. Considere 6 = 30°. 

3-6. La placa de refuerzo esta sometida a las fuerzas de 
cuatro elementos. Determine la fuerza en el elemento B y 
su orientacion 6 adecuada para lograr el equilibrio. Las fuer¬ 
zas son concurrentes en el punto O. Considere F = 12 kN. 



Probs. 3-5/6 


3-7. El suspensor de remolque AB esta sometido a la fuer¬ 
za de 50 kN ejercida por un remolcador. Determine la fuerza 
en cada una de las retenidas BC y BD, si el barco se mueve 
hacia delante con velocidad constante. 



^^50 kN 


Probs. 3-3/4 


Prob. 3-7 
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*3-8. Los elementos AC y AB sostienen la caja de 300 lb. 
Determine la fuerza de tension desarrollada en cada ele- 
mento. 

•3-9. Si los elementos AC y AB pueden soportar una 
tension maxima de 300 lb y 250 lb, respectivamente, deter¬ 
mine el peso maximo de la caja que pueden sostener con 
seguridad. 



3-10. Los elementos de una armadura estan conectados 
a la placa de refuerzo. Si las fuerzas son concurrentes en 
el punto (9, determine las magnitudes F y T para lograr el 
equilibrio. Considere 6 = 90°. 

3-11. La placa de refuerzo esta sometida a las fuerzas 
de tres elementos. Determine la fuerza de tension en el 
elemento C y su angulo 6 adecuado para el equilibrio. 
Las fuerzas son concurrentes en el punto O. Considere 
F = 8 kN. 


y 



*3-12. Si el bloque B pesa 200 lb y el bloque C pesa 100 lb, 
determine el peso requerido del bloque D y el angulo 6 para 
lograr el equilibrio. 

•3-13. Si el bloque D pesa 300 lb y el bloque B pesa 275 lb, 
determine el peso requerido del bloque C y el angulo 0 para 
lograr el equilibrio. 



Probs. 3-12/13 

3-14. Determine el alargamiento en los resortes AC y AB 
cuando el bloque de 2 kg esta en equilibrio. Los resortes se 
muestran en la posicion de equilibrio. 

3-15. La longitud no alargada del resorte AB es de 3 m. 
Si el bloque se mantiene en la posicion de equilibrio mos- 
trada, determine la masa del bloque en D. 



Probs. 3-10/11 


Probs. 3-14/15 
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*3-16. Determine la tension desarrollada en los cables 
CA y CB que se requiere para lograr el equilibrio del cilin- 
dro de 10 kg. Considere 0 = 40°. 

•3-17. Si el cable CB esta sometido a una tension que es 
dos veces mayor que la del cable CA, determine el angulo 
6 necesario para lograr el equilibrio del cilindro de 10 kg. 
Ademas, ^cuales son las tensiones en los cables CA y CB1 





Probs. 3-16/17 


*3-20. Determine la tension desarrollada en cada cable 
usado para sostener el candelabro de 50 kg. 

•3-21. Si la tension desarrollada en cada uno de los cua- 
tro cables no debe exceder 600 N, determine la masa maxi¬ 
ma del candelabro que se puede sostener. 



3-18. Determine las fuerzas necesarias en los cables AC 
y AB para mantener en equilibrio la bola D de 20 kg. 
Considere F = 300 N y d = 1 m. 

3-19. La bola D tiene masa de 20 kg. Si se aplica una 
fuerza F = 100 N de manera horizontal en el anillo locali- 
zado en A, determine la dimension d necesaria para que la 
fuerza en el cable AC sea igual a cero. 



■3-22. Una fuerza vertical P = 10 lb se aplica a los extre- 
mos de la cuerda AB de 2 pies y del resorte AC. Si el resor- 
te tiene una longitud no alargada de 2 pies, determine el 
angulo 0 necesario para el equilibrio. Considere k = 15 
lb/pie. 

3-23. Determine la longitud no alargada del resorte AC 
si una fuerza P = 80 lb genera el angulo 6 = 60° para la 
posicion de equilibrio. La cuerda AB tiene 2 pies de longi¬ 
tud. Considere k = 50 lb/pie. 



Probs. 3-18/19 


Probs. 3-22/23 
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*3-24. Si la cubeta pesa 50 lb, determine la tension desa- 
rrollada en cada uno de los cables. 

•3-25. Determine el peso maximo de la cubeta que puede 
sostener el sistema de cables, de forma que ninguno de los 
cables desarrolle una tension superior a 100 lb. 



3-26. Determine las tensiones desarrolladas en los cables 
CD, CB y BA y el angulo 0 requerido para lograr el equili¬ 
brio del cilindro E de 30 lb y el cilindro F de 60 lb. 

3-27. Si el cilindro E pesa 30 lb y 6 = 15°, determine el 
peso del cilindro F. 


*3-28. Dos esferas Ay B tienen igual masa y estan carga- 
das electrostaticamente de manera que la fuerza repulsiva 
que actua entre ellas tiene una magnitud de 20 mN y esta 
dirigida a lo largo de la lmea AB. Determine el angulo 6 , 
la tension en las cuerdas AC y BC y la masa m de cada 
esfera. 



Prob. 3-28 


•3-29. Cada una de las cuerdas BCA y CD puede sopor- 
tar una carga maxima de 100 lb. Determine el peso maximo 
de la caja que puede ser levantado a velocidad constante, y 
el angulo 6 necesario para mantener el equilibrio. No tome 
en cuenta el tamano de la pequena polea en C. 



Probs. 3-26/27 


Prob. 3-29 
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•3-30. Los resortes en el ensamble de cuerdas estan ori- 
ginalmente sin estirar cuando 0 = 0°. Determine la tension 
en cada cuerda cuando F = 90 lb. No tome en cuenta el 
tamano de las poleas localizadas en B y D. 

3-31. Los resortes en el ensamble de cuerdas estan ori- 
ginalmente estirados 1 pie cuando 6 = 0°. Determine la 
fuerza vertical F que debe aplicarse para que 6 = 30°. 



Probs. 3-30/31 


•3-33. El alambre forma un lazo y pasa sobre las peque- 
nas poleas en A, B, C y D. Si su extremo esta sujeto a una 
fuerza P = 50 N, determine la fuerza en el alambre y la 
magnitud de la fuerza resultante que ejerce el alambre 
sobre cada una de las poleas. 

3-34. El cable forma un lazo y pasa sobre las pequenas 
poleas en A, B, C y D. Si la fuerza resultante maxima que 
puede ejercer el cable sobre cada polea es de 120 N, deter¬ 
mine la maxima fuerza P que puede aplicarse al cable segun 
se muestra en la figura. 


3 



*3-32. Determine la magnitud y la direccion 6 de la fuer- 3-35. El cuadro pesa 10 lb y se le va a colgar del pasador 

za de equilibrio Fab ejercida a lo largo del eslabon AB liso B. Si una cuerda se une al marco en los puntos Ay C, 

mediante el aparato de traccion que se muestra en la figu- y la fuerza maxima que la cuerda puede soportar es de 15 lb, 

ra. La masa suspendida pesa 10 kg. No tome en cuenta el determine la cuerda mas corta que puede usarse con segu- 

tamano de la polea ubicada en A. ridad. 




Prob. 3-32 


Prob. 3-35 
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*3-36. El tanque de dimensiones uniformes y 200 lb de 
peso esta suspendido por medio de un cable de 6 pies 
de longitud, el cual esta unido a dos lados del tanque y 
pasa sobre la pequena polea localizada en O. Si el cable 
puede unirse a los puntos A y B o C y D, determine cual 
union produce la menor tension en el cable. ^Cual es el 
valor de esta tension? 



•3-37. El peso de 10 lb se sostiene mediante la cuerda 
AC y el rodillo, asi como por medio del resorte que tiene 
una rigidez k = 10 lb/pulg y una longitud sin estirar de 
12 pulg. Determine la distancia d a la que se ubica el peso 
cuando este se encuentra en equilibrio. 

3-38. El peso de 10 lb se sostiene mediante la cuerda AC 
y el rodillo, asf como por medio de un resorte. Si el resorte 
tiene una longitud sin estirar de 8 pulg y el peso esta en 
equilibrio cuando d = 4 pulg, determine la rigidez k del 
resorte. 



•3-39. Se construye una “balanza” con una cuerda de 
4 pies de longitud y el bloque D de 10 lb. La cuerda esta 
fija a un pasador situado en A y pasa sobre dos pequehas 
poleas en B y C. Determine el peso del bloque suspendido 
B si el sistema esta en equilibrio. 



Prob. 3-39 


•*3-40. El resorte tiene una rigidez k = 800 N/m y una 
longitud no alargada de 200 mm. Determine la fuerza en los 
cables BC y BD cuando el resorte se mantiene en la posi- 
cion mostrada. 



Probs. 3-37/38 


Prob. 3-40 
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•3-41. Un cable continuo con longitud total de 4 m se 
enrolla alrededor de las pequehas poleas en A, B, C y D. 
Si cada resorte se estira 300 mm, determine la masa m de 
cada bloque. No tome en cuenta el peso de las poleas y las 
cuerdas. Los resortes estan sin estirar cuando d = 2 m. 



•3-43. La cubeta y su contenido tienen una masa de 60 kg. 
Si el cable BAC tiene 15 m de longitud, determine la dis- 
tancia y de la polea ubicada en A necesaria para lograr el 
equilibrio. No tome en cuenta el tamano de la polea. 



Prob. 3-43 


3-42. Determine la masa de cada uno de los dos cilindros 
si estos ocasionanuna comba d qs = 0.5 m cuando se cuel- 
gan de los anillos en A y B. Observe que cuando los cilin¬ 
dros se retiran, 5 = 0. 



•*3-44. Una balanza se construye con la masa de 10 kg, 
el platillo P de 2 kg, y el arreglo de polea y cuerda. La 
cuerda BCA tiene 2 m de longitud. Si s = 0.75 m, determi¬ 
ne la masa D en el platillo. No tome en cuenta el tamano 
de la polea. 


1.5 m 



Prob. 3-42 


Prob. 3-44 
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PROBLEMAS CONCEPTUALES 


P3-1. El panel de concreto para pared se coloca en posi¬ 
cion mediante los dos cables AB y AC de igual longitud. 
Establezca las dimensiones adecuadas y utilice un analisis 
de equilibrio para mostrar que cuanto mas largos sean los 
cables, menor sera la fuerza en cada cable. 


P3-3. El dispositivo DB se usa para jalar la cadena ABC 
a fin de mantener cerrada la puerta del contenedor. Si el 
angulo entre AB y el segmento horizontal BC es de 30°, 
determine el angulo entre DB y la horizontal de manera 
que se mantenga el equilibrio. 



P3-2. La armadura se eleva con el cable ABC que pasa a 
traves de una polea muy pequena en B. Si la armadura se 
coloca en una posicion inclinada, demuestre que esta siempre 
regresara a la posicion horizontal para mantener el equili¬ 
brio. 


P3-4. Las cadenas AB y AC tienen la misma longitud y 
estan sometidas a la fuerza vertical F. Si a AB la reempla- 
za una cadena mas corta, muestre que esta cadena tendria 
que soportar una fuerza de tension mas grande que AB 
para poder mantener el equilibrio. 
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3.4 Sistemas de fuerzas 
tridimensionales 


En la section 3.1 establecimos que la condition necesaria y suficiente 
para el equilibrio de una particula es 

2F = 0 (3-4) 

En el caso de un sistema de fuerza tridimensional, como el de la figura 
3-9, podemos descomponer las fuerzas en sus respectivas componentes 
i, j, k, de manera que XF x i + XF^j + 2F Z k = 0. Para satisfacer esta 
ecuacion requerimos 


2F, = 0 
2 F y = 0 
2F Z = 0 


(3-5) 


Estas tres ecuaciones establecen que la suma algebraica de las compo¬ 
nentes de todas las fuerzas que actuan sobre la particula a lo largo de 
cada uno de los ejes coordenados debe ser igual a cero. Si las utilizamos, 
podremos resolver un maximo de tres incognitas que por lo comun se 
representan como angulos o magnitudes de fuerzas los cuales se mues- 
tran en el diagrama de cuerpo libre de la particula. 


z 



Fig. 3-9 


Procedimiento para el analisis 


Los problemas de equilibrio de fuerzas tridimensionales para una 

particula pueden resolverse por el siguiente procedimiento. 

Diagrama de cuerpo libre. 

• Establezca los ejes x, y, z en cualquier orientation adecuada. 

• Marque todas las magnitudes y direcciones de las fuerzas cono- 
cidas y desconocidas sobre el diagrama. 

• El sentido de una fuerza que tenga magnitud desconocida pue- 
de suponerse. 

Ecuaciones de equilibrio. 

• Use las ecuaciones escalares de equilibrio, 2F X = 0, H,F y = 0, 
2F Z = 0, en los casos en que sea facil descomponer cada fuerza 
en sus componentes x, y, z. 

• Si la geometria tridimensional le parece dificil, entonces expre- 
se primero cada fuerza como un vector cartesiano en el diagra¬ 
ma de cuerpo libre, sustituya esos vectores en 2F = 0 , y despues 
iguale a cero las componentes i, j, k. 

• Si la solution para una fuerza da un resultado negativo, esto 
indica que el sentido de la fuerza es el inverso del mostrado en 
el diagrama de cuerpo libre. 



El anillo en A esta sometido a la fuerza del 
gancho, asf como a las fuerzas de cada una de 
las tres cadenas. Si el electroiman y su carga 
tienen un peso W, entonces la fuerza del gan¬ 
cho sera W y las tres ecuaciones escalares 
de equilibrio pueden aplicarse al diagrama de 
cuerpo libre del anillo, a fin de determinar 
las fuerzas en las cadenas, F B , F c y F D . 
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Capitulo 3 Equilibrio de UNA particula 


EJEMPLO 3.5 



Una carga de 90 lb esta suspendida del gancho que se muestra en la 
figura 3-10 a. Si la carga se sostiene mediante dos cables y un resor- 
te con rigidez k = 500 lb/pie, determine la fuerza presente en los 
cables y el alargamiento del resorte para lograr la posicion de equi¬ 
librio. El cable AD se encuentra en el piano x-y y el cable AC esta 
en piano x-z. 

SOLUCI6N 

El alargamiento del resorte se puede determinar una vez que se 
haya calculado la fuerza que hay en el. 

Diagrama de cuerpo libre. Se selecciona la conexion en A para 
el analisis del equilibrio puesto que las fuerzas presentes en los 
cables son concurrentes en este punto. El diagrama de cuerpo libre 
se muestra en la figura 3-10 b. 


z 



Ecuaciones de equilibrio. Por inspeccion, cada fuerza se puede 
separar facilmente en sus componentes x, y, z y, por lo tanto, es 
posible aplicar directamente las tres ecuaciones escalares de equi¬ 
librio. Si consideramos las componentes dirigidas a lo largo de los 
ejes positivos como “positivas”, tenemos 

ZF X = &, F d sen 30° - (f)F c = 0 (1) 

ZF y = 0; -F d cos 30° + F B = 0 (2) 

2F Z = 0; (f )f c - 90 lb = 0 (3) 

A1 despejar F c de la ecuacion (3), luego F D de la ecuacion (1) y 
finalmente F B de la ecuacion (2), se obtiene 


(b) 

Fig. 3-10 


F c = 150 lb 

Resp . 

F d = 240 lb 

Resp . 

F b = 207.8 lb 

Resp . 


Entonces, el alargamiento del resorte es 


F b - ks AB 

207.81b = (500 lb/pie) (s AB ) 

s A b = 0.416 pie Resp. 


NOTA: como los resultados para todas las fuerzas en los cables son 
positivos, cada uno de los cables se encuentra en tension; es decir, 
jala desde el punto A como era de esperarse, figura 3-105. 

















3.4 SlSTEMAS DE FUERZAS TRIDIMENSIONALES 


105 


EJEMPLO 3.6 


La lampara de 10 kg que se muestra en la figura 3-11*2 esta suspen- 
dida de tres cuerdas que tienen la misma longitud. Determine su 
minima distancia vertical s medida desde el techo, si la fuerza desa- 
rrollada en cualquier cuerda no puede ser mayor que 50 N. 




Fig. 3-11 


SOLUCI6N 

Diagrama de cuerpo libre. Debido a la simetrfa, figura 3-11 b, 
la distancia DA = DB = DC = 600 mm. A partir de HF X = 0 y 
= 0 se deduce que la tension T en cada cuerda sera la misma. 
Asimismo, el angulo entre cada cuerda y el eje z es y. 

Ecuacion de equilibrio. Si aplicamos la ecuacion de equilibrio a 
lo largo del eje z, con T = 50 N, tenemos 

2 F z = 0; 3[(50 N) cos y\ - 10(9.81) N = 0 

98 1 

y = cos -1 —= 49.16° 


A partir del triangulo sombreado de la figura 3-116, 

600 mm 

tan 49.16° =- 

s 

s = 519 mm 


Resp. 
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Capitulo 3 Equilibrio de UNA particula 


EJEMPLO 




(a) 



Fig. 3-12 


Determine la fuerza en cada cable que se ha usado para sostener la 
caja de 40 lb que se muestra en la figura 3-12*2. 

SOLUCION 

Diagrams de cuerpo libre. Como se muestra en la figura 3-12 b, 
se considera el diagrama de cuerpo libre del punto A para “expo- 
ner” las tres fuerzas desconocidas en los cables. 

Ecuaciones de equilibrio. Primero expresaremos cada fuerza en 
su forma de vector cartesiano. Como las coordenadas de los puntos 
B y C son B {—3 pies, -4 pies, 8 pies) y C(—3 pies, 4 pies, 8 pies), 
tenemos 


F„ = F) 


—3i - 4j + 8k 


V(-3) 2 + (—4) 2 + (8) 2 - 
= -0.318F s i - 0.424F B j + 0.848F B k 
r —3i + 4i + 8k 
C LV(-3) 2 + (4) 2 + (8) 2 - 
= -0.318F c i + 0.424F c j + 0.848F c k 
Fd = F d \ 

W = {-40k} lb 

El equilibrio requiere que 

2F = 0; F b + F c + F d + W = 0 

-0.318E fi i - 0.424E fi j + 0.848E 5 k 
- 0.318E c i + 0.424E c j + 0.848E c k + F D \ - 40k = 0 

A1 igualar a cero las respectivas componentes i, j, k resulta 


o 

II 

H 

-0.318F B - 0.318F C + F D = 0 

(1) 

M 

II 

o 

-0.424F S + 0.424F C = 0 

(2) 

o 

II 

W 

0.848 F /; + 0.848F C - 40 = 0 

(3) 


La ecuacion (2) establece que F B = F c . Entonces, al despejar F B y 
F c de la ecuacion (3) y sustituir el resultado en la ecuacion (1) para 
obtener F d , tenemos 


F b = F c = 23.6 lb 
F d = 15.0 lb 


Resp. 

Resp. 
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EJEMPLO 3.8 


Determine la tension en cada una de las cuerdas usadas para soste- 
ner el cajon de 100 kg que se muestra en la figura 3-13*2. 

SOLUCION 

Diagrama de cuerpo libre. La fuerza en cada una de las cuerdas 
se puede determinar si investigamos el equilibrio del punto A. El 
diagrama de cuerpo libre se muestra en la figura 3-13 b. El peso de 
la caja es W = 100(9.81) = 981 N. 

Ecuaciones de equilibrio. Cada fuerza incluida en el diagrama 
de cuerpo libre se expresa primero en forma vectorial cartesiana. 
Con la ecuacion 2-9 para F c y el punto D(-lm,2m,2m) para F^, 
tenemos 



F b - F B \ 

F c = F c cos 120°i + F c cos 135°j + F c cos 60°k 

= -0.5E c i - 0.707E c j + 0.5E c k 

f -li + 2i + 2k 
Fd = F d / == 

LV(-l) 2 + (2) 2 + (2) 2 . 

= -0.333F D i + 0.667F D j + 0.667F D k 
W = {-981k} N 

Para el equilibrio se requiere que 


2F = 0; F b + F c + F d + W = 0 

F b i - 0.5F c i - 0.707F c j + 0.5F c k 
- 0.333 F d i + 0.667F fl j + 0.667F D k - 981k = 0 
A1 igualar a cero las respectivas componentes i, j, k resulta 


M 

II 

o 

F B - 0.5F C - 0.333 F D = 0 

(1) 

M 

II 

o 

-0.707F c + 0.667 F d = 0 

(2) 

o 

II 

0.5F C + 0.667Fd - 981 = 0 

(3) 


A1 despejar Fd de la ecuacion (2) en terminos de Fc, y sustituir el 
resultado en la ecuacion (3), se obtiene F c . Luego, se determina F d 
a partir de la ecuacion (2). Por ultimo, al sustituir los resultados en 
la ecuacion (1) se obtiene F B . Por consiguiente, 


F c = 813 N 

Resp. 

F d = 862 N 

Resp. 

F b = 694 N 

Resp . 


z 



(b) 

Fig. 3-13 
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Capitulo 3 Equilibrio de UNA particula 


PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


Todas las soluciones a los problemas deben incluir un F3-10. Determine la tension desarrollada en los cables 
DCL. AB, AC y AD. 


F3-7. Determine la magnitud de las fuerzas F 1? F 2 , F 3 , de 
manera que la particula se mantenga en equilibrio. 




F3-8. Determine la tension desarrollada en los cables F3-10 

AB,ACy AD. 



F3-9. Determine la tension desarrollada en los cables 
AB, ACy AD. 


z 



F3-11. La caja de 150 lb se sostiene mediante los cables 
AB, AC y AD. Determine la tension en estos cables. 



F3-9 


F3-11 
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PROBLEMAS 


To das las soluciones a los problemas deben incluir un 
DCL. 

•3-45. Determine la tension que hay en los cables para 
poder mantener la caja de 100 kg en la posicion de equili- 
brio que se muestra en la figura. 

3-46. Determine la masa maxima que puede tener la caja 
si la tension desarrollada en cada cable no debe exceder 
3 kN. 


z 



Probs. 3-45/46 


3-47. La grua de brazos de corte se utiliza para llevar 
la red de pescado de 200 kg hacia el muelle. Determine la 
fuerza de compresion a lo largo de cada uno de los bra¬ 
zos AB y CB, y la tension en el cable DB del cabestrante. 
Suponga que la fuerza presente en cada brazo actua a lo 
largo de su eje. 



*3-48. Determine la tension desarrollada en los cables 
AB , AC y AD que se requiere para lograr el equilibrio de 
la caja de 300 lb. 

•3-49. Determine el peso maximo de la caja si la tension 
desarrollada en cualquiera de los cables no debe exceder 
450 lb. 



3-50. Determine la fuerza necesaria en cada cable para 
sostener la plataforma de 3500 lb. Considere d = 2 pies. 

3-51. Determine la fuerza necesaria en cada cable para 
sostener la plataforma de 3500 lb. Considere d = 4 pies. 


z 


A 3500 lb 



Prob. 3-47 


Probs. 3-50/51 
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Capitulo 3 Equilibrio de UNA particula 


*3-52. Determine la fuerza necesaria en cada uno de los 
tres cables para elevar el tractor cuya masa es de 8 Mg. 


z 



Prob. 3-52 


•3-53. Determine la fuerza que actua a lo largo del eje x 
de cada uno de los tres puntales necesarios para sostener 
el bloque de 500 kg. 



3-54. Si la masa de la maceta es de 50 kg, determine la 
tension desarrollada en cada alambre para lograr el equili¬ 
brio. Considere x = 1.5myz = 2m. 

3-55. Si la masa de la maceta es de 50 kg, determine la 
tension desarrollada en cada cable para lograr el equili¬ 
brio. Considerex = 2my z = 1.5 m. 


z 



*3-56. Los extremos de los tres cables estan unidos a un 
anillo localizado en A, al borde de una placa uniforme de 
150 kg. Determine la tension necesaria en cada uno de los 
tres cables para lograr el equilibrio. 

•3-57. Los extremos de los tres cables estan unidos a un 
anillo localizado en A, al borde de una placa uniforme. 
Determine la masa maxima que puede tener la placa si 
cada uno de los cables puede soportar una tension maxima 
de 15 kN. 



Prob. 3-53 


Probs. 3-56/57 
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3-58. Determine la tension desarrollada en los cables 
AB , AC y AD que es necesaria para lograr el equilibrio del 
cilindro de 75 kg. 

3-59. Si cada uno de los cables puede soportar una ten¬ 
sion maxima de 1000 N, determine la masa maxima del 
cilindro para que se pueda mantener el equilibrio. 


z 



*3-60. La maceta de 50 kg esta soportada en A por los 
tres cables que se muestran. Determine la fuerza que 
actua en cada cable para lograr el equilibrio. Considere 
d = 2.5 m. 

•3-61. Determine la altura d del cable AB de manera que 
la fuerza en los cables AD y AC tenga la mitad del valor 
de la fuerza del cable AB. ^Cual es la fuerza de cada cable 
para este caso? La maceta tiene una masa de 50 kg. 


z 



3-62. Una fuerza de F = 100 lb mantiene en equilibrio a 
la caja de 400 lb. Determine las coordenadas (0, y, z) del 
punto A si la tension en cada una de las cuerdas AC y AB 
es de 700 lb. 

3-63. Si la tension maxima permitida en los cables AB y 
AC es de 500 lb, determine la altura maxima z a la cual se 
puede elevar la caja de 200 lb. ^Cual es la fuerza horizon¬ 
tal F que debe aplicarse? Considere y = 8 pies. 



*3-64. El anillo delgado se puede ajustar verticalmente 
entre tres cables que tienen la misma longitud, de estos se 
suspende un candelabro de 100 kg. Si el anillo permanece 
en el piano horizontal y z = 600 mm, determine la tension en 
cada uno de los cables. 

•3-65. El anillo delgado se puede ajustar verticalmente 
entre tres cables que tienen la misma longitud, de estos 
se suspende un candelabro de 100 kg. Si el anillo perma¬ 
nece en el piano horizontal y la tension en cada uno de 
los cables no debe exceder 1 kN, determine la distancia 
z minima permisible que se requiere para lograr el equi¬ 
librio. 


z 



Probs. 3-60/61 


Probs. 3-64/65 
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3-66. El cazo tiene un peso de 80 lb y se eleva mediante 
el uso de tres resortes, cada uno de los cuales tiene una 
longitud no alargada de l Q = 1.5 pies y una rigidez k = 50 
lb/pie. Determine la distancia vertical d desde el aro hasta 
el punto A necesaria para lograr el equilibrio. 



*3-68. Cada uno de los tres bloques exteriores tiene una 
masa de 2 kg, y el bloque central E tiene una masa de 3 kg. 
Determine la flecha 5 necesaria para el equilibrio del sis- 
tema. 



3-67. Se utilizan tres cables para sostener un anillo de 
900 lb. Determine la tension que se necesita en cada cable 
para lograr la posicion de equilibrio. 


z 



•3-69. Determine el angulo 6 requerido para que se 
desarrolle una fuerza igual en los brazos OB y OC. ^Cual 
es la fuerza en cada brazo si esta se dirige a lo largo del eje 
del brazo? La fuerza F se encuentra en el piano x-y. Los 
soportes en A, B y C pueden ejercer fuerzas en cualquier 
direccion a lo largo de los brazos unidos. 


z 



Prob. 3-67 


Prob. 3-69 
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REPASO DEL CAPITULO 


Particula en equilibrio 

Cuando una particula esta en reposo 
o se mueve con velocidad constante, 
se dice que esta en equilibrio. Esto 
requiere que todas las fuerzas que 
actuan sobre la particula formen una 
fuerza resultante que sea igual a cero. 


F* = 2F = 0 



Para tomar en cuenta todas las fuer¬ 
zas que actuan sobre una particula, 
es necesario trazar su diagrama de 
cuerpo libre. Este diagrama es un 
perfil delineado de la particula que 
muestra todas las fuerzas enlistadas 
con sus magnitudes y direcciones co- 
nocidas o desconocidas. 


Dos dimensiones 


Las dos ecuaciones escalares de 
equilibrio de fuerzas pueden apli- 
carse con referencia a un sistema 
coordenado x, y establecido. 

La fuerza de tension desarrollada 
en un cable continuo que pasa sobre 
una polea sin friccion debe tener una 
magnitud constante a lo largo del 
cable para poder mantenerlo en 
equilibrio. 


= 0 
2 Fy = 0 



Si el problema implica un resorte 
elastico lineal, entonces el alarga- 
miento o la compresion s del resor¬ 
te puede relacionarse con la fuerza 
aplicada a este. 


Tres dimensiones 


ks 


z 


Si la geometria tridimensional es difi- 
cil de visualizar, la ecuacion de equi¬ 
librio debe aplicarse con un analisis 
de vector cartesiano. Esto requiere 
expresar primero cada fuerza inclui- 
da en el diagrama de cuerpo libre 
como un vector cartesiano. Cuando 
las fuerzas se suman y se igualan a 
cero, las componentes i, j y k tam- 
bien son iguales a cero. 


2F = 0 

= 0 
2F y = 0 
ZF z = 0 



Fi 
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PROBLEMAS DE REPASO 


3-70. La caja de 500 lb se eleva usando las cuerdas AB 
y AC. Cada cuerda puede resistir una tension maxima de 
2500 lb antes de romperse. Si AB siempre permanece hori¬ 
zontal, determine el angulo 6 mmimo con el que se puede 
levantar la caja. 


•3-73. Dos bolas cargadas electricamente, cada una con 
una masa de 0.15 g, estan suspendidas de cuerdas delga- 
das de igual longitud. Determine la magnitud de la fuerza 
repulsiva horizontal F, que actua sobre cada bola si la dis- 
tancia medida entre ellas es r = 200 mm. 



Prob. 3-73 


3-71. Los elementos de una armadura estan articulados 
en la junta O. Determine la magnitud de F x y su angulo 6 
necesarios para el equilibrio. Considere F 2 = 6 kN. 

*3-72. Los elementos de una armadura estan articulados 
en la junta O. Determine las magnitudes de F 1 y F 2 necesa- 
rias para el equilibrio. Considere 6 =60°. 


3-74. La lampara tiene una masa de 15 kg y esta soste- 
nida mediante un poste AO y por medio de los cables AB 
y AC. Si la fuerza en el poste actua a lo largo de su eje, 
determine las fuerzas requeridas en AO, AB y AC para 
mantener el equilibrio. 



Probs. 3-71/72 


Prob. 3-74 
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3-75. Determine la magnitud de P y los angulos directo- 3-78. Determine la fuerza necesaria en cada cable para 
res coordenados de F 3 requeridos para el equilibrio de la sostener la carga de 500 lb. 
particula. Observe que F 3 actua en el octante mostrado. 



v Prob. 3-75 

*3-76. El anillo de tamano insignificante esta sometido a 
una fuerza vertical de 200 lb. Determine la maxima longi- 
tud / de la cuerda AC de manera que la tension que actua 
en AC sea de 160 lb. Ademas, ^cual es la fuerza que actua en 
la cuerda AB1 Sugerencia : use la condicion de equilibrio 
para determinar el angulo 6 requerido para la union, luego 
determine / usando trigonometria aplicada a AABC. 





3-79. La junta de un marco espacial esta sometido a cua- 
tro fuerzas en los elementos. El elemento OA se encuentra 
en el piano x-y y el elemento OB en el piano y-z. Determine 
las fuerzas que actuan en cada elemento y que se requieren 
para obtener el equilibrio de la junta. 


Prob. 3-76 


•3-77. Determine las magnitudes necesarias de F 1? F 2 y 
F 3 para que la particula este en equilibrio. 




Prob. 3-77 


Prob. 3-79 










































La aplicacion de fuerzas sobre los manerales de estas Haves de torsion produ- 
cira una tendencia a que cada Nave gire en torno a su extremo. Es importante 
saber como calcular este efecto y, en algunos casos, ser capaz de simplificar el 
sistema para sus resultantes. 


Resultantes de 
sistemas de fuerzas 



OBJETIVOS DEL CAPITULO 

• Analizar el concepto del momento de una fuerza y mostrar como 
calcularla en dos y tres dimensiones. 

• Proporcionar un metodo para encontrar el momento de una fuer¬ 
za con respecto a un eje especifico. 

• Definir el momento de un par. 

• Presentar metodos para determinar las resultantes de sistemas 
de fuerzas no concurrentes. 

• Indicar como reducir una carga simple distribuida a una fuerza 
resultante con una ubicacion especifica. 


4.1 Momento de una fuerza, 
formulation escalar 

Cuando una fuerza se aplica a un cuerpo, esta producira una tendencia 
a que el cuerpo gire alrededor de un punto que no esta en la lmea de 
accion de la fuerza. Esta tendencia a girar se conoce en ocasiones como 
par de torsion , pero con mayor frecuencia se denomina el momento 
de una fuerza o simplemente el momento. Por ejemplo, considere una 
Have de torsion que se usa para desenroscar el perno de la figura 4-1 a. 
Si se aplica una fuerza al maneral de la Have esta tendera a girar el 
perno alrededor del punto O (o el eje z). La magnitud del momento es 
directamente proporcional a la magnitud de F y a la distancia perpen¬ 
dicular o brazo de momento d. Cuanto mas grande sea la fuerza o mas 
grande sea el brazo de momento, mayor sera el momento o el efecto 
de giro. Observe que si se aplica la fuerza F a un angulo 6 ^ 90°, figura 
4-1 b, entonces sera mas dificil girar el perno puesto que el brazo de 
momento d' = d sen 6 sera menor que d. Si se aplica F a lo largo de la 
Have, figura 4-lc, su brazo de momento sera igual a cero puesto que 
la lmea de accion de F intersecara el punto O (el eje z). En consecuen- 
cia, el momento de F respecto de O tambien es cero y no puede ocurrir 
el giro. 


z 





(c) 

Fig. 4-1 
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Capitulo 4 Resultantes de sistemas de fuerzas 


Eje de momento 



(b) 

Fig. 4-2 


Ahora podemos generalizar el analisis anterior y considerar la fuer- 
za F y el punto O que se encuentran en un piano sombreado como se 
muestra en la figura 4-2*3. El momento M 0 con respecto al punto O , 
o con respecto a un eje que pase por O y sea perpendicular al piano, 
es una cantidad vectorial puesto que tiene magnitud y direccion espe- 
cificas. 

Magnitud. La magnitud de M 0 es 



(4-1) 


donde d es el brazo de momento o distancia perpendicular desde el eje 
en el punto O hasta la linea de accion de la fuerza. Las unidades de la 
magnitud del momento son el producto de la fuerza multiplicada por 
la distancia, es decir, N • m o lb • pie. 


Direccion. La direccion de M 0 esta definida por su eje de momen¬ 
to , el cual es perpendicular al piano que contiene la fuerza F, y por su 
brazo de momento d. Para establecer el sentido de direccion de M 0 se 
utiliza la regia de la mano derecha. De acuerdo con esta regia, el cur- 
veo natural de los dedos de la mano derecha cuando estos se doblan 
sobre la palma representa la tendencia para la rotacion causada por el 
momento. Cuando se realiza esta accion, el pulgar de la mano derecha 
dara el sentido de la direccion de M 0 , figura 4-2*3. Observe que, en 
tres dimensiones, el vector de momento se ilustra mediante una fle- 
cha curva alrededor de una flecha. En dos dimensiones, este vector se 
representa solo con la flecha curva como en la figura 4-2 b. Como en 
este caso el momento tendera a causar una rotacion en sentido con- 
trario al de las manecillas del reloj, el vector de momento se dirige en 
realidad hacia fuera de la pagina. 



Momento resultante. Para problemas bidimensionales, donde 
todas las fuerzas se encuentran en el piano x-y, figura 4-3, el momento 
resultante (M#) 0 con respecto al punto O (el eje z) puede determi¬ 
nate al encontrar la suma algebraica de los momentos causados por 
todas las fuerzas en el sistema. Como convencion consideraremos de 
manera general los momentos positivos como en sentido contrario al 
de las manecillas del reloj por estar dirigidos a lo largo del eje positivo z 
(fuera de la pagina). Los momentos en el sentido de las manecillas del 
reloj seran negativos. Al hacer esto, el sentido de direccion de cada 
momento puede representarse mediante un signo de mas o de menos. 
Por lo tanto, si se utiliza esta convencion de signos, el momento resul¬ 
tante en la figura 4-3 es 

C + (M r ) 0 = ZFd; (M r ) q = F x d x - F 2 d 2 + F 3 d 3 

Si el resultado numerico de esta suma es un escalar positivo, (M^) 0 sera 
un momento en sentido contrario al de las manecillas del reloj (fuera 
de la pagina); y si el resultado es negativo, (M#) 0 sera un momento en 
el sentido de las manecillas del reloj (dentro de la pagina). 


Fig. 4-3 
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EJEMPLO 


Para cada caso ilustrado en la figura 4-4, determine el momento de 
la fuerza con respecto al punto O. 

SOLUCION (ANALISIS ESCALAR) 

La lmea de accion de cada fuerza esta extendida como una lmea 
discontinua para establecer el brazo de momento d. Tambien se 
ilustra la tendencia de rotacion del elemento causada por la fuerza. 
Ademas, la orbita de la fuerza respecto de O se muestra con una 
flecha curva de color azul. Entonces, 


Fig. 4-4*2 
Fig. 4-4 b 
Fig. 4-4c 

Fig. 4-4 d 
Fig. 4-4e 


O 


M 0 = (100 N)(2 m) = 200N*nO Resp. 

M 0 = (50 N)(0.75 m) = 37.5 N • nO Resp. 

M 0 = (40 lb)(4 pies + 2 cos 30° pie) 

= 229 lb • pie ^ Resp. 

M 0 = (60 lb)(l sen 45° pie) = 42.4 lb • pie ^ Resp. 

M 0 = (7 kN)(4 m - 1 m) = 21.0 kN • nO Resp. 


I--2 m- 

IN 


J a 



0.75 m 
-50 N 


(b) 


h~Jj 


100 N 


o 


¥ 


~2 m - 


(a) 



2 cos 30° pie 



4 m 


1 


r 

1 m 

< -i—7kN 


O 


(e) 


Fig. 4-4 
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EJEMPLO 4.2 


Determine el momento resultante de las cuatro fuerzas que actuan 
sobre la barra de la figura 4-5 con respecto al punto O. 



Fig. 4-5 


SOLUCION 

Si se supone que los momentos positivos actuan en la direccion +k, 
es decir, en sentido contrario al de las manecillas del reloj, tenemos 

Q+Mr o = lLFd\ 

M Ro = -50 N(2 m) + 60 N(0) + 20 N(3 sen 30° m) 

-40 N(4 m + 3 cos 30° m) 


M Rq = -334 N-m = 334 N-nO 


Resp. 


Para este calculo, observe como se establecen las distancias de brazo 
de momento para las fuerzas de 20 N y 40 N desde las lmeas de 
accion extendidas (linea discontinua) de cada una de estas fuerzas. 



Como se ilustra en los problemas de ejemplo, el momento 
de una fuerza no siempre ocasiona rotacion. Por ejemplo, 
la fuerza F tiende a girar la viga en el sentido de las mane¬ 
cillas del reloj en torno a su soporte en A con un momento 
M a = Fd A . Si se quitara el soporte en B se daria la rota¬ 
cion real. 



Para poder sacar el clavo se requerira que el momento 
de ¥ h con respecto al punto O sea mas grande 
que el momento de la fuerza F^ con respecto a O que 
se necesita para sacar el clavo. 
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4.2 Producto cruz 

El momento de una fuerza se formulara mediante vectores cartesia- 
nos en la siguiente section. Sin embargo, antes de hacerlo, es necesa- 
rio ampliar nuestro conocimiento del algebra vectorial e introducir el 
metodo del producto cruz de la multiplication vectorial. 

El producto cruz de dos vectores A y B da como resultado el vector 
C, el cual se escribe 


C = A X B (4-2) 

y se lee “C es igual a A cruz B”. 

Magnitud La magnitud de C se define como el producto de las 
magnitudes de A y B y el seno del angulo 6 entre sus colas (0° < 6 < 
180°). Asi, C = AB sen 6. 

Direccion. El vector C tiene una direccion perpendicular al piano 
que contiene a A y B de tal manera que C se especifica mediante la 
regia de la mano derecha; es decir, al cerrar los dedos de la mano dere- 
cha desde el vector A (cruz) hacia el vector B, el pulgar senala enton- 
ces la direction de C, como se muestra en la figura 4-6. 

Dado que se conoce la magnitud y la direction de C, podemos es- 
cribir 


C = A X B = (AB sen 6) u c (4-3) 

donde el escalar AB sen 6 define la magnitud de C y el vector unitario 
u c define la direccion de C. Los terminos de la ecuacion 4-3 se ilustran 
de manera grafica en la figura 4-6. 


C = A X B 



Fig. 4-6 
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Leyes de operacion 

• La ley conmutativa no es valida, es decir AXB^BX A. En vez 
de eso, 


A X B = -B X A 

Esto se muestra en la figura 4-7 por la regia de la mano derecha. 
El producto cruz B X A produce un vector que tiene la misma 
magnitud pero actua en direccion opuesta a C; esto es, B X A = 

-C 

• Si el producto cruz se multiplica por un escalar a , obedece la ley 
asociativa: 

tf(A X B) = (<?A) X B = A X (<?B) = (A X B)<2 

Esta propiedad es facil de demostrar puesto que la magnitud del 
vector resultante (| a \ AB sen 6) y su direccion son las mismas en 
cada caso. 


• El producto cruz de vectores tambien obedece la ley distributiva 
de la suma, 



Fig. 4-8 


A X (B + D) = (A X B) + (A X D) 

• La demostracion de esta identidad se deja como ejercicio (vea el 
problema 4-1). Es importante observar que debe mantenerse 
el orden adecuado de los productos cruz, dado que no son con- 
mutativos. 

Formulacion vectorial cartesiana. La ecuacion 4-3 puede 
usarse para encontrar el producto cruz de cualquier par de vectores 
unitarios cartesianos. Por ejemplo, para determinar i x j, la magnitud 
del vector resultante es (/)(/)(sen 90°) = (1)(1)(1) = 1, y su direccion 
se determina por la regia de la mano derecha. Como se muestra en la 
figura 4-8, el vector resultante senala en la direccion +k. Asi, i X j = 
(l)k. Del mismo modo, 


ix j =k 

iX k = 

-j 

ix i = 

0 

j x k = i 

jxi = 

-k 

jx j = 

0 

kX i = j 

kx j = 

—i 

kxk = 

0 



Estos resultados no deben memorizarse; antes bien, entender de mane- 
ra clara como se obtiene cada uno cuando se emplean la regia de la 
mano derecha y la definicion del producto cruz. El esquema sencillo 
que se muestra en la figura 4-9 ayuda a obtener los mismos resultados 
cuando se requiere. Si el circulo se construye como se muestra, enton- 
ces, al “cruzar” dos vectores unitarios en sentido contrario al de las 
manecillas del reloj alrededor del circulo, se obtiene el tercer vector 
unitario positivo\ por ejemplo, k X i = j. Al “cruzar” en el sentido de las 
manecillas del reloj , se obtiene un vector unitario negativo ; por ejemplo, 
i X k = -j. 


Fig. 4-9 












Considere ahora el producto cruz de dos vectores generales A y B los 
cuales se expresan en forma vectorial cartesiana. Tenemos 

A X B = (A x i + A y j + A z k) X (B x i + B y j + £ z k) 

= A X B X ( i X i) + A x B y { i X j) + A*B z (i X k) 

+ A y B x { j X i) + /t v B v (.j X j) + A y £ z (j X k) 

+ -4A(k X i) + A,B y (k X j) + A z B z (k X k) 

A1 realizar las operaciones de productos cruz y combinar terminos 
resulta 


A X B = {A y B z - A z By )i - {A X B Z ~A Z B X )j + (A x B y ~A y B x )k (4-4) 

Esta ecuacion tambien puede escribirse en una forma de determinan- 
te mas compacta como 


A X B = 

i j k 

A x Ay A z 



B x By B z 



(4-5) 


Asi, para determinar el producto cruz de dos vectores cartesianos A y 
B cualesquiera, es necesario desarrollar un determinante cuya primera 
fila de elementos conste de los vectores unitarios i, j y k y cuyas segunda 
y tercera filas representen las componentes x, y, z de los dos vectores 
A y B, respectivamente.* 

*Un determinante con tres filas y tres columnas se puede desarrollar si se usan tres 
menores, cada uno de los cuales se multiplica por uno de los tres terminos en la primera 
fila. Hay cuatro elementos en cada menor, por ejemplo, 



Por definition, esta notacion determinante representa los terminos (A n A 22 ~ A 12 A 2 i), 
lo cual es simplemente el producto de los dos elementos de la flecha inclinada hacia 
abajo y a la derecha (A n A 22 ) menos el producto de los dos elementos de la flecha 
inclinada hacia abajo y hacia la izquierda (A 12 A 21 ). Para un determinante de 3 X 3, 
como el de la ecuacion 4-5, los tres menores se pueden generar de acuerdo con el 
siguiente esquema: 


Para el elemento i: 


Para el elemento j: 


Para el elemento k: 



A z B y ) 

Recuerde el 
signo negativo 

- a z b x ) 

- A y B x ) 


A1 sumar los resultados y tomar nota de que el elemento j debe incluir el signo menos 
se obtiene la forma desarrollada de A X B dada en la ecuacion 4-4. 
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Eje de momento 



(a) 



4.3 Momento de una fuerza, 
formulacion vectorial 

El momento de una fuerza F con respecto al punto O , o realmente con 
respecto al eje del momento que pasa por O y es perpendicular al piano 
que contiene a O y a F, figura 4-l(k, puede expresarse por el producto 
cruz vectorial, a saber, 


M 0 = r X F (4-6) 

Aqui r representa un vector de posicion trazado desde O hasta cual- 
quierpunto que se encuentre sobre la linea de accion de F. Ahora mos- 
traremos que en realidad el momento M 0 , al ser determinado por este 
producto cruz, tiene la magnitud y la direccion adecuadas. 


Magnitud La magnitud del producto cruz se define con la ecua¬ 
cion 4-3 como M 0 = rF sen 6 , donde el angulo 6 se mide entre las colas 
de r y F. Para establecer este angulo, se debe tratar a r como un vector 
deslizante, de manera que 6 se pueda construir correctamente; figura 
4-10 b. Como el brazo de momento d = r sen 6 , entonces 

M 0 = rF sen 6 = F{r sen 6) = Fd 
lo que concuerda con la ecuacion 4-1. 


Direccion. La direccion y el sentido de M 0 en la ecuacion 4-6 estan 
determinados mediante la regia de la mano derecha, tal como se aplica 
esta al producto cruz. Asi, al deslizar r a la posicion de la linea discon- 
tinua y cerrar los dedos de la mano derecha de r hacia F, “r cruz F”, 
el pulgar esta dirigido hacia arriba o perpendicularmente al piano que 
contiene a r y a F, esto es, en la misma direccion que M 0 , el momen¬ 
to de la fuerza respecto al punto (9, figura 4-10 b. Observe que el “cur- 
veo” de los dedos como el curveo alrededor del vector momento, indica 
el sentido de rotacion causado por la fuerza. Como el producto cruz no 
obedece la ley conmutativa, es importante conservar el orden de r X F 
para producir el sentido correcto de la direccion para M 0 . 



Principio de transmisibilidad. A menudo, la operacion del 
r 2 x F = r 3 x F p ro ducto cruz se usa en tres dimensiones porque no se requiere la dis- 
tancia perpendicular o el brazo de momento desde el punto O hasta la 
linea de accion de la fuerza. En otras palabras, podemos usar cualquier 
vector de posicion r medido desde el punto O hasta cualquier punto 
sobre la linea de accion de la fuerza F, figura 4-11. Asi, 

_ M 0 = r 1 XF = r 2 XF = r 3 XF 


Como F se puede aplicar en cualquier punto a lo largo de su linea de 
accion y aun asi crear el mismo momento con respecto al punto O , 
entonces F puede considerarse un vector deslizante . Esta propiedad se 
llama principio de transmisibilidad de una fuerza. 


Fig. 4-11 
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Formulacion vectorial cartesiana. Si establecemos ejes 
coordenados x, y, z , el vector posicion r y la fuerza F pueden expresar- 
se como vectores cartesianos, figura 4-12*2. A1 aplicar la ecuacion 4-5, 
tenemos 


M 0 = r X F = 

i j k 

I'x r y r z 



F x F y F z 



(4-7) 


donde 



r x , r y , r z representan las componentes x, y, z del vector 
de posicion trazado desde el punto O hasta 
cualquier punto sobre la linea de accion de la 
fuerza 

F x , F y , F z representan las componentes x, y, z del vector 
fuerza 

Si se desarrolla el determinante, como en la ecuacion 4-4 tenemos 


M 0 = (r y F z - r z F y )i 


(/xF z ~ r z F x ) j + (r x F y - r y F x ) k (4-8) 



Fig. 4-12 


El significado fisico de esas tres componentes de momento resulta evi- 
dente al estudiar la figura 4-126. Por ejemplo, la componente i de M 0 
puede determinarse a partir de los momentos de F x , F y y F z con respecto 
al eje x. La componente F x no genera un momento o tendencia a girar 
con respecto al eje x puesto que esta fuerza es paralela al eje x. La linea 
de accion de F y pasa por el punto B y entonces la magnitud del momen¬ 
to de F y con respecto al punto A sobre el eje x es r z F y . Por la regia de 
la mano derecha, esta componente actua en la direction i negativa. De 
igual forma, F z pasa por el punto C y por lo tanto aporta una compo¬ 
nente de momento de r y F z i con respecto al eje. Asi, (M 0 ) x = ( r y^z ~ 
r z F y ) como se muestra en la ecuacion 4-8. Como ejercicio, establezca 
las componentes j y k de M 0 de esta manera y demuestre que en reali¬ 
dad la forma desarrollada del determinante, ecuacion 4-8, representa 
el momento de la fuerza respecto del punto O. Una vez determinada 
M 0 observe que siempre sera perpendicular al piano sombreado en azul 
que contiene los vectores r y F, figura 4-12*2. 


Momento resultante de un sistema de fuerzas. Si un 

sistema de fuerzas actua sobre un cuerpo, figura 4-13, el momento 
resultante de las fuerzas respecto al punto O puede ser determinado 
mediante la adicion del momento de cada fuerza. Esta resultante se 
puede escribir simbolicamente como 



M Ro = 2(r X F) 


(4-9) 


Fig. 4-13 
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EJEMPLO 4.3 



(a) 


(b) 

Fig. 4-14 


Determine el momento producido por la fuerza F que se muestra 
en la figura 4-14^, respecto al punto O. Exprese el resultado como 
un vector cartesiano. 


SOLUCI6N 

Como se muestra en la figura 4-14^, puede usarse r A o bien r B para 
determinar el momento respecto al punto O. Estos vectores de 
posicion son 


r A = {12k} m y r B = {4i + 12j} m 
La fuerza F expresada como un vector cartesiano es 

{4i + 12j - 12k} m 


F = Fu AB = 2 kN 


L V(4 m) 2 + (12 m) 2 + (-12 m) 2 - 
= (0.4588i + 1.376j - 1.376k} kN 


Por lo tanto 


Mo — 1*4 X F — 


0 


k 

12 


0.4588 1.376 -1.376 


= [0(—1.376) - 12(1.376)]i - [0(-1.376) - 12(0.4588)] j 
+ [0(1.376) - 0(0.4588)]k 

= {—16.5i + 5.51j} kN*m Resp. 



o bien 


Mo — r B X F — 


i j k 

4 12 0 

0.4588 1.376 -1.376 


= [12(—1.376) - 0(1.376)]i - [4(-1.376) - 0(0.4588)]j 
+ [4(1.376) - 12(0.4588)]k 

= {—16.5i + 5.51j} kN*m Resp. 


NOTA: como se muestra en la figura 4-14 b, M 0 actua perpen¬ 
dicular al piano que contiene a F, r A y \ B . Despues de trabajar con 
este problema a partir de M 0 = Fd, observe la dificultad que puede 
surgir al obtener el brazo de momento d. 
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EJEMPLO 


Dos fuerzas actuan sobre la barra en la figura 4-15 a. Determine 
el momento resultante que generan con respecto al soporte en O. 
Exprese el resultado como un vector cartesiano. 




SOLUCION 

Los vectores de posicion estan dirigidos desde el punto O hacia cada 
fuerza, como se muestra en la figura 4-15 b. Esos vectores son 

•U = {5j} pie 

r B = {4i + 5j - 2k} pie 

Por lo tanto, el momento resultante con respecto ades 

M Rq = 2(r X F) 

= r A X Fj + r B X F 3 



(c) 

Fig. 4-15 


i 

j 

k 


i 

j 

k 

0 

5 

0 

+ 

4 

5 

-2 

-60 

40 

20 


80 

40 

-30 


= [5(20) - 0(40)]i - [0]j + [0(40) - (5)(-60)]k 
+ [5( 30) - ( 2)(40)]i - [4(-30) - (-2)(80)]j + [4(40) 
= {30i - 40j + 60k} lb • pie 


NOTA: este resultado se presenta en la figura 4-15c. Los angulos 
directores coordenados se determinaron a partir del vector unitario 
para M Ro . Tenga en cuenta que las dos fuerzas tienden a ocasionar 
que la barra gire con respecto al eje de momento en la manera que 
muestra la flecha curva sobre el vector de momento. 


5(80)]k 

Resp. 
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Fig 4-16 


4.4 Principio de momentos 

Un concepto que se usa a menudo en mecanica es el principio de 
momentos , al cual tambien se le llama a veces teorema de Varignon 
puesto que originalmente lo desarrollo el matematico frances Varig¬ 
non (1654-1722). El principio establece que el momento de una fuer- 
za con respecto a un punto es igual a la suma de los momentos de las 
componentes de la fuerza con respecto al punto. Este teorema puede 
probarse facilmente por el producto cruz, puesto que dicho producto 
obedece la ley distributiva. Por ejemplo, considere los momentos de la 
fuerza F y dos de sus componentes respecto del punto O , figura 4-16. 
Como F = Fj + F 2 , tenemos 



M 0 = r X F = r X (F 1 + F 2 ) = r X F 1 + r X F 2 

Para problemas en dos dimensiones, figura 4-17, podemos usar el prin¬ 
cipio de momentos para descomponer la fuerza en sus componentes 
rectangulares y despues determinar el momento con un analisis escalar. 
Asi, 


Mo = F x y - F y x 


Por lo general, este metodo es mas sencillo que determinar el mismo 
momento con M 0 = Fd. 

Fig. 4-17 



El momento de la fuerza aplicada F con 
respecto al punto O es facil de determinar si 
utilizamos el principio de momentos. Este 
es simplemente M 0 = F x d. 


Puntos importantes 


• El momento de una fuerza crea la tendencia de un cuerpo a 
girar con respecto a un eje que pasa por un punto especifico O. 

• Mediante la regia de la mano derecha, el sentido de rotacion 
esta indicado por la flexion de los dedos y el pulgar se dirige a 
lo largo del eje de momento, o linea de accion del momento. 

• La magnitud del momento se determina mediante M 0 = Fd , 
donde d se denomina brazo de momento y representa la dis- 
tancia perpendicular mas corta desde el punto O hasta la linea 
de accion de la fuerza. 

• En tres dimensiones, se usa el producto cruz para determinar 
el momento, es decir, M 0 = r X F. Recuerde que r esta dirigi- 
do desde el punto O hacia cualquier punto sobre la linea de ac¬ 
cion de F. 

• El principio de momentos establece que el momento de una 
fuerza con respecto a un punto es igual a la suma de los momen¬ 
tos de las componentes de la fuerza con respecto al punto. Este 
es un metodo muy conveniente para usarlo en dos dimen¬ 
siones. 
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EJEMPLO 4.5 


Determine el momento de la fuerza que se muestra en la figura 4-1 8a 
respecto del punto O. 



SOLUCION I 

El brazo de momento d en la figura 4-18*2 puede encontrarse por tri- 
gonometria. 

d = (3 m) sen 75° = 2.898 m 

Asi, 

M 0 = Fd = (5 kN)(2.898 m) = 14.5 kN • nO Resp. 

Como la fuerza tiende a rotar u orbitar en el sentido de las maneci- 
llas del reloj respecto del punto O , el momento esta dirigido hacia 
dentro de la pagina. 

SOLUCION II 

En la figura 4-1 8b se indican las componentes % y y de la fuerza. Si 
consideramos los momentos en sentido contrario al de las maneci- 
llas del reloj como positivos, y aplicamos el principio de momentos, 
tenemos 

C + M () — — F x dy ~ F yd x 

= -(5 cos 45° kN)(3 sen 30° m) - (5 sen 45° kN)(3 cos 30° m) 
= -14.5 kN*m = 14.5 kN • nO Resp. 

SOLUCI6N III 

Los ejes xyy pueden establecerse paralelos y perpendiculares al eje 
de la varilla como se muestra en la figura 4-18c. Aqui F x no produce 
momento con respecto al punto O puesto que su linea de accion 
pasa a traves de este punto. Por lo tanto, 

C + M 0 = -F y d x 

= -(5 sen 75° kN)(3 m) 

= -14.5 kN*m = 14.5 kN*nO Resp. 
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EJEMPLO 4.6 




0.2 m 


-0.4 m- 


(a) 



F = 400 N 



0.2 m 

-U. 

400 sen 30° N 


0.4 m- 


400 cos 30° N 


(b) 



La fuerza F actua en el extremo de la mensula de la figura 4-19 a. 
Determine el momento de la fuerza con respecto al punto O. 


SOLUClON I (ANALISIS ESCALAR) 

La fuerza se descompone en sus componentes xy y como se mues- 
tra en la figura 4-196, entonces 

C +M 0 = 400 sen 30° N(0.2 m) - 400 cos 30° N(0.4 m) 

= -98.6 N-m = 98.6N-m 2 

o bien 


M 0 = {-98.6k} N-m 


Resp. 


SOLUClON II (ANALISIS VECTORIAL) 

Si aplicamos un metodo vectorial cartesiano, los vectores de fuerza 
y position mostrados en la figura 4-19c son 

r = {0.4i - 0.2j} m 
F = {400 sen 30°i - 400 cos 30°j} N 
= {200.0i - 346.4j} N 

Por lo tanto, el momento es 


M 0 = r X F = 


i j k 

0.4 -0.2 0 

200.0 -346.4 0 


= Oi - Oj + [0.4(-346.4) - (-0.2)(200.0)]k 
= {-98.6k} N-m Resp. 


NOTA: observe que el analisis escalar (solucion I) proporciona un 
metodo mas conveniente que la solucion II, puesto que la direccion 
del momento y el brazo de momento para cada componente de fuer¬ 
za son faciles de establecer. Por consiguiente, suele recomendarse 
el uso de este metodo para resolver problemas bidimensionales, en 
tanto que el analisis vectorial cartesiano se recomienda solo para 
resolver problemas tridimensionales. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F4-1. Determine el momento de la fuerza con respecto F4-4. Determine el momento de la fuerza con respecto 
al punto O. al punto O. 


600 lb 



F4-1 



600 lb 

F4-4 



F4-2. Determine el momento de la fuerza con respecto F4-5. Determine el momento de la fuerza con respecto al 
al punto O. punto O. No tome en cuenta el grosor del elemento. 



F4-3. Determine el momento de la fuerza con respecto 
al punto O. 


F = 300 N 



F4-6. Determine el momento de la fuerza con respecto 
al punto O. 


500 N 



F4-3 


F4-6 
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F4-7. Determine el momento resultante producido por F4-10. Determine el momento de la fuerza F con respec- 
las fuerzas con respecto al punto O. to al punto O. Exprese el resultado como un vector carte- 

siano. 



F4-7 F4-10 



F4-8. Determine el momento resultante producido por F4-11. Determine el momento de la fuerza F con respec- 
las fuerzas con respecto al punto O. to al punto O. Exprese el resultado como un vector carte- 

siano. 



z 



F4-9. Determine el momento resultante producido por F4-12. Si ¥ 1 = {100i - 120j + 75k} lb y F 2 = {-200i + 
las fuerzas con respecto al punto O. 250j + 100k} lb, determine el momento resultante produ¬ 

cido por estas fuerzas con respecto al punto O. Exprese el 
resultado como un vector cartesiano. 


z 




F4-9 


F4-12 
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PROBLEMAS 


•4-1. Si A, B y D son vectores dados, demuestre la ley 
distributiva para el producto cruz, es decir, que A X (B + 
D) = (A X B) + (A X D). 

4-2. Demuestre la identidad del triple producto escalar. 

A-BXC = AXB-C. 

4-3. Dados los tres vectores no nulos A, B y C, demues¬ 
tre que si A (B X C) = 0, los tres vectores deben encon- 
trarse en el mismo piano. 

*4-4. Dos hombres ejercen fuerzas de F = 80 lb y P = 50 lb 
sobre las cuerdas. Determine el momento de cada fuerza 
respecto de A. ^De que forma girara el poste, en el sentido 
de las manecillas del reloj o en el sentido contrario? 

•4-5. Si el hombre en B ejerce una fuerza de P = 30 lb 
sobre su cuerda, determine la magnitud de la fuerza F que 
el hombre en C debe ejercer para evitar que el poste gire, 
es decir, de manera que el momento resultante de ambas 
fuerzas con respecto a A sea cero. 



4-6. Si 0 = 45°, determine el momento producido por la 
fuerza de 4 kN respecto del punto A. 

4-7. Si el momento producido por la fuerza de 4 kN res¬ 
pecto al punto A es de 10 kN • m en el sentido de las mane¬ 
cillas del reloj, determine el angulo 6 , donde 0° < 6 < 90°. 



*4-8. El mango del martillo esta sometido a la fuerza de 
F = 20 lb. Determine el momento de esta fuerza respecto 
del punto A. 

•4-9. Para poder sacar el clavo en B, la fuerza F ejercida 
sobre el mango del martillo debe producir un momento 
en el sentido de las manecillas del reloj de 500 lb • pulg 
respecto del punto A. Determine la magnitud requerida 
de la fuerza F. 



4-10. El cubo de la rueda se puede unir al eje con excen- 
tricidad negativa (izquierda) o positiva (derecha). Si la 
llanta esta sometida a cargas normal y radial como las 
que se muestran en la figura, determine en ambos casos el 
momento resultante de esas cargas con respecto al punto 
O localizado sobre el eje. 



Caso 1 


Caso 2 


Probs. 4-6/7 


Prob. 4-10 
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4-11. El elemento esta sometido a una fuerza de F = 
6 kN. Si 0 = 45°, determine el momento producido por 
F respecto al punto A. 

*4-12. Determine el angulo 0 (0° < 0 < 180°) de la fuer¬ 
za F de manera que produzca un momento maximo y un 
momento mmimo respecto al punto A. Ademas encuentre 
cuales son las magnitudes de estos momentos maximo y 
minimo. 

•4-13. Determine el momento producido por la fuerza F 
respecto al punto A en terminos del angulo 0. Trace la gra- 
fica de M A contra 6, donde 0° < 6 < 180°. 



Probs. 4-11/12/13 

4-14. Cuando un jugador de futbol americano recibe un 
golpe en la proteccion facial de su casco, como se muestra 
en la figura, puede sufrir lesiones graves de cuello al acti¬ 
vate un mecanismo de guillotina. Determine el momento 
de la fuerza de la rodilla P = 50 lb respecto del punto A. 
^Cual seria la magnitud de la fuerza F del cuello, de mane¬ 
ra que hubiera un momento con respecto a A que equili- 
brara las fuerzas? 



4-15. La fuerza del tendon de Aquiles de F t = 650 N se 
activa cuando el hombre trata de pararse sobre los dedos 
de sus pies. Cuando hace esto, cada uno de sus pies esta 
sometido a una fuerza reactiva de Nf = 400 N. Determine 
el momento resultante de F t y Ny con respecto a la union 
del tobillo A. 

*4-16. La fuerza del tendon de Aquiles F f se activa cuan¬ 
do el hombre trata de pararse sobre los dedos de sus pies. 
Cuando hace esto, cada uno de sus pies esta sometido a 
una fuerza reactiva de N t = 400 N. Si el momento resultan¬ 
te producido por las fuerzas F t y N* con respecto a la union 
del tobillo A debe ser cero, determine la magnitud de F f . 


F, 



Probs. 4-15/16 


•4-17. Los dos muchachos empujan la reja con fuerzas 
de F a = 30 lb y F B = 50 lb como se muestra en la figura. 
Determine el momento de cada fuerza con respecto a C. 
^En que forma girara la reja, en el sentido de las mane- 
cillas del reloj o en el sentido contrario? No considere el 
espesor de la reja. 

4-18. Dos muchachos empujan la reja como se muestra 
en la figura. Si el muchacho situado en B ejerce una fuerza 
de F b = 30 lb, determine la magnitud de la fuerza F A que 
el ubicado en A debe ejercer para impedir que la reja gire. 
No considere el espesor de la reja. 



Prob. 4-14 


Probs. 4-17/18 

























4.4 Principio de momentos 


135 


4-19. Las tenazas se usan para apretar los extremos 
del tubo de perforacion P. Determine el par de torsion 
(momento) M P que la fuerza aplicada F = 150 lb ejerce 
sobre el tubo con respecto al punto P como una funcion de 
6. Grafique este momento M P contra 6 para 0 < 6 < 90°. 

*4-20. Las tenazas se usan para apretar los extremos del 
tubo de perforacion P. Si se requiere un par de torsion 
(momento) con M P = 800 lb • pie en P para hacer girar el 
tubo, determine la fuerza F del cable que debe aplicarse a 
las tenazas. Establezca que 6 = 30°. 



*4-24. Para levantar el poste de alumbrado desde la po- 
sicion mostrada, se aplica la fuerza F al cable. Si F = 
200 lb, determine el momento producido por F con res¬ 
pecto al punto A. 

•4-25. Para levantar el poste de alumbrado desde la 
posicion mostrada, la fuerza F sobre el cable debe crear 
un momento con sentido contrario al de las manecillas del 
reloj de 1500 lb • pie con respecto al punto A. Determine la 
magnitud de F que debe aplicarse al cable. 



•4-21. Determine la direccion 0 para 0° < 6 < 180° de la 
fuerza F, de manera que produzca el momento maximo 
respecto al punto A. Calcule este momento. 

4.22. Determine el momento de la fuerza F con respecto 
al punto A como una funcion de 6. Grafique los resultados 
de M (ordenada) contra 0 (abscisa) para 0° < 6 < 180°. 

4-23. Determine el momento minimo producido por 
la fuerza F respecto al punto A. Especifique el angulo 

e (o° < e < 180°). 


F = 400 N 



4-26. El segmento de pie esta sometido al jalon de dos 
musculos flectores. Determine el momento de cada fuerza 
con respecto al punto de contacto A sobre el suelo. 



Probs. 4-21/22/23 


Prob. 4-26 
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4-27. La fuerza de 70 N actua sobre el extremo del tubo 
en B. Determine (a) el momento de esta fuerza con res- 
pecto al punto A y ( b ) la magnitud y la direccion de una 
fuerza horizontal aplicada en C, que produce el mismo 
momento. Considere que 6 = 60°. 

*4-28. La fuerza de 70 N actua sobre el extremo del tubo 
en B. Determine los angulos 0 (0° < 0 < 180°) de la fuerza 
que producira los momentos maximo y mmimo respecto al 
punto A. ^Cuales son las magnitudes de estos momentos? 


A 



4-31. La varilla del mecanismo de control de potencia 
para un avion ejecutivo, esta sometida a una fuerza de 
80 N. Determine el momento de esta fuerza con respecto 
al cojinete en A 



Prob. 4-31 


•4-29. Determine el momento de cada fuerza con res¬ 
pecto al perno localizado en A. Considere F B = 40 lb, 
F c = 50 lb. 

4-30. Si F b = 30 lb y F c = 45 lb, determine el momento 
resultante con respecto al perno localizado en A. 



*4-32. El cable de remolque ejerce una fuerza de P = 
4 kN en el extremo del aguilon de 20 m de longitud de la 
grua mostrada. Si 6 = 30°, determine la posicion x del gan- 
cho en A de modo que esta fuerza produzca un momento 
maximo con respecto al punto O. ^Que valor tiene este 
momento? 

•4-33. El cable de remolque ejerce una fuerza de P = 
4 kN en el extremo del aguilon de 20 m de longitud de la 
grua mostrada. Si x = 25 m, determine la posicion 6 del 
aguilon de modo que se produzca un momento maximo 
con respecto al punto O. ^Que valor tiene este momento? 



Probs. 4-29/30 


Probs. 4-32/33 
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4-34. Con el proposito de sostener la carretilla en la posi- 
cion mostrada, la fuerza F debe producir un momento con 
sentido inverso al de las manecillas del reloj de 200 N • m 
con respecto al eje A. Determine la magnitud requerida 
de la fuerza F. 

4-35. La carretilla y su contenido tienen una masa de 
50 kg y un centro de masa en G. Si el momento resultante 
producido por la fuerza F y el peso con respecto al punto 
A debe ser igual a cero, determine la magnitud requerida 
de la fuerza F. 

*4-36. La carretilla y su contenido tienen una masa de 
50 kg y un centro de masa en G. Si F = 100 N y el momen¬ 
to resultante producido por la fuerza F y el peso con res¬ 
pecto al eje en A es igual a cero, determine la masa de la 
carretilla y su contenido. 



•4-37. Determine el momento producido por ¥ t respec¬ 
to del punto O. Exprese el resultado como un vector car- 
tesiano. 

4-38. Determine el momento producido por F 2 respec¬ 
to al punto O. Exprese el resultado como un vector carte- 
siano. 

4-39. Determine el momento resultante producido por 
las dos fuerzas respecto al punto O. Exprese el resultado 
como un vector cartesiano. 


z 



*4-40. Determine el momento producido por la fuerza 
F# respecto al punto O. Exprese el resultado como un vec¬ 
tor cartesiano. 

•4-41. Determine el momento producido por F c respec¬ 
to al punto O. Exprese el resultado como un vector carte¬ 
siano. 

4-42. Determine el momento resultante producido por 
las fuerzas F B y F c respecto al punto O. Exprese el resulta¬ 
do como un vector cartesiano. 



Probs. 4-40/41/42 

4-43. Determine el momento producido por cada fuerza 
respecto del punto O localizado sobre la punta del taladro. 
Exprese los resultados como vectores cartesianos. 



*4-44. Una fuerza de F = {6i — 2j 4- Ik) kN produce un 
momento de = {4i + 5j — 14k) kN • m respecto al ori- 
gen de coordenadas, el punto O. Si la fuerza actua en un 
punto que tiene una coordenada x de x = 1 m, determine 
las coordenadas yyz. 
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•4-45. El ensamble de tubos esta sometido a la fuerza de 
80 N. Determine el momento de esta fuerza con respecto 
al punto A 

4-46. El ensamble de tubos esta sometido a la fuerza de 
80 N. Determine el momento de esta fuerza con respecto 
al punto B. 


z 



*4-48. La fuerza F actua en forma perpendicular al piano 
inclinado. Determine el momento producido por F con 
respecto al punto A. Exprese el resultado como un vector 
cartesiano. 

•4-49. La fuerza F actua en forma perpendicular al piano 
inclinado. Determine el momento producido por F con 
respecto al punto B. Exprese el resultado como un vector 
cartesiano. 


z 



4-47. La fuerza F = {6i + 8j + 10k} N produce un 
momento con respecto al punto O de M 0 = {- 14i + 8j + 
2k} N • m. Si esta fuerza pasa por un punto que tiene una 
coordenada x de 1 m, determine las coordenadas y y z del 
punto. Ademas, teniendo en cuenta que M 0 = Fd , deter¬ 
mine la distancia perpendicular d desde el punto O hasta 
la linea de accion de F. 


4-50. Al maneral de la Have de torsion se aplica una fuer¬ 
za horizontal de 20 N en forma perpendicular. Determine 
la magnitud y los angulos directores coordenados del 
momento producido por esta fuerza con respecto al pun¬ 
to O. 


z 




Prob. 4-47 


Prob. 4-50 
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4.5 Momento de una fuerza con 
respecto a un eje especffico 

En ocasiones debe determinarse el momento producido por una fuerza 
con respecto a un eje espetifico. Por ejemplo, suponga que hay que 
aflojar la tuerca del punto O de la llanta de automovil que se muestra 
en la figura 4-20&. La fuerza aplicada a la Have producira una tendencia 
a que esta y la tuerca giren en torno al eje de momento que pasa por 
(9; sin embargo, la tuerca solo puede girar alrededor del eje y. Por lo 
tanto, para determinar el efecto de giro, solo se necesita la componen- 
te y del momento, y el momento total producido no es importante. 
Para determinar esta componente, podemos usar un analisis escalar 
o vectorial. 



Fig. 4-20 


Analisis escalar. Para usar un analisis escalar en el caso de la 
tuerca de la figura 4-20^, el brazo de momento o distancia perpendicu¬ 
lar desde el eje hasta la linea de accion de la fuerza es d y = d cos 6. 
Asi, el momento de F respecto al eje y es M y = F d y = F(d cos 6). De 
acuerdo con la regia de la mano derecha, M y esta dirigido a lo largo 
del eje y positivo como se muestra en la figura. En general, para cual- 
quier eje a, el momento es 


M a = Fd t 


(4-10) 



Si tiene un largo suficiente, la fuerza del 
cable F sobre el aguilon de esta grua puede 
hacer que la grua se voltee. Para investigar 
esto, el momento de la fuerza debe calcularse 
con respecto a un eje que pasa por la base 
de las piernas en A y B. 
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z 



(b) 


Ana sis vector ia Para encontrar el momento de la fuerza F en 
la figura 4-20 b con respecto al eje y por medio de un analisis vectorial, 
primero debemos determinar el momento de la fuerza con respecto a 
cualquier punto O sobre el eje y, y aplicar la ecuacion 4-7, M 0 = rX 
F. La componente M y a lo largo del eje y es la proyeccion de M 0 sobre 
el eje y. Esta puede encontrarse usando el producto punto analizado 
en el capitulo 2, de manera que M y = j • M 0 = j • (r X F), donde j es el 
vector unitario para el eje y. 

Este metodo puede generalizarse considerando que es el vector 
unitario que especifica la direccion del eje a mostrada en la figura 4-21. 
Despues, el momento de F con respecto al eje es M a = u a • (r X F). 
Esta combinacion se denomina triple producto escalar. Si los vectores 
se escriben en su forma cartesiana, tenemos 



Fig. 4-20 


M a = [u a i + u a j + u a k] • 


F x Fy F z 


= u a (r y F z - r z F y ) - u a (r x F z - r z F x ) + u a (r x F y - r y F x ) 


Este resultado tambien se puede escribir en la forma de un determinan- 
te, con lo que es mas facil memorizarlo.* 


M a = u«*(r X F) 



(4-11) 


a 



donde 


u ax , u ay , u az representan las componentes x, y, z del vector 
unitario que define la direccion del eje a 

r x , r y , r z representan las componentes x, y, z del vector 
de posicion trazado desde cualquier punto O 
sobre el eje a hacia cualquier punto A sobre la 
linea de accion de la fuerza 

F x , F y , F z representan las componentes x, y, z del vector 
fuerza 

Cuando M a sea evaluado con la ecuacion 4-11, generara un escalar posi- 
tivo o negativo. El signo de este escalar indica el sentido de direccion 
de M a a lo largo del eje a. Si es positivo, entonces M a tendra el mismo 
sentido que u a , mientras que si es negativo M a actuara en sentido opues- 
to a u a . 

Una vez determinado M a , podemos expresar M a como un vector car- 
tesiano, a saber, 

M a = M a u a (4-12) 

Los ejemplos siguientes ilustran aplicaciones numericas de los con- 
ceptos descritos en esta seccion. 


*Tome un momento para desarrollar esta determinante, a fin de demostrar que pro- 
ducira el resultado presentado. 
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Puntos importantes 


• El momento de una fuerza con respecto a un eje especifico 
puede determinarse siempre que la distancia perpendicular 
d a desde la lmea de accion de la fuerza hasta el eje pueda ser 
determinada. M a = Fd a . 

• Si se usa el analisis vectorial, M a = u a • (r X F), donde u a defi¬ 
ne la direccion del eje y r esta dirigido desde cualquier punto 
sobre el eje hasta cualquier punto sobre la lmea de accion de la 
fuerza. 

• Si M a se calcula como un escalar negativo, entonces el sentido 
de direccion de M a es opuesto a u a . 

• El momento expresado como un vector cartesiano se deter- 
mina a partir de M a = M a u a . 


EJEMPLO 


Determine el momento resultante de las tres fuerzas que se mues- 
tran en la figura 4-22 con respecto al eje x, al eje y y al eje z. 


SOLUCION 

Una fuerza que es paralela a un eje coordenado o tiene una lmea de 
accion que pasa por el eje no produce ningun momento o tendencia 
a girar alrededor de ese eje. Por lo tanto, al definir la direccion posi- 
tiva del momento de una fuerza de acuerdo con la regia de la mano 
derecha, como se muestra en la figura, tenemos 


M x = (60 lb)(2 pies) + (50 lb)(2 pies) + 0 = 220 lb-pie Resp. 


M y = 0 - (50 lb)(3 pies) - (40 lb)(2 pies) = -230 lb • pie Resp. 


M z = 0 + 0 - (40 lb)(2 pies) = -80 lb • pie 


Resp. 



Fig. 4-22 


Los signos negativos indican que M y y M z actuan en las direcciones 
—yy~z, respectivamente. 
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EJEMPLO 4.8 



Determine el momento M AB producido por la fuerza F que se mues- 
tra en la figura 4-23 a, la cual tiende a girar la barra con respecto al 
eje AB. 


SOLUCI6N 

Para encontrar la solucion, se considerara un analisis vectorial si 
usamos M AB = u fi *(rXF) en vez de encontrar el brazo de momen¬ 
to o la distancia perpendicular desde la lmea de accion de F hasta 
el eje AB. Ahora se identificara cada uno de los terminos presentes 
en la ecuacion. 

El vector unitario u B define la direccion del eje AB de la barra, 
figura 4-236, donde 



{0.4i + 0.2j} m 
V (0.4 m) 2 + (0.2 m) 2 


= 0.8944i + 0.4472j 


z 



Fig. 4-23 


El vector r esta dirigido desde cualquier punto sobre el eje AB hacia 
cualquier punto sobre la lmea de accion de la fuerza. Por ejemplo, 
los vectores de posicion r c y r D son los adecuados, figura 4-236. 
(Aunque no se muestran en la figura, tambien se pueden usar \ BC o 
r BD .) Por simplicidad, seleccionamos \ D , donde 


La fuerza es 


r D = {0.6i} m 


F = {-300k} N 

Al sustituir estos vectores en la forma de determinante, y desarro- 
llarlos tenemos 


Mab ~ Us • (yd X F) — 


0.8944 0.4472 0 

0.6 0 0 

0 0 -300 


= 0.8944[0(-300) - 0(0)] - 0.4472[0.6(-300) - 0(0)] 

+ 0 [ 0 . 6 ( 0 ) - 0 ( 0 )] 


= 80.50 N • m 


Este resultado positivo indica que el sentido de M AB es en la misma 
direccion que u 5 . 

Al expresar M AB como un vector cartesiano resulta, 

M ab = M ab u b = (80.50 N-m)(0.8944i + 0.4472j) 

= {72.0i + 36.0j } N • m Resp 

El resultado se muestra en la figura 4-236. 


NOTA: si el eje AB se define con un vector unitario dirigido desde 
B hacia A, entonces en la formulacion anterior tendria que haberse 
usado -u B . Esto conduciria a M AB = -80.50 N • m. En consecuen- 
cia, M ab = M ab (—u b ), y se obtendria el mismo resultado. 
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EJEMPLO 4.9 


Determine la magnitud del momento de la fuerza F con respecto 
al segmento OA del ensamble de tubos que se muestra en la figura 
4-24 a. 


SOLUCI6N 

El momento de F con respecto al eje OA se determina a partir de 
Mqa = u oa * ( r x F), donde r es un vector de posicion que se extien- 
de desde cualquier punto sobre el eje OA hasta cualquier punto o.5 
sobre la lmea de accion de F. Como se indica en la figura 4-245, es 
posible usar y od , y oc , y ad o y ac ; sin embargo, aqui se considerara 
y od porque esto simplificara los calculos. x 

El vector unitario u OA , que especifica la direccion del eje OA, es 


Uoa 


r OA 


{0.3i + 0.4j} m 



t oa V (0.3 m) 2 + (0.4 m) 2 

y el vector de posicion r OD es 

y 0 d = {0.5i + 0.5k} m 

La fuerza F expresada como un vector cartesiano es 


0.6i + 0.8j 


F = F 


r CD 

r CD 


(300 N) 


{0.4i - 0.4j + 0.2k} m 


V(0.4m) 2 + (-0.4 m) 2 + (0.2 m) 2 
= {200i - 200j + 100k} N 

Por lo tanto, 


Mqa — »OA ’ ( r OI) x F) 

0.6 0.8 0 

0.5 0 0.5 

200 -200 100 

= 0.6[0(100) - (0.5)(-200)] - 0.8[0.5(100) - (0.5)(200)] + 0 
= 100 N-m Resp. 



Fig. 4-24 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F4-13. Determine la magnitud del momento de la fuerza F4-16. Determine la magnitud del momento de la fuerza 

F = {300i - 200j + 150k} N con respecto al eje x. Exprese con respecto al eje y. 

el resultado como un vector cartesiano. 


F4-14. Determine la magnitud del momento de la fuer¬ 
za F = {300i - 200j + 150k} N con respecto al eje OA. 
Exprese el resultado como un vector cartesiano. 



F4-13/14 


F4-15. Determine la magnitud del momento de la fuerza 
de 200 N con respecto al eje x. 


F = {30i - 20j + 50k} N 



F4-16 

F4-17. Determine el momento de la fuerza F = {50i — 
40j + 20k} lb con respecto al eje AB. Exprese el resultado 
como un vector cartesiano. 


z 




F4-15 


F4-18 




























4.5 MOMENTO DE UNA FUERZA CON RESPECTO A UN EJE ESPECiFICO 


145 


PROBLEMAS 


4-51. Determine el momento producido por la fuerza 
F con respecto a la diagonal AF del bloque rectangular. 
Exprese el resultado como un vector cartesiano. 

*4-52. Determine el momento producido por la fuerza 
F con respecto a la diagonal OD del bloque rectangular. 
Exprese el resultado como un vector cartesiano. 


F = {—6i + 3j + 10k} N 



•4-53. La herramienta se utiliza para cerrar las valvulas 
de gas con acceso dificil. Si se aplica la fuerza F a la mani- 
ja, determine la componente del momento creado con 
respecto al eje z de la valvula. 


z 



4-54. Determine la magnitud de los momentos de la fuer¬ 
za F con respecto a los ejes x, y, z. Resuelva el problema 
(a) mediante un metodo vectorial cartesiano, y ( b ) con un 
metodo escalar. 

4-55. Determine el momento de la fuerza F con respecto 
a un eje que pasa por Ay C. Exprese el resultado como un 
vector cartesiano. 


z 



*4-56. Determine el momento producido por la fuerza F 
con respecto al segmento AB del ensamble de tubos AB. 
Exprese el resultado como un vector cartesiano. 



Prob. 4-53 


Prob. 4-56 
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•4-57. Determine la magnitud del momento que ejerce 
la fuerza F con respecto al eje y de la flecha. Resuelva el 
problema con un metodo vectorial cartesiano y despues 
con un metodo escalar. 


*4-60. Determine la magnitud del momento producido 
por la fuerza de F = 200 N con respecto al eje que contiene 
las bisagras de la puerta (el eje x). 




4-58. Si F = 450 N, determine la magnitud del momento 
producido por esta fuerza con respecto al eje x. 

4-59. La friccion en el manguito A puede proporcionar 
un momento de resistencia maximo de 125 N • m con res¬ 
pecto al eje x. Determine la magnitud maxima de la fuerza 
F que puede aplicarse de manera que el soporte no gire. 


z 



•4-61. Si la tension en el cable es F = 140 lb, determine 
la magnitud del momento producido por esta fuerza con 
respecto al eje articulado CD, del panel 

4-62. Determine la magnitud de la fuerza F en el cable 
AB a fin de producir un momento de 500 lb • pie con res¬ 
pecto al eje articulado CD, lo cual es necesario para man- 
tener al panel en la posicion mostrada. 


z 



Probs. 4-58/59 


Probs. 4-61/62 
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4-63. Se levanta el marco en forma de A a una posicion 
perpendicular mediante la fuerza vertical de F = 80 lb. 
Determine el momento de esta fuerza con respecto al eje 
y' que pasa por los puntos Ay B cuando el marco esta en 
la posicion mostrada. 

*4-64. Se levanta el marco en forma de A a una posicion 
perpendicular mediante la fuerza vertical de F = 80 lb. 
Determine el momento de esta fuerza con respecto al eje x 
cuando el marco esta en la posicion que se muestra. 

•4-65. Se levanta el marco en forma de A a una posicion 
perpendicular mediante la fuerza vertical de F = 80 lb. 
Determine el momento de esta fuerza con respecto al eje y 
cuando el marco esta en la posicion que se muestra. 


z 



4-66. La Have de cabeza flexible esta sometida a una 
fuerza P = 16 lb, aplicada perpendicularmente a su mane- 
ral como se muestra en la figura. Determine el momento 
o el par de torsion aplicado a lo largo del eje vertical del 
perno ubicado en A. 

4-67. Si se requiere un par de torsion o momento de 
80 lb • pulg para aflojar el perno localizado en A, determi¬ 
ne la fuerza P que debe aplicarse perpendicularmente al 
maneral de la Have de cabeza flexible. 



*4-68. El ensamble de tubos esta asegurado a la pared 
mediante dos soportes. Si la maceta tiene un peso de 50 lb, 
determine la magnitud del momento producido por el 
peso con respecto al eje OA. 

•4-69. El ensamble de tubos esta asegurado a la pared 
mediante dos soportes. Si la fuerza de friccion de ambos 
soportes puede resistir un momento maximo de 150 lb • 
pie, determine el maximo peso de la maceta que puede ser 
sostenido por el ensamble sin ocasionar que este gire alre- 
dedor del eje OA. 


z 



4-70. Una fuerza vertical de F = 60 N se aplica al mane¬ 
ral de la Have para tubos. Determine el momento que ejer- 
ce esta fuerza a lo largo del eje AB (eje x) del ensamble 
de tubos. Tanto la Have como el ensamble de tubos ABC. 
se encuentran en el piano x-y. Sugerencia: use un analisis 
escalar. 

4-71. Determine la magnitud de la fuerza vertical F que 
actua sobre el maneral de la Have si produce una com- 
ponente de momento a lo largo del eje AB (eje x) de la 
tuberia de (M A ) X = {—5i} N • m. Tanto la Have como el 
ensamble de tubos ABC , se encuentran en el piano x-y. 
Sugerencia: use un analisis escalar. 


z 
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4.6 Momento de un par 



EL 


-F 


Fig. 4-25 



Fig. 4-26 


Un par se define como dos fuerzas paralelas que tienen la misma mag- 
nitud, con direcciones opuestas, y estan separadas por una distancia 
perpendicular d , figura 4-25. Como la fuerza resultante es cero, el unico 
efecto de un par es producir una rotacion o tendencia a rotar en una 
direccion especifica. Por ejemplo, imagine que usted conduce un auto- 
movil con ambas manos en el volante y esta haciendo un giro. Una 
mano empujara el volante mientras que la otra lo jalara, con esto el 
volante girara. 

El momento producido por un par se denomina momento de par. 
Podemos determinar su valor encontrando la suma de los momentos 
de ambas fuerzas del par con respecto a cualquier punto arbitrario. Por 
ejemplo, en la figura 4-26, los vectores de posicion r A y \ B estan dirigi- 
dos desde el punto O hasta los puntos Ay B que se encuentran sobre la 
lmea de accion de — F y F. Por lo tanto, el momento del par calculado 
con respecto aOes 

M = r B X F + r A X —F = (r 5 - r A ) X F 
Sin embargo, r g = r A + ro bien r = x B - r A , de forma que 

M = r X F (4-13) 

Este resultado indica que un momento de par es un vector libre , es 
decir, puede actuar en cualquier punto ya que M depende solo del vec¬ 
tor de posicion r dirigido entre las fuerzas y no de los vectores de posi¬ 
cion \ A y r B , dirigidos desde el punto arbitrario O hacia las fuerzas. Por 
lo tanto, este concepto es diferente al momento de una fuerza, que 
requiere un punto definido (o eje) con respecto al cual se determinan 
los momentos. 



Fig. 4-27 


Formulacion escalar. El momento de un par, M, figura 4-27, se 
define con una magnitud de 


M = Fd 


(4-14) 


donde Fes la magnitud de una de las fuerzas y d la distancia perpendicu¬ 
lar o brazo de momento entre las fuerzas. La direccion y el sentido del 
momento de par se determinan mediante la regia de la mano derecha, 
donde el pulgar indica la direccion cuando los dedos se cierran con el 
sentido de rotacion causado por las dos fuerzas. En todos los casos, M 
actua perpendicularmente al piano que contiene estas fuerzas. 


Formulacion vectorial. El momento de un par puede expresar- 
se tambien por el vector producto cruz con la ecuacion 4-13, es decir, 


M = r X F 


(4-15) 


La aplicacion de esta ecuacion se recuerda facilmente si se piensa en 
tomar los momentos de ambas fuerzas con respecto a un punto que se 
encuentre sobre la lmea de accion de una de las fuerzas. Por ejemplo, 
si los momentos se toman con respecto al punto A en la figura 4-26, el 
momento de — F es cero con respecto a este punto, y el momento de F 
se define a partir de la ecuacion 4-15. Por lo tanto, en la formulacion, 
r se multiplica vectorialmente por la fuerza F a la cual esta dirigida. 
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Pares equivalentes. Se dice que dos pares son equivalentes si 
producen un momento con la misma magnitud y direction. Por ejem- 
plo, los dos pares mostrados en la figura 4-28 son equivalentes porque 
cada momento de par tiene una magnitud de M = 30 N(0.4 m) = 40 
N(0.3 m) = 12 N • m, y cada uno de ellos esta dirigido hacia el piano 
de la pagina. Observe que en el segundo caso se requieren fuerzas mas 
grandes para crear el mismo efecto de giro, debido a que las manos 
estan colocadas mas cerca una de la otra. Ademas, si la rueda estuviera 
conectada al eje en un punto distinto de su centro, esta giraria de igual 
forma al aplicar cada uno de los pares porque el par de 12 N • m es un 
vector libre. 


Momento de par resultante. Como los momentos de par son 
vectores libres, sus resultantes pueden determinarse mediante la suma 
de vectores. Por ejemplo, considere los momentos de par M 1 y M 2 que 
actuan sobre el tubo de la figura 4-29 a. Como cada momento de par es 
un vector libre, podemos unir sus colas en cualquier punto arbitrario 
y encontrar el momento de par resultante, = M 1 + M 2 , como se 
muestra en la figura 4-29 b. 

Si sobre el cuerpo actuan mas de dos momentos de par, podemos 
generalizar este concepto y escribir el vector resultante como 


M r = 2(r X F) 


(4-16) 


Estos conceptos se ilustran numericamente en los ejemplos que 
siguen. En general, los problemas proyectados en dos dimensiones 
deben resolverse con un analisis escalar puesto que los brazos de 
momento y las componentes son faciles de determinar. 




Fig. 4-29 
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Los volantes de los vehfculos actuales se 
fabrican mas pequenos que en los automo- 
viles antiguos, debido a que de esta forma 
no se requiere que el conductor aplique 
un momento de par grande al rin de la 
rueda. 


Puntos importantes 


• Un momento de par lo producen dos fuerzas no colineales que 
son iguales en magnitud pero opuestas en direccion. Su efecto 
es producir una rotacion pura, o una tendencia a girar en una 
direccion especificada. 

• Un momento de par es un vector libre y, como resultado, causa 
el mismo efecto de rotacion sobre un cuerpo independiente- 
mente de donde se aplique al cuerpo. 

• El momento de las dos fuerzas de par se puede determinar 
con respecto a cualquier punto. Por conveniencia, a menudo 
ese punto se selecciona sobre la lmea de accion de una de las 
fuerzas para eliminar el momento de esta fuerza con respecto 
al punto. 

• En tres dimensiones, el momento de par a menudo se deter- 
mina por la formulacion vectorial, M = r X F, donde r esta 
dirigido desde cualquier punto sobre la lmea de accion de una 
de las fuerzas a cualquier punto sobre la lmea de accion de otra 
fuerza F. 

• Un momento de par resultante es simplemente la suma vecto¬ 
rial de todos los momentos de par del sistema. 


EJEMPLO 



Determine el momento de par resultante de los tres pares que 
actuan sobre la placa de la figura 4-30. 


SOLUCION 

Como se muestra en la figura, las distancias perpendiculares entre 
cada par de fuerzas son d 1 = 4 pies, d 2 = 3 pies y d 3 = 5 pies. Si se 
considera que los momentos de par con sentido contrario al de las 
manecillas del reloj son positivos, tenemos 

Q+Mr — 2M; M R = —Fidi + F 2 d 2 ~ F 2 d 2 

= (-200 lb)(4 pies) + (450 lb)(3 pies) 

- (300 lb)(5 pies) 

= -950 lb • pie = 950 lb • pie^) Resp. 

El signo negativo indica que tiene un sentido rotacional en el 
sentido de las manecillas del reloj. 
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EJEMPLO 4.11 


Determine la magnitud y la direccion del momento de par que actua 
sobre el engrane de la figura 4-31 a. 



F = 600 N F = 600 N 600 sen 30° N 


(a) (b) 


SOLUCION 

La solucion mas facil requiere descomponer cada fuerza en sus 
componentes como se muestra en la figura 4-31 b. El momento de 
par puede determinarse al sumar los momentos de estas componen¬ 
tes de fuerza con respecto a cualquier punto, por ejemplo, el centro 
O del engrane o el punto A. Si consideramos que los momentos 
con sentido contrario al de las manecillas del reloj son positivos, 
tenemos 

Q+M = M = (600 cos 30° N)(0.2 m) - (600 sen 30° N)(0.2 m) 
= 43.9 N*m ^ Resp. 


o bien 


C+M =^M a \ M = (600 cos 30° N)(0.2 m) - (600 sen 30° N)(0.2 m) 
= 43.9 N*m t) Resp . 

Este resultado positivo indica que M tiene un sentido de rotacion 
in verso al de las manecillas del reloj, de manera que esta dirigido 
hacia fuera, perpendicular a la pagina. 

NOTA: tambien se puede obtener el mismo resultado con M = Fd , 
donde d es la distancia perpendicular entre las lmeas de accion de 
las fuerzas, figura 4-31c. Sin embargo, el calculo para d es mas com- 
plicado. Observe que el momento de par es un vector libre, por 
lo que puede actuar en cualquier punto del engrane y produce el 
mismo efecto de giro con respecto al punto O. 



(C) 


Fig. 4-31 
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EJEMPLO 


Determine el momento de par que actua sobre el tubo de la figura 
4-32*2. El segmento AB esta dirigido 30° por debajo del piano x-y. 






SOLUCI6N I (ANALISIS VECTORIAL) 

El momento de las dos fuerzas de par puede encontrarse con respecto 
a cualquierpunto. Si se considera el punto O , figura 4-326, tenemos 

M = r A X (-25k) + x B X (25k) 

= (8j) X (-25k) + (6 cos 30°i + 8j - 6sen30°k) X (25k) 

= -200i - 129.9j + 200i 

= {—130j } lb-pulg Resp. 

Es mas fdcil tomar momentos de las fuerzas de par con respecto a 
un punto que este sobre la linea de accion de una de las fuerzas, por 
ejemplo, el punto A, figura 4-32c. En este caso, el momento de la 
fuerza en A es cero, por lo que 

M = r AB X (25k) 

= (6cos30°i - 6sen30°k) X (25k) 

= {—130j} lb-pulg Resp. 

SOLUCION II (ANALISIS ESCALAR) 

Aunque este problema se muestra en tres dimensiones, la geome- 
tria es suficientemente simple como para usar la ecuacion escalar 
M = Fd. La distancia perpendicular entre las lmeas de accion de 
las fuerzas es d = 6 cos 30° = 5.196 pulg, figura 4-32d. Por lo tanto, 
y tomando momentos de las fuerzas con respecto a cualquier punto 
A o B resulta 

M = Fd = 25 lb(5.196 pulg) = 129.9 lb • pulg 

A1 aplicar la regia de la mano derecha, M actua en la direccion — j. 
Entonces, 

M = {— 130j} lb • pulg Resp . 
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EJEMPLO 4.13 


Reemplace los dos pares que actuan sobre la columna tubular en la 
figura 4-33*2 por un momento de par resultante. 



Fig. 4-33 


SOLUCI6N (ANALISIS VECTORIAL) 

El momento de par M 1? desarrollado por las fuerzas presentes en A 
y B , pueden determinarse con facilidad a partir de una formulacion 
escalar. 

M 1 = Fd = 150 N(0.4 m) = 60 N • m 

Por la regia de la mano derecha, M 1 actua en la direccion +i, figura 
4-33 b. Por consiguiente, 

M 1 = {60i} N • m 

Se usara el analisis vectorial para determinar M 2 , causado por las 
fuerzas en C y D. Si los momentos se calculan con respecto al punto 
D , figura 4-33*2, M 2 = r DC X F c , entonces 

M 2 = r DC X F c = (0.3i) X [l25(|)j - 125@)k] 

= (0.3i) X [lOOj - 75k] = 30(i X j) - 22.5(i X k) 

= {22.5j + 30k} N • m 

Como Mj y M 2 son vectores libres, pueden desplazarse hacia algun 
punto arbitrario y sumarse en forma vectorial, figura 4-33c. El mo¬ 
mento de par resultante se convierte en 

M r = Mj + M 2 = {60i + 22.5j + 30k} N-m Resp. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F4-19. Determine el momento de par resultante que ac¬ 
tua sobre la viga. 


400 N 400 N 



F4-20. Determine el momento de par resultante que ac¬ 
tua sobre la placa triangular. 


F4-22. Determine el momento de par resultante que ac¬ 
tua sobre la viga. 



F4-22 


F4-23. Determine el momento de par resultante que ac¬ 
tua sobre el ensamble de tubos. 




F4-24. Determine el momento de par que actua sobre el 
ensamble de tubos y exprese el resultado como un vector 
cartesiano. 


F4-21. Determine la magnitud de F de modo que el 
momento de par resultante que actua sobre la viga sea de 
1.5 kN • m en el sentido de las manecillas del reloj. 




F4-21 


C 

F4-24 
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PROBLEMAS 


*4-72. Los efectos de friccion del aire sobre las aspas 
del ventilador de pedestal crean un momento de par de 
M 0 = 6 N • m sobre las aspas. Determine la magnitud de las 
fuerzas de par en la base del ventilador de manera que el 
momento de par resultante sobre el ventilador sea igual a 
cero. 



Prob. 4-72 


4-74. La rueda movible esta sometida a los dos pares 
mostrados. Determine las fuerzas F que ejercen los cojine- 
tes sobre el arbol de manera que el momento de par resul¬ 
tante sobre la rueda sea cero. 



•4-73. Determine la magnitud requerida de los momen- 4-75. Si F = 200 lb, determine el momento de par resul- 

tos de par M 2 y M 3 de forma que el momento de par resul- tante. 

tante sea igual a cero. 

*4-76. Determine la magnitud requerida de la fuerza 
F si el momento de par resultante sobre el marco es de 
200 lb • pie, en el sentido de las manecillas del reloj. 



Prob. 4-73 


Probs. 4-75/76 
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•4-77. El piso ocasiona un momento de par de M A = 40 
N • m y M b = 30 N • m sobre las brochas de la maqui- 
na pulidora. Determine la magnitud de las fuerzas de par 
que debe desarrollar el operador sobre los manubrios, de 
manera que el momento de par resultante sobre la pulido¬ 
ra sea igual a cero. ^Cual es la magnitud de estas fuerzas 
si la brocha en B se detiene repentinamente de modo que 
M b = 0? 



Prob. 4-77 


4-78. Si 0 = 30°, determine la magnitud de la fuerza F de 
modo que el momento de par resultante sea de 100 N • m 
en el sentido de las manecillas del reloj. 

4-79. Si F = 200 N, determine el angulo 0 requerido para 
que el momento de par resultante sea igual a cero. 



*4-80. Dos pares actuan sobre la viga. Determine la mag¬ 
nitud de F de modo que el momento del par resultante sea 
de 450 lb • pie en sentido contrario al de las manecillas del 
reloj. ^En que punto de la viga actua el momento del par 
resultante? 



Prob. 4-80 


•4-81. La cuerda que pasa sobre las dos pequenas clavi- 
jas A y B en el tablero cuadrado, esta sometida a una ten¬ 
sion de 100 N. Determine la tension requerida P que actua 
sobre la cuerda que pasa sobre las clavijas C y D, si el par 
resultante producido por los dos pares es de 15 N • m en el 
sentido de las manecillas del reloj. Considere que 0 = 15°. 

4-82. La cuerda que pasa sobre dos pequenas clavijas A 
y B en el tablero cuadrado, esta sometida a una tension 
de 100 N. Determine la tension minima P y la orienta- 
cion de 0 de la cuerda que pasa sobre las clavijas C y D, si 
el momento del par resultante producido por los dos pares 
es de 20 N • m en el sentido de las manecillas del reloj. 


I--300 mm--I 

C \ I B 



Probs. 4-78/79 


Probs. 4-81/82 
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4-83. Un dispositivo llamado rolamita se usa de varias 
maneras para reemplazar el movimiento deslizante por 
movimiento rodante. Si la banda, que esta enrollada entre 
los rodillos, se encuentra sometida a una tension de 15 N, 
determine las fuerzas reactivas N de las placas superior e 
inferior sobre los rodillos, de modo que el par resultante 
que actua sobre los rodillos sea igual a cero. 


N 



Prob. 4-83 


*4-84. Dos pares actuan sobre la viga como se muestra 
en la figura. Determine la magnitud de F de modo que el 
momento del par resultante sea de 300 lb • pie en sentido 
contrario al de las manecillas del reloj. ^En que punto de 
la viga actua el momento del par resultante? 


•4-85. Determine el momento del par resultante que 
actua sobre la viga. Resuelva el problema de dos mane¬ 
ras: (a) sume los momentos con respecto al punto O; y 
(b) sume los momentos con respecto al punto A. 



4-86. Dos pares actuan sobre la viga en voladizo. Si F = 
6 kN, determine el momento del par resultante. 

4-87. Determine la magnitud requerida de la fuerza F, si 
el momento del par resultante sobre la viga debe ser igual 
a cero. 



Prob. 4-84 


Probs. 4-86/87 
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* 4 - 88 . Dos pares actuan sobre la estructura. Si el momen- 
to del par resultante debe ser igual a cero, determine la 
distancia d entre las fuerzas del par de 40 lb. 

• 4 - 89 . Dos pares actuan sobre el bastidor. Si d = 4 pies, 
determine el momento de par resultante. Para que calcule el 
resultado descomponga cada fuerza en componentes xy y. 
Ademas obtenga el resultado (a) al determinar el momento 
de cada par (ecuacion 4-13) y ( b ) al sumar los momentos de 
todas las componentes de fuerza con respecto al punto A. 

4 - 90 . Dos pares actuan sobre el bastidor. Si d = 4 pies, 
determine el momento de par resultante. Para que calcule el 
resultado descomponga cada fuerza en componentes xy y. 
Ademas obtenga el resultado (a) al determinar el momento 
de cada par (ecuacion 4-13) y (b) al sumar los momentos de 
todas las componentes de fuerza con respecto al punto B. 


y 



4 - 91 . Si M x = 500 N • m, M 2 = 600 N • m y M 3 = 450 N • m, 
determine la magnitud y los angulos directores coorde- 
nados del momento de par resultante. 

* 4 - 92 . Determine la magnitud requerida de los momen¬ 
tos de par M 1? M 2 y M 3 para que el momento de par resul¬ 
tante sea = {300i + 450j - 600k} N • m. 


z 



• 4 . 93 . Si F = 80 N, determine la magnitud y los angulos 
directores coordenados del momento de par. El ensamble 
de tubos se encuentra en el piano x-y. 

4 - 94 . Si la magnitud del momento de par que actua sobre 
el ensamble de tubos es de 50 N • m, determine la magni¬ 
tud de las fuerzas de par aplicadas en cada Have. El ensam¬ 
ble de tubos se encuentra en el piano x-y. 


z 



4 - 95 . A partir de los calculos de carga, se ha determina- 
do que el ala esta sometida a momentos de par M x = 
17 kip • pie y M y = 25 kip • pie. Determine los momentos 
de par resultantes producidos con respecto a los ejes x' y 
y. Todos los ejes se encuentran en el mismo piano hori¬ 
zontal. 


y 
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*4-96. Exprese el momento del par que actua sobre el 
bastidor en forma de vector cartesiano. Las fuerzas se apli- 
can de manera perpendicular al bastidor. ^Cual es la mag- 
nitud del momento de par? Considere que F = 50 N. 

•4-97. Para voltear el bastidor, se aplica un momento 
de par como el que se muestra en la figura. Si la com- 
ponente de este momento de par a lo largo del eje x es 
M x = {—20i} N • m, determine la magnitud F de las fuerzas 
de par. 


z 



Probs. 4-96/97 


*4-100. Si M x = 180 lb • pie, M 2 = 90 lb • pie y M 3 = 
120 lb • pie, determine la magnitud y los angulos directores 
coordenados del momento de par resultante. 

•4-101. Determine las magnitudes de los momentos de 
par M], M 2 y M 3 de modo que el momento de par resultan¬ 
te sea igual a cero. 


z 



4-98. Determine el momento de par resultante de los dos 
pares que actuan sobre el ensamble de tubos. La distan- 
cia desde A hasta B es d = 400 mm. Exprese el resultado 
como un vector cartesiano. 

4-99. Determine la distancia d entre A y B de modo que 
el momento de par resultante tenga una magnitud M R = 
20 N • m. 


4-102. Si F 1 = 100 lb y F 2 = 200 lb, determine la magni¬ 
tud y los angulos directores coordenados del momento de 
par resultante. 

4-103. Determine la magnitud de las fuerzas de par F x y 
F 2 de modo que el momento de par resultante que actua 
sobre el bloque sea igual a cero. 




Probs. 4-98/99 


Probs. 4-102/103 
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Resultantes de sistemas de fuerzas 


4.7 Simplification de un sistema 
de fuerza y par 

En ocasiones es conveniente reducir un sistema de fuerzas y momentos 
de par que actuan sobre un cuerpo a una forma mas sencilla, lo cual 
se puede hacer si se reemplaza con un sistema equivalente , que conste 
de una sola fuerza resultante la cual actue en un punto especifico y un 
momento de par resultante. Un sistema es equivalente si los efectos 
externos que produce sobre un cuerpo son los mismos que los causados 
por el sistema original de fuerza y momento de par. En este contexto, 
los efectos externos de un sistema se refieren al movimiento de trasla- 
cion y rotation del cuerpo si este es libre de moverse, o se refiere a las 
fuerzas reactivas en los apoyos si el cuerpo se mantiene fijo. 

Por ejemplo, considere que se sujeta la varilla de la figura 4-34^, la 
cual esta sometida a la fuerza F en el punto A. Si anadimos un par de 
fuerzas iguales pero opuestas F y — F en el punto B , que se encuentra 
sobre la linea de action de F, figura 4-34 b, observamos que —F en B y F 
en A se cancelaran entre si, y queda solo F en B , figura 4-34c. Ahora, la 
fuerza F se ha movido desde A hasta B sin modificar sus efectos externos 
sobre la varilla; es decir, la reaccion en el agarre permanece igual. Lo 
anterior demuestra el principio de transmisibilidad , el cual establece 
que una fuerza que actua sobre un cuerpo (varilla) es un vector desli- 
zante puesto que puede aplicarse sobre cualquier punto a lo largo de 
su linea de accion. 

Tambien podemos usar el procedimiento anterior para mover una 
fuerza hasta un punto que no esta sobre la linea de accion de la fuerza. 
Si F se aplica en forma perpendicular a la varilla, como en la figura 
4-35 a, podemos anadir un par de fuerzas iguales pero opuestas F y 
-F a B , figura 4-35 b. Ahora la fuerza F se aplica en B , y las otras dos 
fuerzas, F en A y -F en 5, forman un par que produce el momen¬ 
to de par M = Fd , figura 4-35c. Por lo tanto, la fuerza F puede moverse 
desde A hasta B siempre que se anada un momento de par M para 
mantener un sistema equivalente. Este momento de par se determina 
al tomar el momento de F con respecto a B. Como M es en realidad un 



(a) 


(b) 

Fig. 4-35 


(c) 
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vector libre , puede actuar en cualquier punto de la varilla. En ambos 
casos los sistemas son equivalentes, lo que produce una fuerza descen- 
dente F y un momento de par M = Fd en el sentido de las manecillas 
del reloj, que se siente en el punto de sujecion. 

Sistema de fuerzas y momentos de par. Por el metodo 
anterior, es posible reducir un sistema de varias fuerzas y momentos 
de par que actuan sobre un cuerpo a una sola fuerza resultante que 
actua en el punto O y un momento de par resultante. Por ejemplo, 
en la figura 4-36*2, O no esta en la linea de action de F l5 por lo que la 
fuerza puede moverse al punto O siempre que se anada al cuerpo un 
momento de par M 1 = r 1 X F. Del mismo modo, el momento de par 
M 2 = r 2 X F 2 debe agregarse al cuerpo cuando movemos F 2 al punto 
O. Por ultimo, como el momento de par M es un vector libre, se puede 
mover justo al punto O. Al hacer esto obtenemos el sistema equivalen- 
te que se muestra en la figura 4-3 6b, lo cual produce los mismos efectos 
externos (reacciones en los apoyos) sobre el cuerpo que el sistema de 
fuerza y par de la figura 4-36*2. Si sumamos las fuerzas y los momentos 
de par, obtenemos la fuerza resultante ¥ R = F 1 + F 2 y el momento de 
par resultante (M ^) 0 = M + M 1 + M 2 , figura 4-36c. 

Observe que ¥ R es independiente de la ubicacion del punto 0\ sin 
embargo, (M #) 0 depende de esta ubicacion ya que los momentos M 1 y 
M 2 se determinan con los vectores de position r 1 y r 2 . Observe tambien 
que (M R ) 0 es un vector libre y puede actuar en cualquier punto sobre 
el cuerpo, aunque por lo general el punto O se selecciona en su punto 
de aplicacion. 

El metodo anterior, para simplificar un sistema de fuerza y par a una 
fuerza resultante F^ que actue en el punto O y un momento de par 
resultante (M^) 0 , puede generalizarse mediante la aplicacion de las 
dos ecuaciones siguientes. 


F* 


EF 


(M R ) 0 = + EM 


(4-17) 


La primera ecuacion establece que la fuerza resultante del sistema 
es equivalente a la suma de todas las fuerzas; y la segunda ecuacion 
establece que el momento de par resultante del sistema es equivalente 
a la suma de todos los momentos de par EM mas los momentos con 
respecto al punto O de todas las fuerzas EM 0 . Si el sistema de fuerzas 
se encuentra en el piano x-y y cualesquier momentos de par son perpen- 
diculares a este piano, entonces las ecuaciones anteriores se reducen a 
las siguientes tres ecuaciones escalares. 



Fig. 4-36 


(Fr) x = ZF X 

(F R )y = ^F y 
(M r )o = IMo + 1M 


(4-18) 


Aquf, la fuerza resultante se determina a partir de la suma vectorial de 
sus dos componentes (F R ) X y (F R ) y . 
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Los pesos de estos semaforos pueden reemplazarse por su fuerza resultante equivalente 
W R = W\ + W 2 y im momento de par ( M R ) 0 = W\d\ + W 2 d 2 en el apoyo O. En ambos 
casos el apoyo debe proporcionar la misma resistencia a la traslacion y a la rotation a 
fin de mantener el elemento en la position horizontal. 



Procedimiento para el analisis 


Los siguientes puntos deberan tenerse presentes al simplificar un 

sistema de fuerza y momento de par a un sistema equivalente de 

fuerza resultante y par. 

• Establezca los ejes coordenados con el origen localizado en el 
punto O donde los ejes tienen una orientacion seleccionada. 

Suma de fuerzas. 

• Si el sistema de fuerzas es coplanar , descomponga cada fuerza 
en sus componentes v y y. Si una componente esta dirigida a lo 
largo de los ejes x o y positivos, representa un escalar positivo; 
mientras que si esta dirigida a lo largo de los ejes x o y negati- 
vos, es un escalar negativo. 

• En tres dimensiones, represente cada fuerza como un vector 
cartesiano antes de sumar las fuerzas. 

Suma de momentos. 

• Por lo general, al determinar los momentos de un sistema de 
fuerzas coplanares con respecto al punto O , es conveniente apli- 
car el principio de momentos, es decir, determinar los momen¬ 
tos de las componentes de cada fuerza en vez del momento de 
la fuerza en si. 

• En tres dimensiones, use el producto cruz vectorial para de¬ 
terminar el momento de cada fuerza con respecto al punto 
O. Aqui los vectores de posicion se extienden desde el punto O 
hasta cualquier punto sobre la lmea de accion de cada fuerza. 
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EJEMPLO 4.14 


Reemplace el sistema de fuerza y par que se muestra en la figura 
4-37^ por una fuerza resultante equivalente y un momento de par 
que actuen en el punto O. 


y 




SOLUCION 

Suma de fuerzas. Las fuerzas de 3 kN y 5 kN se descomponen en 
sus componentes xy y como se muestra en la figura4-37Z?. Tenemos 

i (F k ) x = 2F*; (F k ) x = (3 kN)cos 30° + (§) (5 kN) = 5.598 kN 

+ t(F„) v = 2,F y ; (F R ) y = (3 kN)sen 30° - (f) (5 kN) - 4 kN = -6.50 kN = 6.50 kN j 

Con base en el teorema de Pitagoras, figura 4-37c, la magnitud de 
F r es 

F r = V(F r ) x 2 + lF r ]) y 2 = V(5.598 kN) 2 + (6.50 kN) 2 = 8.58 kN Resp. 

Su direccion 6 es 


6 = tan -1 



tan 1 


6.50 kN \ 
5.598 kN/ 


49.3° 


Resp . 


Suma de momentos. Los momentos de 3 kN y 5 kN con respecto 
al punto O se determinaran mediante el uso de sus componentes % y 
y. Con referenda a la figura 4-37 b, tenemos 


Q+(M r )o = 2M 0 ; 


(M r ) 0 = (3 kN)sen 30°(0.2 m) - (3 kN)cos 30°(0.1 m) + (|) (5 kN)(0.1 m) 

- (f) (5 kN) (0.5 m) - (4 kN)(0.2 m) 
= -2.46 kN • m = 2.46 kN • m ^ Resp. 

Este momento en el sentido de las manecillas del reloj se muestra 
en la figura 4-37c. 

NOTA: observe que la fuerza y el momento de par resultantes en la 
figura 4.37c produciran los mismos efectos externos o reacciones en 
los apoyos que los producidos por el sistema de fuerzas, figura 4-37 a. 



(c) 
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EJEMPLO 4.15 


Reemplace el sistema de fuerza y par que actua sobre el elemento 
de la figura 4-38 a por una fuerza y un momento de par equivalentes 
que actuen en el punto O. 




SOLUCI6N 

Suma de fuerzas. Como las fuerzas del par son de 200 N e igua- 
les pero opuestas, producen una fuerza resultante nula, por lo tanto 
no es necesario considerarlas en la sumatoria de fuerzas. La fuerza 
de 500 N se descompone en sus componentes xy y, por tanto, 

i (Fr)x = ZF X ; (F r ) x = (|) (500 N) = 300 

+ T (F R ) y = (F R ) y = (500 N)(f) - 750 N = -350 N = 350 N| 
A partir de la figura 4-15 b, la magnitud de es 


Fr = V{Fr)} + (F R ) y 2 

= V(300 N) 2 + (350 N) 2 = 461 N 


Y el angulo 6 es 


6 = tan 1 


(F R )y\ 

(Fr)J 


tan 1 


350 N\ 

300 n; 


49.4° 


Resp. 


Resp. 


Suma de momentos. Como el momento de par es un vector 
libre, puede actuar en cualquier punto del elemento. Con referencia 
a la figura 4-38*2, tenemos 


C + (M r )o= + 2M C ; 

(Mr) 0 = (500N)g)(2.5m) - (500N)g)(l m) 

- (750 N)(1.25 m) + 200 N-m 
= -37.5 N-m = 37.5 N-m Resp . 


Este momento en el sentido de las manecillas del reloj se muestra 
en la figura 4-3 8b. 
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EJEMPLO 


El elemento estructural esta sometido al momento de un par M y a 
las fuerzas ¥ 1 y F 2 como se muestra en la figura 4-39 a. Reemplace 
este sistema por una fuerza resultante equivalente y el momento de 
un par que actuen en su base, es decir el punto O. 


SOLUCION (ANALISIS VECTORIAL) 

Los aspectos tridimensionales del problema pueden simplificarse 
mediante un analisis vectorial cartesiano. Al expresar las fuerzas y 
el momento de par como vectores cartesianos tenemos 

F x = {-800k} N 
F 2 = (300N)u C5 


= (300 N)( — 

K r CB 


= 300 N 


{—0.15i + O.lj} m 


{—249.6i + 166.4j} N 


• V( -0.15 m) 2 + (0.1m) 2 
M = —500(|)j + 500(|)k = {—400j + 300k} N-m 

Suma de fuerzas. 

F r = 2F; Fr = Fj + F 2 = -800k - 249.6i + 166.4j 

= {—250i + 166j - 800k} N Resp. 

Suma de momentos. 


Mr o = 2M + SM 0 

Mr d = M + r c X Fj + r B X F 2 

Mr o = (- 400j + 300k) + (lk) X (- 800k) + 


i J k 

-0.15 0.1 1 

-249.6 166.4 0 


= (—400J + 300k) + (0) + (—166.41 - 249.6j) 
= {—166i - 650j + 300k} N-m 

Los resultados se muestran en la figura 4-39 b. 


Resp. 




Fig. 4-39 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F4-25. Reemplace el sistema de cargas por una fuerza F4-28. Reemplace el sistema de cargas por una fuerza 

resultante y un momento de par equivalentes que actuen resultante y un momento de par equivalentes que actuen 

enelpuntoA enelpuntoA 


100 lb 



F4-25 


F4-26. Reemplace el sistema de cargas por una fuerza 
resultante y un momento de par equivalentes que actuen 
en el punto A 




F4-29. Reemplace el sistema de cargas por una fuerza 
resultante y un momento de par equivalentes que actuen 
en el punto O. 


z 



F4-30. Reemplace el sistema de cargas por una fuerza 
resultante y un momento de par equivalentes que actuen 
en el punto O. 


F4-27. Reemplace el sistema de cargas por una fuerza 
resultante y un momento de par equivalentes que actuen 
en el punto A. 



z 



F4-30 
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PROBLEMAS 


*4-104. Reemplace el sistema de fuerzas que actua sobre 
la armadura por una fuerza resultante y un momento de 
par en el punto C. 



•4-105. Reemplace el sistema de fuerzas que actua sobre 
la viga por una fuerza y un momento de par equivalentes 
en el punto A. 

4-106. Reemplace el sistema de fuerzas que actua sobre 
la viga por una fuerza y un momento de par equivalentes 
en el punto B. 


3kN 


2.5 kN 1.5kN 30 c 




_ Ji 



^2m—- 

--4 m-- 

^2 m—- 

\ 


4-107. Reemplace las dos fuerzas por una fuerza resul¬ 
tante y un momento de par equivalentes en el punto O. 
Considere que F = 20 lb. 

*4-108. Reemplace las dos fuerzas por una fuerza resul¬ 
tante y un momento de par equivalentes en el punto O. 
Considere que F = 15 lb. 



Probs. 4-107/108 


•4-109. Reemplace el sistema de fuerzas que actua sobre 
el poste por una fuerza resultante y un momento de par 
equivalentes en el punto A. 


0.5 m 



Probs. 4-105/106 


Prob. 4-109 
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4-110. Reemplace el sistema de fuerza y momento de par 
que actua sobre la viga con voladizo por una fuerza resul- 
tante y un momento de par en el punto A. 


*4-112. Reemplace las dos fuerzas que actuan sobre la 
esmeriladora por una fuerza resultante y un momento de 
par en el punto O. Exprese los resultados en forma vecto¬ 
rial cartesiana. 


30 kN 26 kN 



Prob. 4-110 


z 



4-111. Reemplace el sistema de fuerzas por una fuerza 
resultante y un momento de par en el punto O. 


•4-113. Reemplace las dos fuerzas que actuan sobre el 
poste por una fuerza resultante y un momento de par en 
el punto O. Exprese los resultados en forma vectorial car¬ 
tesiana. 



z 



Prob. 4-111 


Prob. 4-113 
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4-114. Las tres fuerzas actuan sobre el ensamble de 
tubos. Si F 1 = 50 N y F 2 = 80 N, reemplace este sistema 
de fuerzas por una fuerza resultante y un momento de par 
equivalentes que actuen en el punto O. Exprese los resul- 
tados en forma vectorial cartesiana. 


*4-116. Remplace el sistema de fuerzas que actua sobre 
el ensamble de tubos por una fuerza resultante y un 
momento de par en el punto O. Exprese los resultados en 
forma vectorial cartesiana. 


z 



z 



Prob. 4-116 


4-115. Las fuerzas F x y F 2 de las manijas se aplican al 
taladro electrico. Reemplace este sistema de fuerzas por 
una fuerza resultante y un momento de par equivalentes 
que actuen en el punto O. Exprese los resultados en forma 
vectorial cartesiana. 


F 2 = {2j — 4k} N 



•4-117. Se tiene que levantar la losa con las tres eslin- 
gas que se muestran. Reemplace el sistema de fuerzas que 
actua sobre las eslingas por una fuerza y un momento de 
par equivalentes en el punto O. La fuerza F x es vertical. 


z 



Prob. 4-115 


Prob. 4-117 
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4.8 Simplification adicional de un 
sistema de fuerza y par 

En la section anterior desarrollamos una forma de reducir un sistema 
de fuerza y momento de par que actua sobre un cuerpo rigido a una 
fuerza resultante equivalente que actua en un punto especifico O 
y un momento de par resultante (M R ) 0 . El sistema de fuerzas puede 
reducirse aun mas a una sola fuerza resultante equivalente, siempre que 
las lmeas de action de y (M R ) Q sean perpendiculares entre si. Debido 
a esta condition, solamente los sistemas de fuerzas concurrentes, copla- 
nares y paralelos se pueden simplificar aun mas. 

Sistema de fuerzas concurrentes. Como un sistema de fuer¬ 
zas concurrentes es aquel en el que las lmeas de action de todas las 
fuerzas se intersecan en un punto comun O , figura 4-40^; entonces, el 
sistema de fuerzas no produce ningun momento con respecto a este 
punto. En consecuencia, el sistema equivalente puede representarse 
mediante una sola fuerza resultante F^ = 2F que actua en O, figura 
4-40 b. 



f 2 


(a) (b) 

Fig. 4-40 


Sistema de fuerzas coplanares. En el caso de un sistema de 
fuerzas coplanares , las lmeas de action de todas las fuerzas pertenecen 
al mismo piano, figura 4-41^, y por ende la fuerza resultante ¥ R = 2F 
de este sistema tambien se encuentra en el mismo piano. Aun mas, 
el momento de cada una de las fuerzas con respecto a cualquier punto 
O se dirige en forma perpendicular a este piano. Asi, el momento re¬ 
sultante (M#) 0 y la fuerza resultante ¥ R seran mutuamente perpen¬ 
diculares ’, figura 4-41 b. El momento resultante se puede remplazar al 
mover la fuerza resultante F^ a un brazo de momento o distancia per¬ 
pendicular d del punto O , de tal forma que F# produzca el mismo mo¬ 
mento (M^) 0 con respecto al punto O, figura 4-41c. Esta distancia d se 
puede determinar a partir de la ecuacion escalar (M^) 0 = F R d = 
o bien d = ( M R ) 0 /F R . 
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Fig. 4-41 




Sistema de fuerzas paralelas. El sistema de fuerzasparalelas 
que se muestra en la figura 4-42 a consta de fuerzas que son paralelas al 
eje z. Asi, la fuerza resultante F R = 2F en el punto O tambien debe ser 
paralela a este eje, figura 4-426. El momento producido por cada fuer¬ 
za se encuentra en el piano de la placa, por lo que el momento del par 
resultante, (M R ) 0 , tambien estara en este piano, a lo largo del eje de 
momento a puesto que F^ y (M^) 0 son mutuamente perpendiculares. 
En consecuencia, el sistema de fuerzas se puede reducir aun mas a una 
sola fuerza resultante equivalente ¥ R , la cual actua a traves del punto 
P localizado sobre el eje perpendicular 6, figura 4-42c. Para encon- 
trar la distancia d a lo largo de este eje desde el punto O , se emplea 
(M r ) 0 = F R d = o bien d = 2 M Q /F R . 



Fig. 4-42 
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Las cuatro fuerzas de los cables son concurrentes en el punto O 
que se encuentra en la torre de este puente. En consecuencia, 
no producen un momento resultante ahf, solo una fuerza resul- 
tante ¥ R . Observe que los disenadores han colocado los cables 
de manera que F R este dirigida a lo largo de la torre del puente 
y directamente hacia el apoyo, de modo que no cause ninguna 
flexion de la torre. 


Procedimiento para el analisis 


La tecnica para reducir un sistema de fuerzas coplanares o parale- 

las a una sola fuerza resultante sigue un procedimiento similar al 

descrito en la seccion anterior. 

• Establezca los ejes x, y, z y localice la fuerza resultante a 
una distancia arbitraria del origen de coordenadas. 

Suma de fuerzas. 

• La fuerza resultante es igual a la suma de todas las fuerzas en el 
sistema. 

• Para un sistema de fuerzas coplanares, descomponga cada fuer¬ 
za en sus componentes xy y. Las componentes positivas estan 
dirigidas a lo largo de los ejes xy y positivos, y las componentes 
negativas estan dirigidas a lo largo de los ejes xy y negativos. 

Suma de momentos. 

• El momento de la fuerza resultante con respecto al punto O 
es igual a la suma de todos los momentos de par en el sistema, 
mas los momentos con respecto al punto O de todas las fuerzas 
del sistema. 

• Esta condicion de momento se usa para encontrar la ubicacion 
de la fuerza resultante desde el punto O. 
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Aqui, los pesos de los semaforos se reemplazan por su fuerza resultante W R = W 1 + 
W 2 que actua a una distancia d = ( W\d\ + W 2 d 2 )/W R desde O. Ambos sistemas son 
equivalentes. 


Reduccion a una Nave. En general, un sistema tridimensional 
de fuerzas y momentos de par tendra una fuerza resultante equiva- 
lente que actuara en el punto O y un momento de par resultante 
(M R ) 0 que no son perpendiculares entre si, como se muestra en la figu- 
ra 4-43 a. Aunque un sistema de fuerzas como este no se puede reducir 
aun mas a una sola fuerza resultante equivalente, el momento de par 
resultante (M R ) 0 se puede descomponer en sus componentes paralela 
y perpendicular a la linea de accion de ¥ R , figura 4-43a. La componente 
perpendicular M ± se puede reemplazar si movemos ¥ R al punto P, a 
una distancia d desde el punto O a lo largo del eje b , figura 4-43 b. 
Como se ha visto, este eje es perpendicular tanto al eje a como a la 
linea de accion de F^. La ubicacion de P puede determinarse a partir 
de d = M ± /F r . Por ultimo, debido a que My es un vector libre, puede 
moverse hasta el punto P, figura 4-43c. Esta combinacion de una fuer¬ 
za resultante F^ y un momento de par colineal My tendera a rotar y 
trasladar el cuerpo con respecto a su eje, lo cual se denomina Have 
o tornillo. Una Have es el sistema mas simple que puede usarse para 
representar cualquier sistema general de fuerza y momento de par que 
actua sobre un cuerpo. 




Fig. 4-43 
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EJEMPLO 


Reemplace el sistema de fuerza y momento de par que actua sobre 
la viga de la figura 4-44a por una fuerza resultante equivalente y 
encuentre la distancia, medida desde el punto (9, en la que su linea 
de accion interseca con la viga. 


8kN 



(Fr) x = 4.80 kN 


(a) 


(b) 


Fig. 4-44 


SOLUCI6N 

Suma de fuerzas. Si sumamos las componentes de fuerza, 

^ (F k ) x = 2F X ; (F r ) x = 8 kN(|) = 4.80 kN - 

+ t(F«) v = 2 F y ; (F R ) y = -4 kN + 8 kNg) = 2.40 kNt 

Con base en la figura 4-44 b, la magnitud de ¥ R es 

F r = V(4.80 kN) 2 + (2.40 kN) 2 = 5.37 kN Resp. 
El angulo 6 es 

'2.40 kN N 


6 = tan 


-l 


4.80 kN 


= 26.6° 


Resp . 


Suma de momentos. Debemos igualar el momento de res- 
pecto al punto O de la figura 4-44 b con la suma de los momentos 
del sistema de fuerza y momento de par respecto al punto O que se 
muestra en la figura 4-44 a. Como la linea de accion de (F R ) x actua 
a traves del punto O , solo (¥ R ) y produce un momento con respecto a 
este punto. Por lo tanto, 

C +(Mr) 0 = 2.40 kN (d) = -(4 kN)(1.5 m) - 15 kN-m 

-[8 kN(f)] (0.5 m) + [8 kN(f)](4.5 m) 

d = 2.25 m Resp . 
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EJEMPLO 4.18 


La grua fija que se muestra en la figura A-A5a esta sometida a tres 
fuerzas coplanares. Reemplace esta carga por una fuerza resultan- 
te equivalente y especifique en que punto la lmea de accion de la 
resultante interseca a la columna AB y a la pluma BC. 


SOLUCI6N 

Suma de fuerzas. A1 descomponer la fuerza de 250 lb en sus 
componentes v y y y al sumar las componentes de fuerza se obtiene 

F R[ = 2 F x \ F Rx = -250 lb(|) - 175 lb = -325 lb = 325 lb • 

+ T F R y = ZF y ; F Ry = -250 lb(f) - 60 lb = -260 lb = 260 lb I 

Como se muestra en la figura 4-456, mediante la suma vectorial, 


F r = V(325 lb) 2 + (260 lb) 2 = 416 lb 


6 = tan 


_ x ( 260 lb 
325 lb 


= 38.7° 9^ 


Resp. 

Resp. 



(a) 


Suma de momentos. Los momentos se sumaran con respecto al 
punto A. Suponiendo que la lmea de accion de ¥ R interseca AB a 
una distancia y desde A , figura 4-456, tenemos 


C +M Ra = 325 lb (y) + 260 lb (0) 

= 175 lb (5 pies) - 60 lb (3 pies) + 250 lb(|)(ll pies) - 250 lb(§)(8 pies) 

y = 2.29 pies Resp. 



(b) 


Fig. 4-45 


Por el principio de transmisibilidad, F^ puede colocarse a una dis¬ 
tancia x donde interseca a BC, figura 4-456. En este caso tenemos 

C +Mr a = 325 lb (11 pies) - 260 lb (x) 

= 175 lb (5 pies) - 60 lb (3 pies) + 250 lb(§)(11 pies) - 250 lb(f)(8 pies) 

x = 10.9 pies Resp. 
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EJEMPLO 4.19 


La losa que se muestra en la figura 4-4 6a esta sometida a cuatro 
fuerzas paralelas. Determine la magnitud y la direccion de una fuer- 
za resultante equivalente al sistema de fuerzas dado y localice su 
punto de aplicacion sobre la losa. 


z z 



SOLUCI6N (ANALISIS ESCALAR) 

Suma de fuerzas. A partir de la figura 4-46;/. la fuerza resultante es 

+ T F r = 2F; ~ F r = -600 N + 100 N - 400 N - 500 N 

= -1400 N = 1400 NI Resp. 

Suma de momentos. Requerimos que el momento con respecto 
al eje v de la fuerza resultante, figura 4-4 6b, sea igual a la suma de 
los momentos con respecto al eje v de todas las fuerzas presentes 
en el sistema, figura 4-46a. Los brazos de momento se determinan a 
partir de las coordenadas y, dado que esas coordenadas representan 
las distanciasperpendiculares desde el eje v hasta las lmeas de accion 
de las fuerzas. Si usamos la regia de la mano derecha, tenemos 

{M r ) x = EM X ; 

-(1400 N )y = 600 N(0) + 100 N(5 m) - 400 N(10 m) + 500 N(0) 
-1400y = -3500 y = 2.50 m Resp . 

Del mismo modo, una ecuacion de momentos se puede escribir 
con respecto al eje y mediante brazos de momento definidos por 
las coordenadas % de cada fuerza. 

(M R )y = EM,; 

(1400 N)jc = 600 N(8 m) - 100N(6m) + 400 N(0) + 500 N(0) 

1400x = 4200 

i = 3m Resp. 

NOTA: por lo tanto, una fuerza de F R = 1400 N colocada en el punto 
P(3.00 m, 2.50 m) sobre la losa, figura 4-4 6b, es equivalente al sistema 
de fuerzas paralelas que actua sobre la losa en la figura 4-4 6a. 
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EJEMPLO 4.20 


Reemplace el sistema de fuerzas que se muestra en la figura 4-47*2 ^ z 

r i -7 . r . , F A = 300 lb 

por una fuerza resultante equivalente y especmque su punto de 


aplicacion sobre el pedestal. 


F c = 100 lb 


SOLUCION 

Suma de fuerzas. A continuacion mostraremos un analisis vec- 4 
torial. A1 sumar fuerzas, 

F r = SF; = F A + F B + F c 

= {-300k} lb + {-500k} lb + {100k} lb 
= {-700k} lb Resp. 

Ubicacion. Los momentos se sumaran con respecto al punto O. Se 
supone que la fuerza resultante F^ actua a traves del punto P(x, y, 0), 
figura 4-476. Asi, 

(Mr)o = SM 0 ; 

y p X F r = (r A X F a ) + (r s X F b ) + (r c X F c ) 

(xi + yj) X (-700k) = [(4i) X (-300k)] 

+ [(— 4i + 2j) X (-500k)] + [(—4j) X (100k)] 

-700x(i X k) - 700y(j X k) = -1200(i X k) + 2000(i X k) 

- 1000(j X k) - 400(j X k) 

700xj - 700yi = 1200j - 2000j - lOOOi - 400i 

Al igualar las componentes de i y j, 

—700y = -1400 (1) 

y = 2 pulg Resp. 

700 y = -800 (2) 

x = -1.14 pulg Resp. 

El signo negativo indica que la coordenada x del punto P es nega- 
tiva. 

NOTA: tambien es posible establecer directamente las ecuaciones 
1 y 2 al sumar los momentos con respecto a los ejes x y y. Con la 
regia de la mano derecha, tenemos 


(M r ) x = 2M,; 

(M R )y = 2M y ; 


-7(% = -100 lb(4 pulg) - 500 lb(2 pulg) 
700x = 300 lb(4 pulg) - 500 lb(4 pulg) 


F r = 500 lb 

7 pulg 



(a) 



(b) 

Fig. 4-47 
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Capitulo 4 Resultantes de sistemas de fuerzas 


PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F4-31. Reemplace el sistema de cargas por una fuer- 
za resultante equivalente y especifique el punto, medido 
desde O , donde la lfnea de accion de la resultante inter- 
seca a la viga. 




F4-31 


x 


F4-32. Reemplace el sistema de cargas por una fuer- 
za resultante equivalente y especifique el punto, medido 
desde A , donde la lfnea de accion de la resultante interseca 
al elemento. 



F4-33. Reemplace el sistema de cargas por una fuer- 
za resultante equivalente y especifique el punto, medido 
desde A , donde la lfnea de accion de la resultante interseca 
al elemento. 



F4-34. Reemplace el sistema de cargas por una fuer- 
za resultante equivalente y especifique el punto, medido 
desde A, donde la lfnea de accion de la resultante interseca 
al elemento AB. 


y 



F4-35. Reemplace las cargas mostradas por una sola 
fuerza resultante equivalente y especifique las coordena- 
das x y y de su lfnea de accion. 



F4-36. Reemplace las cargas mostradas por una sola 
fuerza resultante equivalente y especifique las coordena- 
das x y y de su lfnea de accion. 


z 



B 


F4-33 


x 


F4-36 
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PROBLEMAS 


4-118. Se muestran los pesos de los diferentes compo- 
nentes del camion. Reemplace este sistema de fuerzas por 
una fuerza resultante equivalente y especifique su ubica- 
cion medida desde B. 

4-119. Se muestran los pesos de los diferentes compo- 
nentes del camion. Reemplace este sistema de fuerzas por 
una fuerza resultante equivalente y especifique su ubica- 
cion medida desde el punto A. 



*4-120. El sistema de fuerzas paralelas actua sobre la 
parte superior de la armadura Warren. Determine la fuer¬ 
za resultante equivalente del sistema y especifique su ubi- 
cacion medida desde el punto A. 


2kN 



•4-121. El sistema de cuatro fuerzas actua sobre la arma¬ 
dura para techo. Determine la fuerza resultante equiva¬ 
lente y especifique su ubicacion a lo largo de AB y medida 
desde el punto A. 


200 lb 



4-122. Reemplace el sistema de fuerza y par que actua 
sobre el bastidor por una fuerza resultante equivalente y 
especifique el punto, medido desde A, donde la linea de 
accion de la resultante interseca al elemento AB. 

4-123. Reemplace el sistema de fuerza y par que actua 
sobre el bastidor por una fuerza resultante equivalente y 
especifique el punto, medido desde B, donde la lmea de 
accion de la resultante interseca al elemento BC. 



Prob. 4-120 


Probs. 4-122/123 
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Capitulo 4 Resultantes de sistemas de fuerzas 


*4-124. Reemplace el sistema de fuerza y momento de 
par que actua sobre la viga con voladizo por una fuerza 
resultante, ademas especifique su ubicacion medida desde 
el punto A a lo largo de AB. 



Prob. 4-124 


•4-125. Reemplace el sistema de fuerzas que actua sobre 
el bastidor por una fuerza resultante equivalente y especi¬ 
fique el punto, medido desde el punto A, donde la linea de 
accion de la resultante interseca al elemento AB. 

4-126. Reemplace el sistema de fuerzas que actua sobre 
el bastidor por una fuerza resultante equivalente y especi¬ 
fique el punto, medido desde el punto B, donde la linea de 
accion de la resultante interseca al elemento BC. 


4-127. Reemplace el sistema de fuerzas que actua sobre 
el poste por una fuerza resultante y especifique el punto, 
medido desde el punto A, donde su linea de accion inter¬ 
seca al poste AB. 

*4-128. Reemplace el sistema de fuerzas que actua sobre 
el poste por una fuerza resultante y especifique el punto, 
medido desde el punto B, donde su linea de accion inter¬ 
seca al poste AB. 


0.5 m 



•4-129. La losa de un edificio esta sometida a cuatro car- 
gas de columnas paralelas. Determine la fuerza resultante 
equivalente y especifique su ubicacion (x, y) sobre la losa. 
Considere que F 1 = 30 kN y F 2 = 40 kN. 

4-130. La losa de un edificio esta sometida a cuatro car- 
gas de columnas paralelas. Determine la fuerza resultante 
equivalente y especifique su ubicacion (x, y ) sobre la losa. 
Considere que F 1 = 20 kN y F 2 = 50 kN. 




Probs. 4-125/126 


Probs. 4-129/130 
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4.131. El ducto soporta las cuatro fuerzas paralelas. 
Determine las magnitudes de las fuerzas F c y F D que 
actuan en C y D de manera que la fuerza resultante equi- 
valente al sistema de fuerzas actue a traves del punto 
medio O del ducto. 


z 



*4-132. Tres fuerzas paralelas de atornillado actuan 
sobre la placa circular. Determine la fuerza resultante y 
especifique su ubicacion (x, y) sobre la placa. F A = 200 lb, 
F b = 100 lb y F c = 400 lb. 

•4-133. Las tres fuerzas paralelas de atornillado actuan 
sobre la placa circular. Si la fuerza en A tiene una magni- 
tud de F a = 200 lb, determine las magnitudes de F B y F c 
de manera que la fuerza resultante F R del sistema tenga 
una lmea de accion que coincida con el eje y. Sugerencia: 
se requiere que = 0 y = 0. 


z 



4-134. Si F a = 40 kN y F B = 35 kN, determine la magni- 
tud de la fuerza resultante y especifique la ubicacion de su 
punto de aplicacion (x, y) sobre la losa. 

4-135. Si se requiere que la fuerza resultante actue en el 
centro de la losa, determine la magnitud de las cargas de 
columna F^yF 5 asi como la magnitud de la fuerza resul¬ 
tante. 


z 



Probs. 4-134/135 


*4-136. Reemplace el sistema de fuerzas paralelas que 
actua sobre la placa por una fuerza resultante y especifi¬ 
que su ubicacion sobre el piano x-z. 


z 



Probs. 4-132/133 


Prob. 4-136 
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Capitulo 4 Resultantes de sistemas de fuerzas 


•4-137. Si F a = 7 kN y F B = 5 kN, represente el siste- 
ma de fuerzas que actua sobre los voladizos mediante una 
fuerza resultante y especifique su ubicacion sobre el piano 

x-y- 

4-138. Determine las magnitudes de y ¥ B de modo 
que la fuerza resultante pase a traves del punto O de la 
columna. 


z 



4-139. Reemplace el sistema de fuerza y momento de 
par que actua sobre el bloque rectangular por una Have. 
Especifique la magnitud de la fuerza y del momento de 
par de la Have, asf como el punto donde su lmea de accion 
interseca el piano x-y. 


z 



*4-140. Reemplace las tres fuerzas que actuan sobre la 
placa por una Have. Especifique la magnitud de la fuer¬ 
za y del momento de par para la Have, asf como el punto 
P(y, z) donde su lmea de accion interseca la placa. 


z 



•4-141. Reemplace las tres fuerzas que actuan sobre la 
placa por una Have. Especifique la magnitud de la fuer¬ 
za y del momento de par para la Have, asf como el punto 
P(jc, y) donde su lmea de accion interseca la placa. 



Prob. 4-139 


Prob. 4-141 
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4.9 Reduccion de una carga simple 
distribuida 

En ocasiones, un cuerpo puede estar sometido a una carga que se 
encuentra distribuida por toda su superficie. Por ejemplo, la presion 
del viento sobre la superficie de un senalamiento, la presion del agua 
dentro de un tanque, o el peso de la arena sobre el piso de un conte - 
nedor de almacenaje, son todas car gas distribuidas. La presion ejerci- 
da sobre cada punto de la superficie indica la intensidad de la carga. 
Esta se mide por pascales Pa (o N/m 2 ) en unidades SI o lb/pie 2 en el 
sistema de uso comun en Estados Unidos. 


p 



Carga uniforme a lo largo de un solo eje. El tipo mas 
comun de carga distribuida que se encuentra en la practica de la inge- 
nieria es una carga uniforme a lo largo de un solo eje*. Por ejemplo, 
considere la viga (o placa) de la figura 4-48^ que tiene un ancho cons- 
tante y esta sometida a una carga de presion que varia solo a lo largo 
del eje %. Esta carga se puede describir mediante la funcion p = p(x) 
N/m 2 . Contiene solo una variable x, y por esa razon tambien podemos 
representarla como una carga distribuida coplanar. Para esto, multi- 
plicamos la funcion de carga por el ancho b m de la viga, de modo que 
w(x) = p(x)b N/m, figura 4-4 8b. Con los metodos de la seccion 4.8, 
podemos reemplazar este sistema de fuerzas paralelas coplanares por 
una sola fuerza resultante equivalente F R que actua en una ubicacion 
especifica sobre la viga, figura 4-48c. 

Magnitud de la fuerza resultante. A partir de la ecuacion 
4-17 (F r = 2F), la magnitud de F R es equivalente a la suma de todas 
las fuerzas en el sistema. En este caso, debemos usar integration pues- 
to que hay un numero infinito de fuerzas paralelas dF que actuan 
sobre la viga, figura 4-48 b. Como dF actua sobre un elemento de longi- 
tud dx , y w(x) es una fuerza por unidad de longitud, entonces dF = 
w(x) dx = dA. En otras palabras, la magnitud de dF se determina a 
partir del area diferencial sombreada dA bajo la curva de carga. Para 
toda la longitud L. 



w 



Fig. 4-48 


+ |F* = 2F; 


F R = / w(x) dx = 

II 

JL 

JA 


(4-19) 


Por consiguiente, la magnitud de la fuerza resultante es igual al area total 
A bajo el diagrama de carga , figura 4-48c. 


*E1 caso mas general de una superficie con carga no uniforme que actua sobre un 
cuerpo esta considerado en la seccion 9.5. 
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Capitulo 4 Resultantes de sistemas de fuerzas 


p 



w 



w 



Ubicacion de la fuerza resultante. Aplicando la ecuacion 
4-17 (M# 0 = 2M 0 ), la ubicacion x de la lmea de accion de puede 
determinarse igualando los momentos de la fuerza resultante y de la 
distribution de fuerzas con respecto al punto O (el eje y). Como d¥ 
produce un momento de x dF = xw(x) dx con respecto a O , figura 
4-4 8b, entonces, para toda la longitud, figura 4-48c. 

C + (M R ) () = - xF r = -J xw(x) dx 

Al despejar x de la ecuacion 4-19, tenemos 



xw(x) dx 

L _ J / 

x dA 

i 

X 

J 

1 w(x) dx J 

^ dA 

A 


(4-20) 


Esta coordenadaL, ubica el centro geometrico o centroide del area bajo 
el diagrama de carga distribuida. En otras palabras , la fuerza resultante 
tiene una lmea de accion que pasa por el centroide C (centro geometrico) 
del area bajo el diagrama de carga , figura 4-48c. En el capitulo 9 se pro- 
porciona un tratamiento detallado de las tecnicas de integration para 
encontrar la ubicacion de centroides de areas. Sin embargo, en muchos 
casos el diagrama de carga distribuida tiene la forma de un rectangu- 
lo, de un triangulo, o algun otro cuerpo geometrico simple. La ubica¬ 
cion de los centroides para formas tan comunes no tiene que determi¬ 
narse con la ecuacion anterior sino que pueden obtenerse directamente 
de las tablas que aparecen en el forro interior de la contraportada de 
este libro. 

Una vez determinada x, por simetria, ¥ R pasa a traves del punto 
(x, 0) sobre la superficie de la viga, figura 4-48tz. Por lo tanto, en este 
caso, la fuerza resultante tiene una magnitud igual al volumen bajo la 
curva de carga p = p{x) y una linea de accion que pasa por el centroide 
(centro geometrico) de este volumen. 



La viga que soporta esta pila de madera 
esta sometida a una carga uniforme de w 0 . 
Por lo tanto, la fuerza resultante es igual al 
area bajo el diagrama de carga F R = w 0 b. 
Esta fuerza actua a traves del centroide o 
centro geometrico del area, a una distancia 
b /2 desde el soporte. 


Puntos importantes 


• Las cargas distribuidas coplanares se definen con una funcion 
de carga w = w(x) que indica la intensidad de la carga a lo 
largo de la longitud del elemento. Esta intensidad se mide en 
N/m o lb/pie. 

• Los efectos externos causados por una carga distribuida copla- 
nar que actua sobre un cuerpo pueden representarse por medio 
de una sola fuerza resultante. 

• Esta fuerza resultante es equivalente al area bajo el diagrama 
de carga, y tiene una lmea de accion que pasa por el centroide o 
centro geometrico de esta area. 

















































4.9 ReducciOn de UNA carga simple distribuida 


185 


EJEMPLO 4.21 


Determine la magnitud y la ubicacion de la fuerza resultante equi- 
valente que actua sobre la flecha de la figura 4-49 a. 


w w 




Fig. 4-49 


SOLUCION 

Como w = w(x) esta dada, este problema se resolvera por integra- 
cion. 

El elemento diferencial tiene un area dA = w dx = 60x 2 dx. Si se 
aplica la ecuacion 4-19, 


+ 1 F r = 2F; 
F r = J^dA = 
= 160 N 


60x 2 dx = 60 —- 


2m rd 23 ° 3 

= 60 — - — 


Resp . 


La ubicacion ideF^ medida desde O , figura 4-495, se determina 
con la ecuacion 4-20. 



p2 m 


x(60x 2 ) dx 


160 N 



160 N 



160 N 


= 1.5 m 


Resp . 


NOTA: estos resultados pueden verificarse mediante la tabla que 
se proporciona en el forro interior de la contraportada de este libro, 
donde se muestra que para un area exparabolica de longitud a , altu- 
ra 5, y el perfil que se muestra en la figura 4-49^, tenemos 


A 


ab 2 m(240 N/m) _ 3 

— =---= 160 N y x = — a 

3 3 J 4 


3 

4 


(2 m) = 1.5 m 
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EJEMPLO 4.22 


Una carga distribuida de p = (80(k) Pa actua sobre la superficie 
superior de la viga que se muestra en la figura 4-50*2. Determine la 
magnitud y la ubicacion de la fuerza resultante equivalente. 



SOLUCI6N 



Como la intensidad de la carga es uniforme a lo largo del ancho de 
la viga (el eje y), la viga puede verse en dos dimensiones, como se 
muestra en la figura 4-50 b. Aqui 

w = (800* N/m 2 ) (0.2 m) 

= (160x) N/m 


Observe que w = 1440 N/m en x = 9 m. Aunque podemos aplicar 
de nuevo las ecuaciones 4-19 y 4-20 como en el ejemplo anterior, es 
mas sencillo utilizar la tabla que aparece en el forro interior al final 
del libro. 

La magnitud de la fuerza resultante es equivalente al area bajo el 
triangulo. 



Fig. 4-50 


F r = 1(9 m)(1440 N/m) = 6480 N = 6.48 kN Resp. 

La linea de accion de ¥ R pasa por el centroide C de este triangulo. 
Por consiguiente 


x = 9 m - |(9 m) = 6 m 


Resp . 


Estos resultados se muestran en la figura 4-50c. 

NOTA: tambien podemos considerar que la resultante F# actua a 
traves del centroide del volumen del diagrama de carga p = p(x) en 
la figura 4-50*2. Por lo tanto F# corta el piano x-y en el punto (6 m, 
0). Ademas, la magnitud de F# es igual al volumen bajo el diagrama 
de carga; es decir, 


Fr = V = 1(7200 N/m 2 )(9 m)(0.2 m) = 6.48 kN Resp. 
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EJEMPLO 4.23 


El material granular ejerce una carga distribuida sobre la viga como 
se muestra en la figura 4-51 a. Determine la magnitud y la ubicacion 
de la resultante equivalente de esta carga. 

100 lb/pie 

SOLUCI6N 

El area del diagrama de carga es un trapecio y, por ello, la solucion 
puede obtenerse directamente con las formulas de areas y centroi- 
des para un trapecio enlistadas en el forro interior al final del libro. 
Como estas formulas no son faciles de recordar, resolveremos este 
problema con las areas “compuestas”. Para esto dividiremos la carga 
del trapecio en una carga rectangular y en una carga triangular como 
se muestra en la figura 4-51 b. La magnitud de la fuerza representada 
por cada una de esas cargas es igual a su area asociada, 

F 1 = 5(9 pies)(50 lb/pie) = 2251b 

F 2 = (9 pies)(50 lb/pie) = 4501b 

Las lmeas de accion de estas fuerzas paralelas actuan a traves del cen- 
troide de sus areas asociadas y, por lo tanto, intersecan la viga en 

x 1 = \(9 pies) = 3 pies 

x 2 = \(9 pies) = 4.5 pies 

Las dos fuerzas paralelas ¥ 1 y F 2 pueden reducirse a una sola fuerza 
resultante F^. La magnitud de F R es 



50 lb /pie 
50 lb /pie ^4 




+ = 2F; 


F r = 225 + 450 = 675 lb 


Resp. 


Con referencia al punto A, figuras 4-51 b y 4-51c, podemos encon- 
trar la ubicacion de F^. Requerimos que 


100 lb/pie 


t+M R = SM,; 


x(675) = 3(225) 
x = 4 pies 


4.5(450) 


Resp. 


NOTA: el area trapecial que se indica en la figura 4-51 a tambien 
puede ser dividida en dos areas triangulares, como se muestra en la 
figura 4-51 d. En este caso 

F 3 = |(9 pies)(100 lb/pie) = 4501b 

F 4 = |(9 pies)(50 lb/pie) = 2251b 

y 

x 3 = 1(9 pies) = 3 pies 

x 4 = 9 pies - |(9 pies) = 6 pies 

NOTA: con estos resultados, muestre que de nuevo F R = 675 lb y 
x = 4 pies. 



50 lb/pie 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F4-37. Determine la fuerza resultante y especifique el 
punto, medido desde A, donde dicha fuerza actua sobre 
la viga. 


F4-40. Determine la fuerza resultante y especifique el 
punto, medido desde A, donde dicha fuerza actua sobre 
la viga. 


9 kN/m 



F4-38. Determine la fuerza resultante y especifique el 
punto, medido desde A, donde dicha fuerza actua sobre 
la viga. 


F4-41. Determine la fuerza resultante y especifique el 
punto, medido desde A, donde dicha fuerza actua sobre 
la viga. 



6 kN/m 



F4-41 


F4-39. Determine la fuerza resultante y especifique el 
punto, medido desde A, donde dicha fuerza actua sobre 
la viga. 


F4-42. Determine la fuerza resultante y especifique el 
punto, medido desde A, donde dicha fuerza actua sobre 
la viga. 


6 kN/m 



w 



F4-39 


F4-42 
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PROBLEMAS 


4-142. Reemplace la carga distribuida por una fuerza 
resultante equivalente y especifique su ubicacion sobre la 
viga, medida desde el punto A. 


•4-145. Reemplace la carga distribuida por una fuerza 
resultante equivalente y especifique su ubicacion sobre la 
viga, medida desde el punto A. 



4-143. Reemplace la carga distribuida por una fuerza 
resultante equivalente y especifique su ubicacion sobre la 
viga, medida desde el punto A. 


8 kN/m 



Prob. 4-143 


4-146. En la figura se muestra la distribucion de carga del 
suelo sobre la base de una losa de un edificio. Reemplace 
esta carga por una fuerza resultante equivalente y especifi¬ 
que su ubicacion, medida desde el punto O. 



12 pies -4'-9 pies-* 


Prob. 4-146 


*4-144. Reemplace la carga distribuida por una fuerza 
resultante equivalente y especifique su ubicacion medida 
desde el punto A. 


800 N/m 



4-147. Determine las intensidades uq y w 2 de la carga 
distribuida que actua sobre la parte inferior de la losa, de 
modo que esta carga tenga una fuerza resultante equiva¬ 
lente que sea igual pero opuesta a la resultante de la carga 
distribuida que actua en la parte superior de la losa. 



Prob. 4-144 


Prob. 4-147 
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*4-148. Los ladrillos sobre la parte superior de la viga y 
los soportes en la parte inferior producen la carga distri- 
buida que se muestra en la segunda figura. Determine la 
intensidad requerida w y la dimension d del soporte dere- 
cho para que la fuerza y el momento de par resultantes 
con respecto al punto A del sistema sean ambos iguales 
a cero. 



4-150. La viga esta sometida a la carga distribuida que 
se muestra. Determine la longitud b de la carga uniforme 
y su posicion a sobre la viga, de manera que la fuerza y el 
momento de par resultantes que actuan sobre la viga sean 
iguales a cero. 



Prob. 4-150 


•4-149. La presion del viento que actua sobre un senala- 
miento triangular es uniforme. Reemplace esta carga por 
una fuerza resultante y un momento de par equivalentes 
en el punto O. 


4-151. En la actualidad, 85 por ciento de todas las lesio- 
nes de cuello son causadas por colisiones en la parte tra- 
sera de un automovil. Para mitigar este problema se ha 
desarrollado un respaldo para los asientos de automo¬ 
vil, el cual proporciona una presion adicional de contacto 
con el craneo. Durante las pruebas din arnicas se ha gra- 
ficado y demostrado que la distribucion de carga sobre el 
craneo es parabolica. Determine la fuerza resultante equi- 
valente y su ubicacion medida desde el punto A. 


z 




12(1 + 2x 2 ) lb/pie 


Prob. 4-149 


Prob. 4-151 
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*4-152. El viento ha depositado arena sobre una pla- 
taforma de manera que la intensidad de la carga se 
puede aproximar mediante la funcion w = (0.5x 3 ) N/m. 
Simplifique esta carga distribuida a una fuerza resultante 
equivalente y especifique su magnitud y ubicacion medida 
desde A. 



4-154. Reemplace la carga distribuida por una fuerza 
resultante equivalente y especifique su ubicacion, medida 
desde el punto A y sobre la viga. 


w 



•4-153. El concreto humedo ejerce una presion distribui¬ 
da a lo largo de la pared de la cimbra. Determine la fuerza 
resultante de esta distribucion, y especifique la altura h en 
que debe colocarse el puntal de soporte de modo que este 
posicionado sobre la linea de accion de la fuerza resultan¬ 
te. La pared tiene una anchura de 5 m. 


4-155. Reemplace la carga por una fuerza resultante y un 
momento de par equivalentes en el punto A. 

*4-156. Reemplace la carga por una fuerza resultante y 
un momento de par equivalentes en el punto B. 



Prob. 4-153 


Probs. 4-155/156 
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•4-157. La fuerza de sustentacion a lo largo del ala de un 
avion de propulsion a chorro consta de una distribucion 
uniforme a lo largo de AB , y una distribucion semipara- 
bolica a lo largo de BC con origen en B. Reemplace esta 
carga por una sola fuerza resultante y especifique su ubica- 
cion medida desde el punto A. 


w 



4-158. La carga distribuida actua sobre la viga como se 
muestra en la figura. Determine la magnitud de la fuerza 
resultante equivalente y especifique el punto donde actua, 
medido desde el punto A. 

4-159. La carga distribuida actua sobre la viga como se 
muestra en la figura. Determine la intensidad maxima 
i^max- /.Cual es la magnitud de la fuerza resultante equiva¬ 
lente? Especifique el punto donde actua, medido desde el 
punto B. 


*4-160. La carga distribuida actua sobre la viga como se 
muestra en la figura. Determine la magnitud de la fuerza 
resultante equivalente y especifique su ubicacion, medida 
desde el punto A. 


w 



Prob. 4-160 


•4-161. Si la distribucion de la reaccion del suelo por uni- 
dad de longitud sobre el tubo puede aproximarse como se 
muestra en la figura, determine la magnitud de la fuerza 
resultante producida por esta carga. 




Probs. 4-158/159 


Prob. 4-161 
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REPASO DEL CAPITULO 


Momento de fuerza-Definicion escalar 

Una fuerza produce un efecto rotatorio 
o momento con respecto a un punto O 
que no se encuentra sobre su lfnea de 
accion. En forma escalar, la magnitud 
del momento es el producto de la fuer¬ 
za y el brazo de momento o la distancia 
perpendicular desde el punto O hasta la 
lfnea de accion de la fuerza. 


M 0 = Fd 


Eje de momento 



La direction del momento se define con 
la regia de la mano derecha. M 0 siem- 
pre actua a lo largo de un eje perpen¬ 
dicular al piano que contiene a F y d, y 
pasa por el punto O. 


En lugar de calcular d , normalmen- 
te es mas facil descomponer la fuerza 
en sus componentes x y y, determinar 
el momento de cada componente con 
respecto al punto, y luego sumar los re- 
sultados. Esto se llama el principio de 
momentos. 


M 0 = Fd = F x y - F y x 



O 


Momento de una fuerza-Definicion 
vectorial 


F 


x 


Como por lo general la geometria tri¬ 
dimensional es mas dificil de visuali- 
zar, puede usarse el producto cruz para 
determinar el momento. M 0 = rXF, 
donde r es un vector de posicion que se 
extiende desde el punto O hasta cual- 
quier punto sobre la lfnea de accion 
de F. 


Mo = r A X F = X F = r c X F 


Si el vector de posicion r y la fuerza F 
se expresan como vectores cartesianos, 
entonces el producto cruz se obtiene 
del desarrollo de un determinante. 


M 0 = r X F 


r x 

F x 


j 

r y 

Fy 


k 


r z 

F z 


z 
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Momento con respecto a un eje 

Si el momento de una fuerza F se va 
a determinar con respecto a un eje 
arbitrario a , entonces debe obtener- 
se la proyeccion del momento sobre 
el eje. Teniendo en cuenta que la 
distancia d a que es perpendicular 
tanto a la lmea de accion de la fuerza 
como al eje, entonces el momento de 
la fuerza con respecto al eje puede 
determinarse a partir de una ecua- 
cion escalar. 


M a = Fd a 



a 


Observe que cuando la lmea de 
accion de F interseca el eje, el 
momento de F con respecto al eje 
es igual a cero. Ademas, cuando la 
lmea de accion de F es paralela al 
eje, el momento de F con respecto 
al eje es igual a cero. 


En tres dimensiones, debe usarse el 
triple producto vectorial. Aqui, u a 
es el vector unitario que especifi- 
ca la direccion del eje y r es un vec¬ 
tor de posicion que esta dirigido 
desde cualquier punto sobre el eje 
hacia cualquier punto sobre la lmea 
de accion de la fuerza. Si M a se calcu- 
la como un escalar negativo, enton¬ 
ces el sentido de direccion de M a es 
opuesto a u a . 


M a = iv (r X F) 


^ d x 

r x 


Momento de par 


Un par consta de dos fuerzas iguales 
pero opuestas que actuan separadas 
por una distancia perpendicular d. 
Los pares tienden a producir una 
rotacion sin traslacion. 


M = Fd 


Ua : 

r v 


La magnitud del momento de par es 
M = Fd , y su direccion se estable- 
ce por medio de la regia de la mano 
derecha. 


Si se usa el producto cruz vectorial 
para determinar el momento del par, 
entonces r se extiende desde cual¬ 
quier punto sobre la lmea de accion 
de una de las fuerzas hacia cualquier 
punto sobre la lmea de accion de la 
otra fuerza F que se emplea en el 
producto cruz. 


M = r X F 
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Simplificacion de un sistema 
de fuerza y par 

Cualquier sistema de fuerzas y pares 
puede reducirse a una sola fuerza re- 
sultante y a un momento de par resul- 
tante que actuan en un punto. La 
fuerza resultante es la suma de todas 
las fuerzas presentes en el sistema, 
F r = 2F, y el momento de par resul¬ 
tante es igual a la suma de todos los 
momentos de las fuerzas con respec- 
to al punto y todos los momentos de 
par. M Ro = + 2M. 



Una simplificacion adicional a una 
sola fuerza resultante es posible 
siempre que el sistema de fuerzas 
sea concurrente, coplanar o parale- 
lo. Para encontrar la ubicacion de 
la fuerza resultante desde un punto, 
es necesario igualar el momento de 
la fuerza resultante con respecto al 
punto al momento de las fuerzas y 
pares presentes en el sistema con 
respecto al mismo punto. 




Si la fuerza y el momento del par 
resultantes no son perpendiculares 
entre si, entonces este sistema se 
puede reducir a una Have, la cual 
consta de la fuerza resultante y un 
momento de par colineal. 


F R 



Carga distribuida coplanar 


Una carga simple distribuida puede 
representarse mediante una fuerza 
resultante, la cual es equivalente 
al area bajo la curva de carga. Esta 
resultante tiene una lrnea de accion 
que pasa por el centroide o centro 
geometrico del area o el volumen 
bajo el diagrama de carga. 


w 



L 
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PROBLEMAS DE REPASO 


4-162. La viga esta sometida a la carga parabolica. 
Determine un sistema de fuerza y par equivalente en el 
punto A. 


*4-164. Determine los angulos directores coordenados 
a, /3, y de F, que se aplica en el extremo del ensamble de 
tubos, de manera que el momento de F con respecto a O 
sea igual a cero. 

•4-165. Determine el momento de la fuerza F con respec¬ 
to al punto O. La fuerza tiene angulos directores coorde¬ 
nados de a = 60°, /3 = 120°, y = 45°. Exprese el resultado 
como un vector cartesiano. 



4-163. Dos pares actuan sobre el bastidor. Si el momento 
de par resultante debe ser igual a cero, determine la dis- 
tancia d entre las fuerzas de par de 100 lb. 


4-166. El brazo telescopico se extiende hasta la posi- 
cion mostrada. Si el trabajador pesa 160 lb, determine el 
momento de esta fuerza con respecto a la conexion en A. 



Prob. 4-163 


Prob. 4-166 
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4-167. Determine el momento de la fuerza F c con res- 
pecto a la bisagra en el punto A de la puerta. Exprese el 
resultado como un vector cartesiano. 

*4-168. Determine la magnitud del momento de la fuer¬ 
za F c , con respecto al eje articulado aa de la puerta. 


4-171. Reemplace la fuerza que actua en A por una 
fuerza resultante y un momento de par equivalentes en el 
punto P. Exprese los resultados en forma vectorial carte- 
siana. 




Probs. 4-167/168 


•4-169. Exprese el momento del par que actua sobre el 
ensamble de tubos en forma vectorial cartesiana. Resuelva 
el problema (a) con la ecuacion 4-13 y ( b ) sume el momen¬ 
to de cada fuerza con respecto al punto O. Considere que 
F = {25k} N. 

4-170. Si el momento de par que actua sobre el tubo 
tiene una magnitud de 400 N • m, determine la magnitud 
F de la fuerza vertical aplicada a cada Have. 


*4-172. La fuerza horizontal de 30 N actua sobre el 
maneral de la Have. Determine el momento de esta fuerza 
con respecto al punto O. Especifique los angulos directo¬ 
rs coordenados a , /3, y del eje de momento. 

•4-173. La fuerza horizontal de 30 N actua sobre el 
maneral de la Have. ^Cual es la magnitud del momento de 
esta fuerza con respecto al eje z? 


z 



Probs. 4-169/170 


Probs. 4-172/173 






























La grua esta sometida a su peso y a la carga que soporta. Para calcular las 
reacciones en los apoyos de la grua es necesario aplicar los principios del 
equilibrio. 




Equilibrio de un 
cuerpo rigido 



OBJETIVOS DEL CAPITULO 

• Desarrollar las ecuaciones de equilibrio para un cuerpo rigido. 

• Presentar el concepto de diagrama de cuerpo libre para un cuerpo 
rigido. 

• Mostrar como resolver problemas de equilibrio de cuerpos rigidos 
mediante las ecuaciones de equilibrio. 


5.1 Condiciones para el equilibrio 
de un cuerpo rigido 

En esta section desarrollaremos las condiciones necesarias y suficientes 
para lograr el equilibrio del cuerpo rigido que se muestra en la figura 
5-1 a. Este cuerpo esta sometido a un sistema de fuerzas externas y 
momentos de par que es el resultado de los efectos de fuerzas gravita- 
torias, electricas, magneticas o de contacto causadas por cuerpos adya- 
centes. Las fuerzas internas causadas por interacciones entre particulas 
dentro del cuerpo no se muestran en la figura porque estas fuerzas 
ocurren en pares colineales iguales pero opuestos y por consiguiente se 
cancelaran, lo cual es una consecuencia de la tercera ley de Newton. 



Fig. 5-1 
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(c) 


Fig. 5-1 


Si utilizamos los metodos del capitulo anterior, el sistema de fuerzas 
y momentos de par que actuan sobre un cuerpo puede reducirse a una 
fuerza resultante y un momento de par equivalentes en cualquier punto 
arbitrario O sobre el cuerpo o fuera de el, figura 5-1 b. Si tanto la fuerza 
como el momento de par resultantes son iguales a cero, entonces se dice 
que el cuerpo esta en equilibrio. En forma matematica, el equilibrio de 
un cuerpo se expresa como 


= 2F = 0 

(5-1) 

(M r) 0 = 0 = 0 

La primera de estas ecuaciones establece que la suma de las fuerzas 
que actuan sobre el cuerpo es igual a cero. La segunda ecuacion esta¬ 
blece que la suma de los momentos de todas las fuerzas en el sistema 
con respecto al punto O, anadida a todos los momentos de par es igual 
a cero. Estas dos ecuaciones no solo son necesarias para el equilibrio, 
tambien son suficientes. Para mostrar esto, considere la sumatoria de 
los momentos con respecto a algun otro punto, como el punto A de la 
figura 5-lc. Necesitamos 


2M a = r X F r + (Mfl)o = 0 


Como r ^ 0, esta ecuacion se cumple solo si se satisfacen las ecuaciones 
5-1, a saber F R = 0 y (M^) 0 = 0. 

Cuando se apliquen las ecuaciones de equilibrio, supondremos que el 
cuerpo permanece rigido. Sin embargo, en realidad todos los cuerpos 
se deforman cuando estan sometidos a cargas. Aunque este sea el caso, 
la mayoria de los materiales de ingenieria como el acero y el concreto 
son muy rigidos por lo que su deformation suele ser muy pequena. Por 
lo tanto, al aplicar las ecuaciones de equilibrio, podemos suponer de 
manera general que el cuerpo permanecera rigido y no se deformara 
bajo la carga aplicada sin introducir ningun error significativo. De esta 
forma, la direction de las fuerzas aplicadas y sus brazos de momento 
con respecto a una referenda fija, permanecen sin cambio antes y des¬ 
pues de cargar el cuerpo. 


EQUILIBRIO EN DOS DIMENSIONES 



Fig. 5-2 


En la primera parte del capitulo, consideraremos el caso donde el 
sistema de fuerzas que actua sobre un cuerpo rigido se encuentra en, 
o puede ser proyectado sobre un solo piano y, ademas, cualesquier 
momentos de par que actuen sobre el cuerpo se dirigen de manera per¬ 
pendicular a dicho piano. Este tipo de sistema de fuerzas y momentos 
de par suele denominarse sistema de fuerzas coplanares o bidimensio- 
nales. Por ejemplo, el avion de la figura 5-2 tiene un piano de simetria 
a traves de su eje central, y por lo tanto las cargas que actuan sobre el 
avion son simetricas con respecto a ese piano. Asi, cada una de las dos 
llantas de las alas soportara la misma carga T, lo cual se representa en 
la vista lateral (bidimensional) del avion como 2T. 
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5.2 Diagramas de cuerpo libre 

La aplicacion exitosa de las ecuaciones de equilibrio requiere de una 
especificacion completa de todas las fuerzas externas conocidas y des- 
conocidas que actuan sobre un cuerpo. La mejor manera de tomar en 
cuenta esas fuerzas es trazar el diagrama de cuerpo libre del cuerpo, 
el cual lo representa aislado o “libre” de su entorno, esto es, un “cuer¬ 
po libre”. Sobre este bosquejo es necesario mostrar todas las fuerzas y 
los momentos de par que ejerce el entorno sobre el cuerpo, de manera 
que cuando se apliquen las ecuaciones de equilibrio se puedan tener 
en cuenta estos efectos. Para resolver problemas en mecanica, es de 
primordial importancia tener un entendimiento total de como trazar un 
diagrama de cuerpo libre. 


Reacciones en soportes. Antes de presentar un procedimien- 
to formal sobre como trazar un diagrama de cuerpo libre, primero con- 
sideraremos los diversos tipos de reacciones que ocurren en soportes y 
puntos de contacto entre cuerpos sometidos a sistemas coplanares de 
fuerza. Como regia general, 

• Si un soporte evita la traslacion de un cuerpo en una direccion 
dada, entonces se desarrolla una fuerza sobre el cuerpo en esa 
direccion. 

• Si se evita una rotacion, se ejerce un momento de par sobre el 
cuerpo. 


Por ejemplo, consideremos tres maneras en que un elemento hori¬ 
zontal, como una viga, esta soportado en su extremo. Un metodo es por 
medio de un rodillo o cilindro, figura 5-3a. Como este soporte solo evita 
que la viga se tras lade en direccion vertical, el rodillo puede ejercer una 
fuerza sobre la viga unicamente en esta direccion, figura 5-3 b. 

La viga puede ser soportada de una forma mas restrictiva con un 
pasador , como se muestra en la figura 5-3c. El pasador liso atraviesa 
un orificio localizado en la viga y en dos placas que estan fijas al suelo. 
Aqui, el pasador puede evitar la traslacion de la viga en cualquier direc¬ 
cion c/>, figura 5-3 d, por lo que debe ejercer una fuerza F sobre la viga 
en esta direccion. Por lo general, para fines de analisis es mas facil 
representar esta fuerza resultante F por medio de sus dos componen- 
tes rectangulares F x y F y , figura 5-3e. Si se conocen F x y F y , entonces se 
pueden calcular Fy <p. 

La manera mas restrictiva de soportar la viga seria con un soporte fijo 
como se muestra en la figura 5-3 f Este soporte impedira la traslacion 
y la rotacion de la viga. Para ello deben desarrollarse una fuerza y un 
momento de par sobre la viga en su punto de conexion, figura 5-3g. 
Como en el caso del pasador, la fuerza se suele representar mediante 
sus componentes rectangulares F x y F y . 

En la tabla 5-1 se presentan otros tipos comunes de soportes para 
cuerpos sometidos a sistemas coplanares de fuerzas. (En todos los casos 
se supone que se conoce el angulo 6). Estudie cuidadosamente cada 
uno de los simbolos usados para representar esos soportes y los tipos 
de reacciones que estos ejercen sobre sus elementos en contacto. 


5 


rodillo 

(a) 


i 


t 


F 


(b) 





pasador 

(c) 



(d) 


o bien 



l 

soporte fijo 

(f) 



Fig. 5-3 
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TABLA 5-1 Soportes para cuerpos rfgidos sometidos a sistemas de fuerzas bidimensionales 


Tipos de conexion Reaccion Numero de incognitas 


( 1 ) 



cable 



Una incognita. La reaccion es una fuerza de 
tension que actua alejandose del elemento en la 
direccion del cable. 


( 2 ) 




eslabon sin peso 



Una incognita. La reaccion es una fuerza que 
actua a lo largo del eje del eslabon. 


(3) 1 


7 


'J 

A 

/ 

Una incognita. La reaccion es una fuerza que 
actua perpendicularmente a la superficie en el 
punto de contacto. 

rodillo 

F 



(4) 

■ d 1 


obien 

Una incognita. La reaccion es una fuerza que 
actua perpendicularmente a la ranura. 


rodillo o pasador 
confinado en una ranura lisa 



F 


Una incognita. La reaccion es una fuerza que 
actua perpendicularmente a la superficie en el 
punto de contacto. 


soporte mecedora 



Una incognita. La reaccion es una fuerza que 
actua perpendicularmente a la superficie en el 
punto de contacto. 




o bien 


elemento conectado mediante un 
pasador a un collar sobre una barra lisa 


F 



Una incognita. La reaccion es una fuerza que 
actua perpendicularmente a la barra. 


conti nua 


























5.2 Diagramas de cuerpo libre 


203 


TABLA 5-1 Continuation 


Tipos de conexion Reaction Numero de incognitas 



pasador liso 
o articulation lisa 



Dos incognitas. Las reacciones son dos compo- 
nentes de fuerza, o la magnitud y la direction 
</> de la fuerza resultante. Observe que 4> y 0 
no son necesariamente iguales [no suelen serlo, 
a menos que la barra mostrada sea un eslabon 
como en (2)]. 


(9) 


elemento con conexion 
fija a un collar sobre 
una barra lisa 




Dos incognitas. Las reacciones son el momento 
de par y la fuerza que actua perpendicularmente 
a la barra. 


( 10 ) 



soporte fijo 



Tres incognitas. Las reacciones son el momento 
de par y las dos componentes de fuerza, o el 
momento de par y la magnitud y la direction </> 
de la fuerza resultante. 


En la siguiente serie de fotografias se presentan ejemplos tipicos de soportes reales. Los numeros indican los 
tipos de conexion a que se hace referencia en la tabla 5-1. 



El cable ejerce una fuerza sobre 
la mensula, o soporte, en la direc¬ 
tion del cable. (1) 





Esta trabe de con- 
creto descansa sobre 
el borde que supues- 
tamente actua como 
una superficie de 
contacto lisa. (6) 



El soporte de mecedora para esta 
trabe de puente permite el movi- 
miento horizontal de manera que 
el puente pueda dilatarse y con- 
traerse por cambios en la tempe- 
ratura. (5) 


Esta instalacion de edifi- 
cio esta soportada por un 
pasador en la parte supe¬ 
rior de la columna. (8) 


Las vigas del piso de este edifi- 
cio se sueldan entre si para for- 
mar conexiones fijas. (10) 
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Fuerzas internas. Como mencionamos en la seccion 5.1, las 
fuerzas internas que actuan entre particulas adyacentes en un cuerpo 
siempre se presentan en parejas colineales que tienen la misma magni- 
tud pero que actuan en direcciones opuestas (tercera ley de Newton). 
Como estas fuerzas se cancelan entre si, no crearan un efecto externo 
sobre el cuerpo. Por esta razon, las fuerzas internas no deben incluirse 
en el diagrama de cuerpo libre si se toma en cuenta todo el cuerpo. 
Por ejemplo, el motor que se muestra en la figura 5-4a tiene un diagra¬ 
ma de cuerpo libre que aparece en la figura 5-4 b. Las fuerzas internas 
entre todas sus partes conectadas, a saber tornillos y tuercas, se cance- 
laran porque forman parejas colineales y opuestas. En el diagrama de 
cuerpo libre solo se muestran las fuerzas externas T 1 y T 2 , que ejercen 
las cadenas y el peso W del motor. 




(a) 


W 


(b) 


Fig. 5-4 


Peso y Centro de gravedad. Cuando un cuerpo esta some- 
tido a un campo gravitatorio, cada una de sus particulas tiene un peso 
especifico. En la seccion 4.8 se mostro que dicho sistema se puede 
reducir a una sola fuerza resultante que actua a traves de un punto 
especifico. Nos referimos a esta fuerza resultante como al peso W del 
cuerpo, y a la posicion de su punto de aplicacion como al centro de 
gravedad. Los metodos usados para su determinacion se desarrollaran 
en el capitulo 9. 

En los ejemplos y problemas que siguen, si el peso del cuerpo es 
importante para el analisis, esta fuerza resultante se indicara en el enun- 
ciado del problema. Tambien, cuando el cuerpo sea uniforme , o este 
hecho de material homogeneo, el centro de gravedad se localizara en 
el centro geometrico o centroide del cuerpo; sin embargo, si el cuerpo 
no es homogeneo o tiene una forma poco comun, entonces se dara la 
ubicacion de su centro de gravedad G. 

Modelos idealizados. Cuando un ingeniero realiza un analisis 
de fuerzas de cualquier objeto, debe considerar un modelo anahtico 
correspondiente o modelo idealizado que de resultados que se aproxi- 
men lo mas posible a la situacion real. Para ello, tiene que hacerse una 
seleccion cuidadosa de manera que el tipo de soportes, el comporta- 
miento del material y las dimensiones del objeto queden justificados. 
De esta manera es posible confiar en que cualquier diseno o analisis dara 
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resultados seguros. En casos complejos, este proceso puede requerir el 
desarrollo de varios modelos diferentes del objeto que debe analizar- 
se. En cualquier caso, este proceso de seleccion requiere tanto habili- 
dad como experiencia. 

Los siguientes dos casos ilustran lo que se requiere para desarrollar 
un modelo apropiado. Como se ve en la figura 5-5*2, se va a utilizar la 
viga de acero para soportar los largueros del techo de un edificio. En un 
analisis de fuerza, es razonable suponer que el material (acero) es rigido 
puesto que solo ocurriran muy pequenas deflexiones cuando se cargue 
la viga. Una conexion con pernos en A permitira cualquier rotacion 
que ocurra cuando se aplique la carga, por lo que para el soporte puede 
considerarse un pasador liso. En B puede considerarse un rodillo , pues¬ 
to que ahi el soporte no ofrece resistencia al movimiento horizontal. 
Para especificar la carga de techo A se usa el codigo de construccion a 
fin de poder calcular las cargas F de los largueros. Estas fuerzas seran 
mayores que cualquier carga real sobre la viga ya que toman en cuen- 
ta los casos extremos de carga para efectos dinamicos o de vibracion. 
Finalmente, el peso de la viga por lo general se pasa por alto cuando es 
pequeno comparado con la carga que soporta la viga. Por consiguiente, 
el modelo idealizado de la viga se muestra con dimensiones promedio 
* 2 , b, c y d en la figura 5-5 b. 

Como un segundo caso, considere la pluma de ascenso de la figura 
5 -6*2, la cual esta soportada por un pasador colocado en A y por el 
cilindro hidraulico BC , que puede aproximarse como un eslabon sin 
peso. Podemos suponer que el material es rigido, y con su densidad 
conocida, se determinan el peso de la pluma y la ubicacion de su centro 
de gravedad G. Cuando se especifica una carga de diseno P, el modelo 
idealizado que se muestra en la figura 5 -6b puede usarse para un ana¬ 
lisis de fuerza. Para especificar la ubicacion de las cargas y soportes, se 
usan dimensiones promedio (no se muestran aqui). 

En algunos de los ejemplos presentados en el texto se daran mode¬ 
los idealizados de objetos especificos. Sin embargo, es necesario tener 
en mente que cada caso representa la reduccion de una situacion 
practica mediante supuestos simplificados como los que se ilustran 
aqui. 



(a) 




(b) 

Fig. 5-5 


5 



Fig. 5-6 
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Procedimiento para el analisis 


Para construir el diagrama de cuerpo libre de un cuerpo rigido o 
cualquier grupo de cuerpos considerados como un solo sistema, 
deben darse los siguientes pasos: 

Trace el contorno. 

Imagine el cuerpo aislado o recortado “libre” de sus restricciones 
y conexiones, y delinee (en un bosquejo) su contorno. 

Muestre todas las fuerzas y momentos de par. 

Identifique todas las fuerzas externas conocidas y desconocidas y 
los momentos de par que actuan sobre el cuerpo. Las que por lo 
general se encuentran se deben a (1) cargas aplicadas, (2) reaccio- 
nes que ocurren en los soportes o en puntos de contacto con otros 
cuerpos (vea la tabla 5-1), y (3) el peso del cuerpo. Para tomar 
en cuenta todos estos efectos, puede servir hacer trazos sobre los 
limites, y senalar cuidadosamente cada fuerza o momento de par 
que actua en el cuerpo. 

Identifique cada carga y las dimensiones dadas. 

Las fuerzas y los momentos de par que se conocen deben marcar- 
se con sus propias magnitudes y direcciones. Se usan letras para 
representar las magnitudes y los angulos de direccion de fuerzas 
y momentos de par que sean desconocidos. Establezca un sistema 
coordenado x, y de manera que se puedan identificar estas incogni¬ 
tas, A x , A y , etcetera. Indique las dimensiones del cuerpo necesarias 
para calcular los momentos de las fuerzas. 


Puntos importantes 


• Ningun problema de equilibrio debe resolverse sin trazar pri- 
mero el diagrama de cuerpo libre , de manera que se tomen en 
cuenta todas las fuerzas y los momentos de par que actuan sobre 
el cuerpo. 

• Si un soporte evita la traslacion de un cuerpo en una direccion 
particular, entonces el soporte ejerce una fuerza sobre el cuerpo 
en esa direccion. 

• Si se evita la rotacion , entonces el soporte ejerce un momento 
de par sobre el cuerpo. 

• Estudie la tabla 5-1. 

• Las fuerzas internas nunca se muestran en el diagrama de cuer¬ 
po libre puesto que se presentan en parejas colineales iguales 
pero opuestas, y por consiguiente, se cancelan. 

• El peso de un cuerpo es una fuerza externa, y su efecto se repre- 
senta mediante una sola fuerza resultante que actua a traves del 
centro de gravedad G del cuerpo. 

• Los momentos de par pueden colocarse en cualquier parte del 
diagrama de cuerpo libre puesto que son vectores libres. Las 
fuerzas pueden actuar en cualquier punto a lo largo de sus lmeas 
de accion ya que son vectores deslizantes. 












5.2 Diagramas de cuerpo libre 


207 


EJEMPLO 



Trace el diagrama de cuerpo libre de la viga uniforme que se muestra 
en la figura 5-la. La viga tiene una masa de 100 kg. 



SOLUCION 

El diagrama de cuerpo libre de la viga se muestra en la figura 5-lb. 
Como el soporte en A es fijo, la pared ejerce tres reacciones que 
actuan sobre la viga , identificadas como A*, A y y M^. Las magnitu¬ 
des de estas reacciones son desconocidas , y sus sentidos son supues- 
tos. El peso de la viga, W = 100(9.81) N = 981 N, actua a traves del 
centro de gravedad G de la viga, que esta a 3 m de A puesto que la 
viga es uniforme. 



(b) 

Fig. 5-7 
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(a) 

Fig. 5-8 


Trace el diagrama de cuerpo libre del pedal que se muestra en la 
figura 5 -8a. El operador aplica una fuerza vertical al pedal de manera 
que el resorte se estira 1.5 pulg y la fuerza en el eslabon corto en B 
es de 20 lb. 




SOLUCION 

Como podemos ver por la fotografia, la palanca esta unida holga- 
damente al bastidor del camion en A por medio de un perno. La 
barra en B esta articulada en sus extremos y actua como un “eslabon 
corto”. Despues de realizar las mediciones apropiadas, el modelo 
idealizado de la palanca se muestra en la figura 5 -8b. A partir de esto, 
se muestra el diagrama de cuerpo libre en la figura 5-8c. El soporte 
de pasador en A ejerce las componentes de fuerza A x y A y sobre 
la palanca. El eslabon en B ejerce una fuerza de 20 lb, y actua en la 
direction del eslabon. Ademas, el resorte ejerce tambien una fuerza 
horizontal sobre la palanca. Si se mide la rigidez y se encuentra que es 
k = 20 lb/pulg, entonces, como el alargamiento s = 1.5 pulg, con la 
ecuacion 3-2, F s = ks = 20 lb/pulg (1.5 pulg) = 30 lb. Finalmente, el 
zapato del operador aplica una fuerza vertical F sobre el pedal. Las 
dimensiones de la palanca se muestran tambien sobre el diagrama 
de cuerpo libre, ya que esta information sera util cuando se calcu- 
len los momentos de las fuerzas. Como es usual, se han dado por 
descontados los sentidos de las fuerzas desconocidas en A. Los sen- 
tidos correctos seran evidentes despues de resolver las ecuaciones 
de equilibrio. 



(a) 

Fig. 5-8 
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EJEMPLO 5.3 


Dos tubos lisos, cada uno con masa de 300 kg, estan soportados por 
la horquilla del tractor en la figura 5-9 a. Dibuje los diagramas de 
cuerpo libre para cada tubo y para los dos tubos juntos. 



Efecto de B que 



Efecto de la gravedad F Efecto de la 
(peso) que actua horquilla inclinada 

sobre A que actua sobre A 


SOLUCION 


El modelo idealizado a partir del cual debemos dibujar los diagramas 
de cuerpo libre se muestra en la figura 5-9 b. Aqui los tubos estan 
identificados, se han agregado las dimensiones, y la situation fisica 
se redujo a su forma mas simple. 

En la figura 5-9c se muestra el diagrama de cuerpo libre para el 
tubo A. Su peso esW= 300(9.81) = 2943 N. Suponiendo que todas 
las superficies de contacto son lisas , las fuerzas reactivas T, F, R 
actuan en una direction normal a la tangente en sus superficies de 
contacto. 

El diagrama de cuerpo libre del tubo B se muestra en la figura 5-9 d. 
^Puede identificar cada una de las tres fuerzas que actuan sobre este 
tubol En particular, observe que R, que representa la fuerza de A 
sobre B , figura 5-9 d, es igual y opuesta a R que representa la fuer¬ 
za de B sobre A , figura 5-9c. Esto es una consecuencia de la tercera 
ley del movimiento de Newton. 

El diagrama de cuerpo libre de ambos tubos combinados (“sis- 
tema”) se muestra en la figura 5-9c. Aqui, la fuerza de contacto R, 
que actua entre Ay B, esta considerada como una fuerza interna 
y por ello no se muestra en el diagrama de cuerpo libre. Es decir, 
representa un par de fuerzas colineales iguales pero opuestas que se 
cancelan entre si. 



Fig. 5-9 
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EJEMPLO 




Dibuje el diagrama de cuerpo libre de la plataforma sin carga que 
esta suspendida del borde de la torre petrolera, figura 5-l(k. La pla¬ 
taforma tiene una masa de 200 kg. 



Fig. 5-10 


SOLUCION 


El modelo idealizado de la plataforma se considerara en dos dimen- 
siones ya que, por observacion, la carga y las dimensiones son sime- 
tricas con respecto a un piano vertical que pasa por su centro, figura 
5-10 b. Se considera que la conexion en A es un pasador y que el cable 
soporta la plataforma en B. La direccion del cable y las dimensiones 
promedio de la plataforma estan indicadas, y se determino el centro 
de gravedad G. A partir de este modelo hemos dibujado el diagrama de 
cuerpo libre que se muestra en la figura 5-10c. El peso de la plata¬ 
forma es de 200(9.81) = 1962 N. Las componentes de fuerza A x y A y 
junto con la fuerza del cable T representan las reacciones que ambos 
pasadores y ambos cables ejercen sobre la plataforma, figura 5-10 a. 
En consecuencia, y de acuerdo con la solucion para estas reacciones, 
la mitad de la magnitud de esas reacciones se desarrolla en A y la 
mitad se desarrolla en B. 
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PROBLEMAS 


•5-1. Trace el diagrama de cuerpo libre del cilindro de 
papel de 50 kg que tiene su centro de masa en G y des- 
cansa sobre la horquilla lisa del transportador de papel. 
Explique la importancia de cada fuerza que actua sobre el 
diagrama. (Yea la figura 5-lb). 



5-2. Trace el diagrama de cuerpo libre del elemento AB , 
que se apoya mediante un rodillo en A y un pasador en 
B. Explique la importancia de cada fuerza en el diagrama. 
(Yea la figura 5-lb). 


390 lb 



5-3. Trace el diagrama de cuerpo libre de la caja de vol- 
teo D del camion, la cual tiene un peso de 5000 lb y centro 
de gravedad en G. La caja esta soportada por un pasador 
en A y un cilindro hidraulico BC (eslabon corto) conecta- 
do mediante un pasador. Explique la importancia de cada 
fuerza en el diagrama. (Yea la figura 5-lb). 



*5.4. Trace el diagrama de cuerpo libre de la viga que 
soporta la carga de 80 kg y que esta apoyada mediante un 
pasador en A y por medio de un cable que pasa alrededor 
de la polea en D. Explique la importancia de cada fuerza 
en el diagrama. (Yea la figura 5-lb). 



Prob. 5-4 


•5-5. Trace el diagrama de cuerpo libre de la armadu- 
ra que esta soportada por el cable AB y el pasador C. 
Explique la importancia de cada fuerza que actua en el 
diagrama. (Yea la figura 5-lb). 



Prob. 5-3 


Prob. 5-5 
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5-6. Trace el diagrama de cuerpo libre de la pluma AB 
de la grua, la cual tiene un peso de 650 lb y centro de gra- 
vedad en G. La pluma esta soportada por un pasador en A 
y un cable BC. La carga de 1250 lb esta suspendida de un 
cable unido en B. Explique la importancia de cada fuerza 
que actua en el diagrama. (Yea la figura 5-lb). 


•5-9. Trace el diagrama de cuerpo libre de la barra, cuyo 
grosor no se toma en cuenta, y puntos de contacto lisos 
en A, B y C. Explique la importancia de cada fuerza en el 
diagrama. (Yea la figura 5-lb). 



5 


Prob. 5-6 

5-7. Dibuje el diagrama de cuerpo libre de la “Have de 
horquilla” que esta sometida a la fuerza de 20 lb. El sopor- 
te en A puede considerarse un pasador, y la superficie de 
contacto en B es lisa. Explique la importancia de cada 
fuerza que actua en el diagrama. (Yea la figura 5-lb). 


20 lb 




Prob. 5-9 


5-10. Trace el diagrama de cuerpo libre del malacate, el 
cual consiste en un tambor de 4 pulg de radio. Esta conec- 
tado mediante un pasador en su centro C, y en su aro exte¬ 
rior hay un engrane de cremallera con un radio medio de 
6 pulg. El trinquete AB sirve como un elemento de dos 
fuerzas (eslabon corto) y evita que el tambor gire. Explique 
la importancia de cada fuerza en el diagrama. (Yea la figu¬ 
ra 5-lb). 


*5-8. Trace el diagrama de cuerpo libre del elemento 
ABC que esta soportado por un collar liso en A, un rodi- 
llo en B, y un eslabon corto CD. Explique la importancia 
de cada fuerza que actua en el diagrama. (Yea la figura 
5-lb). 




Prob. 5-8 


Prob. 5-10 
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PROBLEMAS CONCEPTUALES 


P5-1. Trace el diagrama de cuerpo libre del bote de basu- 
ra uniforme que tiene un peso significativo. Esta apoyado 
mediante un pasador en A y descansa contra el elemento 
horizontal liso en B. Muestre su resultado en la vista late¬ 
ral. Marque cualquier dimension que sea necesaria. 



P5-1 


P5-2. Trace el diagrama de cuerpo libre del elemento 
ABC que se utiliza para soportar una retroexcavadora. El 
pasador superior B esta conectado al cilindro hidraulico, 
el cual puede considerarse como un pasador corto (ele¬ 
mento de dos fuerzas), la zapata de apoyo en A es lisa y 
el elemento ABC esta conectado al bastidor mediante un 
pasador en C. 



P5-3. Trace el diagrama de cuerpo libre de un ala del 
avion de pasajeros. Los pesos del motor y el ala son signi- 
ficativos. Las llantas en B ruedan libremente. 



P5-3 


*P5-4. Trace el diagrama de cuerpo libre de la rueda y el 
elemento ABC usados como parte del tren de aterrizaje 
de un avion a propulsion. El cilindro hidraulico AD actua 
como un elemento de dos fuerzas, y hay una conexion de 
pasador en B. 



P5-2 


P5-4 
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5.3 Ecuaciones de equilibrio 



En la section 5.1 desarrollamos las dos ecuaciones que se requieren y 
bastan para obtener el equilibrio de un cuerpo rigido, esto es, 2F = 0 
y 2M 0 = 0. Cuando el cuerpo esta sometido a un sistema de fuerzas, 
las cuales se encuentran en el piano x-y, las fuerzas se pueden descom- 
poner en sus componentes % y y. En consecuencia, las condiciones de 
equilibrio en dos dimensiones son 


^F x = 0 
ZF y = 0 
= 0 


(5-2) 


Aqui, 2E X y 2 F y representan, respectivamente, las sumas algebraicas 
de las componentes x y y de todas las fuerzas que actuan sobre el cuer¬ 
po, y 2M 0 representa la suma algebraica de los momentos de par y 
los momentos de todas las componentes de fuerza con respecto al eje 
z, el cual es perpendicular al piano x-y y que pasa por el punto arbi- 
trario O. 


Conjuntos alternatives de ecuaciones de equilibrio. 

Aunque las ecuaciones 5-2 se usan con mayor frecuencia para resolver 
problemas de equilibrio coplanar, pueden usarse tambien dos conjun¬ 
tos alternativos de tres ecuaciones de equilibrio independientes. Uno 
de estos conjuntos es 


(b) 



(c) 

Fig. 5-11 


^F x = 0 

2M a = 0 (5-3) 

= 0 

Al usar estas ecuaciones se requiere que una linea que pase por los 
puntos Ay B no sea paralela al eje y. Para probar que las ecuaciones 
5-3 proporcionan las condiciones de equilibrio, considere el diagrama 
de cuerpo libre de la placa que se muestra en la figura 5-11*2. Con los 
metodos de la section 4.8, todas las fuerzas sobre el diagrama de cuer¬ 
po libre pueden reemplazarse por una fuerza resultante equivalente 
Ftf = 2F, que actuan en el punto A, y un momento de par resultan¬ 
te M Ra = 2M^, figura 5-116. Si se satisface 2 M A = 0, es necesario 
que M Ra = 0. Ademas, para que F^ satisfaga a 2F X = 0, no debe tener 
componentes a lo largo del eje x, y por lo tanto, F^ debe ser paralela 
al eje y, figura 5-llc. Finalmente, se requiere que 2M# = 0, donde B 
no se encuentra sobre la linea de action de F^, entonces F^ = 0. Como 
las ecuaciones 5-3 muestran que ambas resultantes son iguales a cero, 
ciertamente el cuerpo que aparece en la figura 5-11*2 debe estar en 
equilibrio. 
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Un segundo conjunto alternativo de ecuaciones de equilibrio es 


EM A = 0 

2M# = 0 (5-4) 

IM C = 0 


Aqui es necesario que los puntos A, B y C no se encuentren en la misma 
lmea. Para probar que al satisfacer esas ecuaciones se garantiza el equili¬ 
brio, considere de nuevo el diagrama de cuerpo libre de la figura 5-11 b. 
Si 2 M a = 0 debe ser satisfecha, entonces M Ra = 0. EM C = 0 se satisface 
si la lmea de accion de F# pasa por el punto C como se muestra en la 
figura 5-llc. Por ultimo, si requerimos que EM# = 0, es necesario que 
F# = 0, y entonces la placa de la figura 5-lla debe estar en equilibrio. 


Procedimiento para el analisis 


Los problemas de equilibrio de fuerzas coplanares para un cuerpo 

rigido pueden resolverse por el siguiente procedimiento. 

Diagrama de cuerpo libre. 

• Establezca los ejes coordenados x, y en cualquier orientacion 
adecuada. 

• Trace un contorno del cuerpo. 

• Muestre todas las fuerzas y los momentos de par que actuan 
sobre el cuerpo. 

• Marque todas las cargas y especifique sus direcciones relativas 
a los ejes x o y. El sentido de una fuerza o momento de par que 
tiene una magnitud desconocida , pero lmea de accion conocida, 
puede suponerse. 

• Indique las dimensiones del cuerpo necesarias para calcular los 
momentos de las fuerzas. 

Ecuaciones de equilibrio. 

• Aplique la ecuacion de equilibrio de momentos, EM 0 = 0, con 
respecto a un punto ( O ) que se encuentre en la interseccion 
de las lmeas de accion de dos fuerzas desconocidas. De este 
modo, los momentos de esas incognitas son cero con respecto 
a (9, y se puede determinar una solution directa para la tercera 
incognita. 

• Al aplicar las ecuaciones de equilibrio mediante fuerzas, 
EE X = 0 y EF }; = 0, oriente los ejes x y y a lo largo de lmeas que 
proporcionen la descomposicion mas simple de las fuerzas en 
sus componentes x y y. 

• Si la solucion de las ecuaciones de equilibrio da como resultado 
un escalar negativo para una magnitud de fuerza o de momen¬ 
to de par, esto indica que el sentido es contrario al que se supuso 
en el diagrama de cuerpo libre. 
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EJEMPLO 5.5 


Determine las componentes horizontal y vertical de la reaccion en la 
viga, causada por el pasador en B y el soporte de mecedora en A, como 
se muestra en la figura 5-12a. No tome en cuenta el peso de la viga. 


600 N 


200 N 




0.2 m 

t 


A - 


T 


2 m - 


-3m- 


D 


' B 


T 

-2m-H 


100 N 



(a) 


Fig. 5-12 


(b) 


SOLUCION 

Diagrams de cuerpo libre. Identifique cada una de las fuerzas 
que se muestran en el diagrama de cuerpo libre de la viga, figu¬ 
ra 5-12 b. (Vea el ejemplo 5.1). Por sencillez, la fuerza de 600 N se 
representa mediante sus componentes xy y como se muestra en la 
figura 5-12 b. 

Ecuaciones de equilibrio. A1 sumar las fuerzas en la direccion x 
se obtiene 

1F X = 0; 600 cos 45° N - B x = 0 

B x = 424 N Resp. 

Una solucion directa para A y se puede obtener mediante la ecuacion 
de momentos = 0 con respecto al punto B. 

C +2M fl = 0; 100 N(2 m) + (600 sen 45° N)(5 m) 

- (600 cos 45° N) (0.2 m) - A y ( 7 m) = 0 
A y = 319 N Resp. 

Al sumar fuerzas en la direccion y, y usar este resultado, obtenemos 
+12F, = 0; 319 N - 600 sen 45° N - 100 N - 200 N + B y = 0 

B y = 405 N Resp. 


NOTA: podemos verificar este resultado al sumar momentos con 
respecto al punto A. 

C - 0; -(600 sen 45° N)(2 m) - (600 cos 45° N)(0.2 m) 

— (100 N)(5 m) - (200 N)(7 m) + B y (7 m) =0 

B y = 405 N Resp. 
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EJEMPLO 5.6 


La cuerda de la figura 5-13*2 soporta una fuerza de 100 lb y se enrolla 
sobre la polea sin friccion. Determine la tension en la cuerda en C y 
las componentes horizontal y vertical de reaccion en el pasador A. 



(a) 


Fig. 5-13 


SOLUCION 

Diagramas de cuerpo libre. Los diagramas de cuerpo libre de la 
cuerda y la polea se muestran en la figura 5-13 b. Tenga presente que 
el principio de accion igual pero reaccion opuesta se debe observar 
con gran cuidado al trazar cada uno de esos diagramas: la cuerda 
ejerce una distribucion de carga desconocida p sobre la polea en la 
superficie de contacto, mientras que la polea ejerce un efecto igual 
pero opuesto sobre la cuerda. Sin embargo, para encontrar la solu- 
cion es mas sencillo combinar los diagramas de cuerpo libre de la 
polea y esta porcion de la cuerda, de manera que la carga distribuida 
se vuelva interna al “sistema” y, por lo tanto, pueda eliminarse del 
analisis, figura 5-13c. 

Ecuaciones de equilibrio. Al sumar momentos con respecto al 
punto A para eliminar A x y A >; , figura 5-13c, tenemos 

C+ 2 M 4 = 0; 100 lb (0.5 pie) - T( 0.5 pie) = 0 

T = 100 lb Resp. 


Con el resultado 

J,F X = 0; -A x + 100 sen 30° lb = 0 

A x = 50.0 lb Resp. 



+ t2F y = 0; A y - 100 lb - 100 cos 30° lb = 0 

A y = 187 lb Resp. 


NOTA: se observa que la tension permanece constante al pasar la 
cuerda sobre la polea. (Por supuesto, esto es cierto para cualquier 
angulo 6 en el que este dirigida la cuerda y para cualquier radio r de 
la polea). 
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EJEMPLO 5.8 


La Have de cubo que se muestra en la figura 5-15*2 se usa para apretar 
el perno en A. Si la Have no gira cuando se aplica la carga al mane- 
ral, determine el par de torsion o el momento aplicado al perno y la 
fuerza de la Have sobre el perno. 


SOLUCION 

Diagrama de cuerpo libre. El diagrama de cuerpo libre para la 
Have se muestra en la figura 5-15 b. Dado que el perno actua como 
un “soporte fijo”, ejerce las componentes de fuerza A x y A y y un 
momento sobre la Have en A. 

Ecuaciones de equilibrio. 

ZF X = 0; A x - 52(g) N + 30 cos 60° N = 0 


A x = 5.00 N 


Resp. 


[—300 mm—I*-400 mm— 

pjii ^ 60 ° 


52 N 


(a) 


30 N 


+12F y = 0; A y - 52(g) N - 30 sen 60° N = 0 

A y = 74.0 N Resp. 


Q+J,M a = 0;M a - [52(g) N] (0.3 m) - (30 sen 60° N)(0.7m) = 0 


M a = 32.6 N • m 


Resp. 


Observe que en esta sumatoria de momentos debe incluirse M^. Este 
momento de par es un vector libre y representa la resistencia del 
perno a girar sobre la Have. Por la tercera ley de Newton, la Have 
ejerce un momento o par de torsion igual pero opuesto sobre el 
perno. Ademas, la fuerza resultante sobre la Have es 



Fig. 5-15 


F a = V ( 5 . 00) 2 + ( 74 . 0) 2 = 74.1 N Resp. 


NOTA: aunque solo pueden escribirse tres ecuaciones indepen- 
dientes de equilibrio para un cuerpo rigido, es un buen habito 
revisar los calculos mediante una cuarta ecuacion de equilibrio. 
Por ejemplo, los calculos anteriores se pueden verificar en parte al 
sumar momentos con respecto al punto C: 


C +2M C = 0; [52(g)N] (0.4m) + 32.6N-m - 74.0N(0.7m) = 0 
19.2 N-m + 32.6 N-m - 51.8 N-m = 0 
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EJEMPLO 5.9 


Determine las componentes horizontal y vertical de reaccion sobre 
el elemento en el pasador A, y la reaccion normal en el rodillo B de 
la figura 5-16a. 

SOLUCI6N 

Diagrama de cuerpo libre. En la figura 5.16 b se muestra el 
diagrama de cuerpo libre. El pasador en A ejerce dos componentes 
de reaccion sobre el elemento, A x y A v . 


750 lb 750 lb 




Ecuaciones de equilibrio. La reaccion N B puede obtenerse direc- 
tamente al sumar momentos con respecto al punto A puesto que A x 
y A y no producen momentos con respecto a A. 

Q+?M a = 0 ; 

[N b cos 30°](6 pies) - [A^ sen 30°](2 pies) - 750 lb(3 pies) = 0 
N b = 536.2 lb = 536 lb Resp. 


Con este resultado 


^2^ = 0; 

- (536.2 lb ) sen 30° = 0 



v4 x = 268 lb 

Resp. 

+ T 2F y = 0; 

A y + (536.2 lb) cos 30° - 750 lb = 0 



A y = 286 lb 

Resp. 
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EJEMPLO 


La barra uniforme lisa que se muestra en la figura 5-11 a esta some- 
tida a una fuerza y a un momento de par. Si la barra esta soportada 
en A por una pared lisa, y en B y C por rodillos colocados en la parte 
superior o inferior, determine las reacciones en esos soportes. No 
tome en cuenta el peso de la barra. 



SOLUCION 

Diagrams de cuerpo libre. Como se ve en la figura 5-176, todas 
las reacciones de soporte actuan en forma normal a las superficies 
de contacto ya que dichas superficies son lisas. Se muestra que 
las reacciones en B y C actuan en la direccion y' positiva. Esto hace 
suponer que los rodillos ubicados al fondo de la barra solo se usan 
para soporte. 

Ecuaciones de equilibrio. Si utilizamos el sistema coordenado x, 
y que se muestra en la figura 5-176, tenemos 

2F X = 0; C y sen 30° + By sen 30° - A x = 0 (1) 

+1= 0; -300 N + Cy cos 30° + By cos 30° = 0 (2) 

Q+HM a = 0; -By( 2 m) + 4000 N-m - Cy(6 m) 

+ (300 cos 30° N)(8 m) = 0 (3) 

Al escribir la ecuacion de momentos, debe observarse que la linea 
de accion de la componente de fuerza 300 sen 30° N pasa por el 
punto A y, por lo tanto, esta fuerza no esta incluida en la ecuacion 
de momentos. 

Al resolver simultaneamente las ecuaciones 2 y 3 obtenemos 


By = -1000.0 N = -lkN 
C/ = 1346.4 N = 1.35 kN 


Resp. 

Resp. 


Como By es un escalar negativo, el sentido de By es opuesto al 
del diagrama de cuerpo libre de la figura 5-176. Por consiguiente, 
el rodillo superior ubicado en B sirve como soporte en vez del infe¬ 
rior. Se retiene el signo negativo para By (^por que?) y al sustituir 
los resultados en la ecuacion 1, obtenemos 


1346.4 sen 30° N + (-1000.0 sen 30° N) - A x = 0 
A x = 173 N 



(b) 

Fig. 5-17 


Resp. 
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EJEMPLO 






La rampa uniforme del camion que se muestra en la figura 5-18*2 
pesa 400 lb y esta articulada al bastidor del camion en cada lado; 
asimismo, se mantiene en la posicion mostrada mediante los dos 
cables laterales. Determine la tension en los cables. 


SOLUCION 

En la figura 5-18 b se muestra el modelo idealizado de la rampa, que 
indica todas las dimensiones y soportes necesarios. Aqui el centro 
de gravedad esta localizado en el punto medio ya que la rampa es 
aproximadamente uniforme. 

Diagrama de cuerpo libre. A partir del modelo idealizado, el 
diagrama de cuerpo libre de la rampa se muestra en la figura 5-18c. 

Ecuaciones de equilibrio. Al sumar momentos con respecto al 
punto A se tendra una solucion directa para la tension en el cable. Si 
se usa el principio de momentos, hay varias maneras de determinar 
el momento de T con respecto a A. Si usamos las componentes % y 
y, con T aplicada en B , tenemos 

Q+2M a = 0; —T cos 20°(7 sen 30° pie) + T sen 20°(7 cos 30° pie) 
+ 400 lb (5 cos 30° pie) = 0 
T = 1425 lb 

La manera mas simple de calcular el momento de T con respecto a A 
es descomponerla en componentes a lo largo y de manera perpen¬ 
dicular a la rampa en B. Entonces, el momento de la componente a 
lo largo de la rampa es cero con respecto a A, por lo que 

Q+2M A = 0; -T sen 10°(7 pies) + 400 lb (5 cos 30° pie) = 0 

T = 1425 lb 

Dado que dos cables soportan la rampa, 


T = - = 712 lb 
2 


Resp. 


Fig. 5-18 


NOTA: como ejercicio, demuestre que A x = 1339 lb y A y = 887.4 lb. 
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EJEMPLO 5.12 


Determine las reacciones del soporte sobre el elemento que se mues- 
tra en la figura 5-19 a. El collar en A esta fijo al elemento y puede 
deslizarse verticalmente a lo largo del eje vertical. 


900 N 900 N 



SOLUCION 

Diagrama de cuerpo libre. En la figura 5-19 b se muestra el 
diagrama de cuerpo libre del elemento. El collar ejerce una fuerza 
horizontal A x y un momento sobre el elemento. La reaccion N# 
del rodillo sobre el elemento es vertical. 

Ecuaciones de equilibrio. Las fuerzas A x y N B pueden calcularse 
directamente a partir de las ecuaciones de equilibrio de fuerza. 

2 F x = 0; A x = 0 Resp. 

+12^ = 0; N b - 900 N = 0 

N b - 900 N Resp . 

El momento M A puede determinarse al sumar los momentos con 
respecto al punto A o bien con respecto al punto B. 

Q+ZM a = 0 ; 

M a - 900 N(1.5 m) - 500 N • m + 900 N [3 m + (1 m) cos 45°] = 0 
M a = -1486 N‘in = 1.49 kN*nO Resp . 

o bien 

C +2M fi = 0; M a + 900 N [1.5 m + (1 m) cos 45°] - 500 N • m = 0 
M a = -1486 N • m = 1.49 kN • nO Resp. 

El signo negativo indica que tiene el sentido de rotacion opuesto 
al del diagrama de cuerpo libre. 
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El eslabon AB del cucharon de 
la retroexcavadora es un ejemplo 
tipico de un elemento de dos fuer- 
zas, ya que esta conectado mediante 
pasadores en sus extremos y, si no 
se toma en cuenta su peso, nin- 
guna otra fuerza actua sobre este 
elemento. 



El eslabon que se usa para frenar este 
vagon de ferrocarril es un elemento 
de tres fuerzas. Como la fuerza F# en 
la barra 5yF c desde el eslabon en C 
son paralelas, para lograr el equilibrio 
la fuerza resultante F^ en el pasador A 
tambien debe ser paralela a estas dos 
fuerzas. 



La pluma de este elevador es un elemen¬ 
to de tres fuerzas, sin tomar en cuenta 
su peso. Aqui, las lineas de accion del 
peso del trabajador, W, y la fuerza 
del elemento de dos fuerzas (cilindro 
hidraulico) en B, F B , se intersecan en O. 
Para el equilibrio de momento, la fuerza 
resultante en el pasador A, F^, tambien 
debe estar dirigida hacia O. 


5.4 Elementos de dos y tres fuerzas 

Las soluciones de algunos problemas de equilibrio pueden simplificarse al 
identificar los elementos que estan sometidos a solo dos o tres fuerzas. 

ElementOS de dos fuerzas Como lo indica su nombre, un ele¬ 
mento de dos fuerzas tiene fuerzas aplicadas en solo dos puntos sobre 
el elemento. Un ejemplo se muestra en la figura 5-2 Oa. Para satisfa- 
cer el equilibrio de fuerzas, F^y F g deben tener la misma magnitud, 
F a = F b = F , pero direccion opuesta (2F = 0), figura 5-20 b. Ademas, el 
equilibrio de momentos requiere que F^yF^ compartan la misma 
lmea de accion, lo cual solo puede ocurrir si estan dirigidas a lo largo 
de la lmea que une a los puntos Ay B = 0 o bien EM# = 0), 

figura 5-20c. Por lo tanto, para que cualquier elemento de dos fuer¬ 
zas este en equilibrio, las dos fuerzas que actuan sobre el deben tener 
la misma magnitud, actuar en direcciones opuestas y tener la misma 
linea de accion, dirigida a lo largo de la linea que une los puntos donde 
actuan estas fuerzas. 




Elemento de dos fuerzas 

Fig. 5-20 


Elementos de tres fuerzas Si un elemento esta sometido a 
solo tres fuerzas , se denomina elemento de tres fuerzas. El equilibrio 
de momento se puede satisfacer solo si las tres fuerzas forman un sis- 
tema de fuerzas concurrentes o paralelas. Para ilustrar esto, considere 
el elemento sometido a las tres fuerzas F 1? F 2 y F 3 , que se muestra en la 
figura 5-21*3. Si las lineas de accion de F 1 y F 2 se intersecan en el punto 
O , entonces la lmea de accion de F 3 tambien debe pasar por el punto O, 
de modo que las fuerzas satisfagan EM 0 = 0. Como caso especial, si las 
tres fuerzas son paralelas, figura 5-21 b, la ubicacion del punto de inter- 
seccion, O , se aproximara al infinito. 


O 



Elemento de tres fuerzas 


Fig. 5-21 
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EJEMPLO 5.13 


La palanca ABC esta articulada en A y conectada a un eslabon corto 
BD , como se muestra en la figura 5-22 a. Si el peso del elemen- 
to es insignificante, determine la fuerza del pasador sobre la palan¬ 
ca en A. 



0.5 m 


SOLUCI6N 

Diagramas de cuerpo libre. Como se ve en la figura 5-22 b, el 
eslabon corto BD es un elemento de dos fuerzas , por lo que las fuer¬ 
zas resultantes en los pasadores D y B deben ser iguales, opuestas y 
colineales. Aunque la magnitud de la fuerza es una incognita, la linea 
de accion es conocida ya que pasa por By D. 

La palanca ABC es un elemento de tres fuerzas, por lo tanto, para 
satisfacer el equilibrio de momento, las tres fuerzas no paralelas que 
actuan sobre la palanca deben ser concurrentes en O, figura 5-22c. 
En particular, observe que la fuerza F sobre la palanca en B es igual 
pero opuesta a la fuerza F que actua en B sobre el eslabon. ^Por que? 
La distancia CO debe ser de 0.5 m ya que las lmeas de accion de F 
y la fuerza de 400 N son conocidas. 

Ecuaciones de equilibrio. Como se requiere que el sistema de 
fuerzas sea concurrente en O, y ya que = 0, el angulo 6 que 
define la linea de accion de F A puede determinarse por trigonome¬ 
tric, 


* ■ ,an ''(B) - 6a3 ° 

Con los ejes x, y y la aplicacion de las ecuaciones de equilibrio de 
fuerzas, 

1F X = 0; F a cos 60.3° - F cos 45° + 400 N = 0 

+1 IFy = 0; F a sen 60.3° - F sen 45° = 0 


A1 despejar, obtenemos 



F a = 1.07 kN 


Resp. 


(c) 


F = 1.32 kN 


Fig. 5-22 


NOTA: tambien podemos resolver este problema por la represen- 
tacion de la fuerza en A mediante sus dos componentes X x y A y y 
la aplicacion de 2 M A = 0, 2F X = 0, HF y = 0 a la palanca. Una vez 
determinadas A x y A y , podemos obtener F A y 6. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


Todas las soluciones a los problemas deben incluir un F5-4. Determine las componentes de reaction en el sopor- 
DCL. te fijo ubicado en A. El grosor de la viga no cuenta. 


F5-1. Determine las componentes horizontal y vertical 
de la reaccion en los soportes. Desprecie el grosor de la 
viga. 


500 lb 



F5-1 

F5-2. Determine las componentes horizontal y vertical 
de la reaccion en el pasador A y la reaccion sobre la viga 
en C. 



200 N 200 N 200 N 



F5-4 


F5-5. La barra de 25 kg tiene un centro de masa en G. 
Si la barra se sostiene mediante una clavija lisa en C, un 
rodillo en A y una cuerda AB, determine las reacciones 
en estos soportes. 



F5-5 


F5-3. La armadura se sostiene mediante un pasador en A F5-6. Determine las reacciones en los puntos de contacto 

y un rodillo en B. Determine las reacciones de soporte. lisos A, B y C de la barra. 




F5-3 


F5-6 
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PROBLEMAS 


Todas las soluciones a losproblemas deben incluir un DCL. 

5.11. Determine las reacciones normales en A y B en el 
problema 5-1. 

*5.12. Determine la tension en la cuerda y las compo- 
nentes horizontal y vertical de la reaccion en el soporte A 
de la viga en el problema 5-4. 

•5-13. Determine las componentes horizontal y vertical 
de la reaccion en C y la tension en el cable AB para la 
armadura del problema 5-5. 

5-14. Determine las componentes horizontal y vertical 
de la reaccion en A y la tension en el cable BC sobre la 
pluma del problema 5-6. 

5-15. Determine las componentes horizontal y vertical de la 
reaccion en A y la reaccion normal en B sobre la Have de hor- 
quilla del problema 5-7. 

*5-16. Determine las reacciones normales en A y B y la 
fuerza en el eslabon CD que actua sobre el elemento del 
problema 5-8. 

•5-17. Determine las reacciones normales en los puntos 
de contacto en A, B y C de la barra que se muestra en el 
problema 5-9. 

5-18. Determine las componentes horizontal y vertical de 
la reaccion en el pasador C y la fuerza en el trinquete del 
malacate que se muestra en el problema 5-10. 

5-19. Compare la fuerza ejercida sobre la punta del pie y 
el talon de una mujer de 120 lb cuando calza zapatos nor¬ 
males y cuando lleva zapatos de tacon. Suponga que todo 
su peso recae sobre uno de sus pies y que las reacciones 
ocurren en los puntos Ay B que se muestran en la figura. 


*5-20. El vagon de ferrocarril tiene un peso de 24 000 lb 
y un centro de gravedad en G. Esta suspendido de la via en 
sus partes delantera y trasera mediante seis llantas ubica- 
das enA,ByC. Determine las reacciones normales sobre 
estas llantas si se supone que la via es una superficie lisa y 
que, tanto en las llantas delanteras como en las traseras, se 
sostiene una porcion equivalente de la carga. 



•5-21. Determine las componentes horizontal y vertical 
de la reaccion en el pasador A y la tension desarrollada en 
el cable BC que se usa para sostener el bastidor de acero. 


120 lb 



60 kN 



Prob. 5-19 


Prob. 5-21 
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5-22. La pluma articulada de la grua tiene un peso de 125 lb 
y centro de gravedad en G. Si sostiene una carga de 600 lb, 
determine la fuerza que actua en el pasador A y la fuerza en 
el cilindro hidraulico BC cuando la pluma esta en la posicion 
mostrada. 



5-23. El actuador neumatico en D se usa para aplicar una 
fuerza de F = 200 N sobre el elemento en B. Determine 
los componentes horizontal y vertical de la reaccion en el 
pasador A y la fuerza del eje liso ubicado en C sobre el ele¬ 
mento. 

*5-24. El actuador neumatico en D se usa para aplicar 
una F sobre el elemento en B. La reaccion normal en el 
eje liso ubicado en C sobre el elemento es de 300 N. Deter¬ 
mine la magnitud de F y las componentes horizontal y 
vertical de la reaccion en el pasador A. 



•5-25. El transformador electrico de 300 lb con centro 
de gravedad en G se sostiene mediante un pasador en A 
y una plataforma lisa en B. Determine las componentes 
horizontal y vertical de la reaccion en el pasador A y la 
reaccion de la plataforma B sobre el transformador. 



5-26. En la parte superior de la siguiente figura se mues- 
tra un diagrama esqueletico de una mano sosteniendo una 
carga. Si la carga y el antebrazo tienen masas de 2 kg y 
1.2 kg, respectivamente, y sus centros de masa se localizan 
en Gi y G 2 , determine la fuerza desarrollada en el biceps 
CD y las componentes horizontal y vertical de la reaccion 
en el codo B. El antebrazo que sostiene al sistema puede 
modelarse como el sistema estructural que se muestra en 
la parte inferior de la figura. 



Probs. 5-23/24 


Prob. 5-26 
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5-27. Cuando se aplican los frenos de un avion, la rueda 
frontal ejerce dos fuerzas sobre el extremo del tren de ate- 
rrizaje como se muestra en la figura. Determine las com- 
ponentes horizontal y vertical de la reaccion en el pasador 
C y la fuerza en el tirante AB. 



Prob. 5-27 


*5-28. El tubo de desagiie de 1.4 Mg se sostiene en las 
barras del montacargas. Determine las fuerzas normales 
enAyB como funciones del angulo de inclination 6 y gra- 
fique los resultados de las fuerzas (eje vertical) contra 6 
(eje horizontal) para 0 < 6 < 90°. 



•5-29. La masa de 700 kg se suspende de un trole carga- 
dor que se mueve a lo largo del riel desde d = 1.7 m hasta 
d = 3.5 m. Determine la fuerza a lo largo del tirante articu- 
lado BC (eslabon corto) y la magnitud de la fuerza en el 
pasador A como una funcion de la position d. Grafique 
los resultados de Fbc y Fa (eje vertical) contra d (eje hori¬ 
zontal). 



5-30. Si la fuerza de F = 100 lb se aplica a la manija del 
doblador de barras, determine las componentes vertical y 
horizontal de la reaccion en el pasador A y la reaccion del 
rodillo B sobre la barra lisa. 

5-31. Si se requiere que la fuerza del rodillo liso en B 
sobre el doblador de barras sea de 1.5 kip, determine las 
componentes vertical y horizontal de la reaccion en el 
pasador A y la magnitud de la fuerza F que se aplica a la 
manija. 



Prob. 5-28 


Probs. 5-30/31 
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*5-32. El brazo de la grua se sostiene mediante un pasa- 
dor en C y la varilla AB. Si la carga tiene una masa de 
2 Mg con su centro de masa localizado en G, determine 
las componentes horizontal y vertical de la reaccion en el 
pasador C y la fuerza desarrollada en la varilla AB sobre la 
grua cuando i = 5m. 

•5-33. El brazo de la grua se sostiene mediante un pasa¬ 
dor en C y la varilla AB. La varilla puede soportar una 
tension maxima de 40 kN. Si la carga tiene una masa de 
2 Mg con su centro de masa localizado en G, determine la 
maxima distancia x permisible y las componentes horizon¬ 
tal y vertical correspondientes de la reaccion en C. 



5-34. Determine las componentes horizontal y vertical 
de la reaccion en el pasador A y la fuerza normal en la 
clavija lisa B sobre el elemento. 



5-35. El armazon se sostiene mediante el elemento AB 
que descansa sobre el piso liso. Cuando el armazon esta 
cargado, la distribucion de presion sobre AB es lineal 
como se muestra en la figura. Determine la longitud d del 
elemento AB y la intensidad w para este caso. 


4 pies 



*5-36. Los elementos A y B se utilizan para estabilizar la 
grua y evitar que se vuelque al levantar cargas muy gran- 
des. Si se va a levantar una carga de 3 Mg, determine el 
maximo angulo 0 de la pluma de modo que la grua no se 
vuelque. La grua tiene una masa de 5 Mg y centro de masa 
en G c , mientras que la pluma tiene una masa de 0.6 Mg y 
centro de masa en G B . 



Prob. 5-34 


Prob. 5-36 
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•5-37. El tablon de madera que descansa entre dos edifi- 
cios se flexiona ligeramente cuando sostiene a una persona 
de 50 kg. Esta flexion causa una distribucion triangular de 
carga en sus extremos, con intensidades maximas de w A y 
w B . Calcule w A y w B , cada una medida en N/m, cuando la 
persona esta parada a 3 m de uno de los extremos como se 
muestra en la figura. Pase por alto la masa de la plancha. 



Prob. 5-37 


5-38. El resorte CD permanece en la posicion horizontal 
en todo momento debido al rodillo en D. Si el resorte no 
se estira cuando 0 = 0° y la mensula logra su posicion de 
equilibrio cuando 6 = 30°, determine la rigidez k del resor¬ 
te y las componentes horizontal y vertical de la reaccion en 
el pasador A. 

5-39. El resorte CD permanece en la posicion horizon¬ 
tal en todo momento debido al rodillo enD. Si el resorte 
no se estira cuando 6 = 0° y la rigidez del resorte es k = 
1.5 kN/m, determine el mmimo angulo 0 requerido para 
el equilibrio y las componentes horizontal y vertical de la 
reaccion en el pasador A. 


*5-40. El ensamble de la plataforma tiene un peso de 250 lb 
y su centro de gravedad esta en G t . Si se quiere soportar una 
carga maxima de 400 lb colocada en el punto G 2 , determine 
el contrapeso W mmimo que debe ubicarse en B para evitar 
una volcadura de la plataforma. 



Prob. 5-40 


•5-41. Determine las componentes horizontal y vertical 
de la reaccion en el pasador A y la reaccion del collar liso 
B sobre la barra. 



Probs. 5-38/39 


Prob. 5-41 
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5-42. Determine las reacciones de soporte del rodillo A y 
el collar liso B sobre la barra. El collar esta fijo a la barra 
AB , pero puede deslizarse a lo largo de la barra CD. 


*5-44. Determine las componentes horizontal y vertical 
de la fuerza en el pasador A y la reaccion en el soporte de 
mecedora B de la viga curva. 



Prob. 5-42 


500 N 



5-43. La barra uniforme AB tiene un peso de 15 lb. Deter¬ 
mine la fuerza en el cable cuando la barra esta en la posi¬ 
cion mostrada. 



•5-45. La grua de piso y el conductor tienen un peso total 
de 2500 lb con un centro de gravedad en G. Si se requiere 
que la grua levante un barril de 500 lb, determine la reac¬ 
cion normal sobre ambas ruedas en A y ambas ruedas en B 
cuando la pluma esta en la posicion mostrada. 

5-46. La grua de piso y el conductor tienen un peso total 
de 2500 lb con un centro de gravedad en G. Determine 
el peso maximo del barril que puede levantar la grua sin 
que esto cause una volcadura cuando la pluma esta en la 
posicion mostrada. 



Prob. 5-43 


Probs. 5-45/46 
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5-47. El motor tiene un peso de 850 lb. Determine la 
fuerza que ejerce cada una de las cadenas sobre los gan- 
chos de soporte en A, B y C. Pase por alto el tamano de los 
ganchos y el grosor de la viga. 



*5-48. Determine la fuerza P necesaria para jalar el rodi- 
llo de 50 kg sobre el escalon liso. Considere que 6 = 60°. 

•5-49. Determine la magnitud y la direccion 6 de la fuer¬ 
za minima P necesaria para jalar el rodillo de 50 kg sobre 
el escalon liso. 


5-50. El cable de sujecion de una camioneta remolcadora 
esta sometido a una fuerza de T = 6 kN cuando el cable 
tiene una direccion 6 = 60°. Determine las magnitudes de 
la fuerza total F de frenado por friccion para el par de rue- 
das traseras B y de las fuerzas normales totales en las dos 
ruedas delanteras A y las dos ruedas traseras B para lograr 
el equilibrio. La camioneta tiene una masa total de 4 Mg y 
centro de masa en G. 

5-51. Determine la fuerza minima T en el cable y el angu- 
lo critico 0 que hara que la camioneta comience a volcarse, 
es decir, para que la reaccion normal en A sea igual a cero. 
Suponga que la camioneta esta frenada y no patinara en 
B. La camioneta tiene una masa total de 4 Mg y centro de 
masa en G. 



Probs. 5-50/51 


*5-52. Tres libros iguales, cada uno con peso W y lon- 
gitud a , estan colocados como se muestra. Determine la 
distancia d maxima que el libro superior puede sobresalir 
con respecto al de la base sin que se caiga. 



Probs. 5-48/49 


Prob. 5-52 
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•5-53. Determine el angulo 6 con el que el eslabon ABC 
se mantiene en equilibrio si el elemento BD se mueve 
2 pulg a la derecha. Los resortes estan originalmente sin 
estirar cuando 0 = 0°. Cada resorte tiene la rigidez que se 
muestra. Los resortes permanecen horizontales porque 
estan unidos a guias de rodillo. 



Prob. 5-53 


5-55. La viga horizontal esta soportada por resortes en sus 
extremos. Cada resorte tiene una rigidez de k = 5 kN/m y 
originalmente no esta estirado cuando la viga se encuentra 
en posicion horizontal. Determine el angulo de inclinacion 
de la viga si se aplica una carga de 800 N en el punto C 
como se muestra. 

*5-56. La viga horizontal esta soportada por resortes en 
sus extremos. Si la rigidez del resorte localizado en A es 
k A = 5 kN/m, determine la rigidez requerida en el resorte 
ubicado en B de manera que si la viga se carga con 800 N 
permanezca en posicion horizontal. Los resortes estan cons- 
truidos originalmente de modo que la viga mantenga la 
posicion horizontal cuando esta descargada. 


800 N 


vC 



--1 m-- 


- 3 m- 

Probs. 5-55/56 


5-54. La barra uniforme AB tiene un peso de 15 lb y el 
resorte no se estira cuando 0 = 0°. Si 6 = 30°, determine la 
rigidez k del resorte. 



•5-57. Los discos lisos D y E tienen un peso de 200 lb y 
100 lb, respectivamente. Si una fuerza horizontal de P = 
200 lb se aplica al centro del disco E , determine las reac- 
ciones normales en los puntos de contacto con el suelo en 
A, B y C. 

5-58. Los discos lisos D y E tienen un peso de 200 lb y 
100 lb, respectivamente. Determine la fuerza horizontal P 
maxima que puede aplicarse al centro del disco E sin oca- 
sionar que el disco D se mueva hacia arriba por el piano 
inclinado. 



Prob. 5-54 


Probs. 5-57/58 
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5-59. Un joven esta de pie en el extremo de un trampo- 
lin, el cual se sostiene por medio de los resortes ubicados 
en A y B, cada resorte tiene rigidez k = 15 kN/m. En la 
posicion mostrada el trampolin esta horizontal. Si el joven 
tiene una masa de 40 kg, determine el angulo de incli- 
nacion que forma el trampolin con la horizontal despues 
de que salta al agua. Ignore el peso del trampolin y suponga 
que es rigido. 


•5-61. Si el resorte BC no se estira con 0 = 0° y la palan- 
ca angular logra su posicion de equilibrio cuando 6 = 15°, 
determine la fuerza F aplicada en forma perpendicular al 
segmento AD y las componentes horizontal y vertical de 
la reaccion en el pasador A. El resorte BC permanece en la 
posicion horizontal en todo momento debido al rodillo 
en C. 




*5-60. La barra uniforme tiene una longitud / y un 
peso W. Esta soportada en un extremo A por una pared 
lisa y en el otro extremo por una cuerda de longitud 5, la 
cual esta unida a la pared como se muestra en la figura. 
Demuestre que para lograr el equilibrio se requiere que 
h = [(s 2 - l 2 )/3]V 2 . 


5-62. La varilla delgada de longitud / esta soportada por 
el tubo liso. Determine la distancia a necesaria para el 
equilibrio si la carga aplicada es P. 




Prob. 5-60 


Prob. 5-62 
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PROBLEMAS CONCEPTUALES 


P5-5. La barra de sujecion se usa para sostener el vola- 
do a la entrada de un edificio. Si esta conectado mediante 
pasadores a la pared del edificio en A y al centro del vola- 
do B, determine si la fuerza en la barra se incrementara, 
disminuira o permanecera igual si (a) el soporte en A se 
mueve a una posicion D mas baja, y ( b ) el soporte en B 
se mueve a una posicion C mas cercana a la orilla. Explique 
su respuesta con un analisis de equilibrio, usando dimen- 
siones y cargas. Suponga que el volado esta sostenido 
mediante pasadores en la pared del edificio. 



P5-5 


P5-6. El hombre trata de jalar la cuatrimoto hacia arriba 
por el piano inclinado y sobre la plataforma de la camio- 
neta. Desde la posicion que se muestra, ^sera mas efectivo 
mantener la cuerda atada en A, o seria mejor atarla al eje 
de las ruedas delanteras en B? Trace un diagrama de cuer¬ 
po libre y haga un analisis de equilibrio para explicar su 
respuesta. 



P5-7. Como cualquier avion, este jet descansa sobre tres 
ruedas. ^Por que no usar una rueda adicional en la cola 
para tener un mejor soporte? (Piense en alguna razon para 
no incluir esta rueda). Si hubiera una cuarta rueda en 
la cola, trace un diagrama de cuerpo libre del jet desde una 
vista lateral (2 D), y muestre por que no es posible deter- 
minar las reacciones en todas las ruedas con las ecuaciones 
de equilibrio. 



P5-7 


*P5-8. ^Cual es el mejor sitio para acomodar la mayoria 
de los troncos en la carretilla, de modo que se minimice el 
tamano de la fuerza que actua sobre la columna vertebral 
de la persona que transporta la carga? Haga un analisis de 
equilibrio para explicar su respuesta. 



P5-6 


P5-8 
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EQUILIBRIO EN TRES DIMENSIONES 


5.5 Diagramas de cuerpo libre 

El primer paso para resolver problemas tridimensionales de equilibrio, 
como en el caso de los bidimensionales, es trazar un diagrama de cuer¬ 
po libre. Sin embargo, antes de mostrar esto, es necesario analizar los 
tipos de reaccion que pueden presentarse en los soportes. 

Reacciones de soporte. En la tabla 5-2, se muestran las fuerzas 
y los momentos de par reactivos que actuan en varios tipos de sopor¬ 
tes y conexiones, cuando los elementos se ven en tres dimensiones. Es 
importante reconocer los simbolos usados para representar cada uno 
de esos soportes y entender claramente como se desarrollan las fuer¬ 
zas y los momentos de par. Igual que en el caso bidimensional: 

• Una fuerza se desarrolla mediante un soporte que restringe la tras- 
lacion de su elemento conectado. 

• Un momento de par se desarrolla cuando se evita la rotacion del 
elemento conectado. 

Por ejemplo, en la tabla 5-2, la junta (4) de rotula esferica impide 
cualquier traslacion del elemento conectado; por lo tanto, una fuer¬ 
za debe actuar en el elemento en el punto de conexion. Esta fuerza 
tiene tres componentes con magnitudes desconocidas F x , F y , F z . Si 
esas componentes son conocidas, se puede obtener la magnitud de la 
fuerza F = V 'f\ + F 2 y + F \, y la orientacion de la fuerza esta defini- 
da por los angulos directores coordenados a , /3, y, ecuaciones 2-7*. 
Dado que el elemento conectado puede girar libremente con respecto 
a cualquier eje, ninguna junta de rotula esferica resiste momento alguno 
de par. 

Debe observarse que en los soportes de chumacera (5) y (7), se 
muestra que cada pasador (8) y la articulacion unica (9) deben resistir 
componentes tanto de fuerza como de momento de par. Sin embargo, 
si esos soportes se usan junto con otras chumaceras, pasadores, o articu- 
laciones para mantener un cuerpo rigido en equilibrio y los soportes 
estan alineados adecuadamente cuando se conectan al cuerpo, entonces 
las reacciones de fuerza en esos soportes pueden por si solas ser ade- 
cuadas para soportar el cuerpo. En otras palabras, los momentos de 
par resultan redundantes y no se muestran en el diagrama de cuerpo 
libre. La razon de esto se aclara despues de estudiar los ejemplos que 
siguen. 


5 


*Las tres incognitas tambien se pueden representar como una magnitud de fuerza 
desconocida Fy dos angulos directores coordenados. El tercer angulo director se obtiene 
con la identidad cos 2 a + cos 2 jS + cos 2 7 = 1 , ecuacion 2-8. 
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TABLA 5-2 Soportes para cuerpos rfgidos sometidos a sistemas de fuerzas tridimensionales 


Tipos de conexion Reaccion Numero de incognitas 



cable 


Una incognita. La reaccion es una fuerza que 
actua alejandose del elemento en la direccion 
conocida del cable. 



z 

Soporte superficial liso 



Una incognita. La reaccion es una fuerza que 
actua perpendicularmente a la superficie en el 
punto de contacto. 


(3) 



rodillo 


Una incognita. La reaccion es una fuerza que 
actua perpendicularmente a la superficie en el 
punto de contacto. 



rotula esferica 


Tres incognitas. Las reacciones son tres compo- 
nentes rectangulares de fuerza. 



chumacera simple 


Cuatro incognitas. Las reacciones son dos fuer¬ 
zas y dos componentes de momento de par que 
actuan perpendicularmente al eje. Nota: por lo 
general, los momentos de par no se aplican si el 
cuerpo esta soportado en cualquier otro punto. 
Yea los ejemplos. 


conti nua 
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TABLA 5-2 Continuation 


Tipos de conexion Reaccion Numero de incognitas 



con flecha cuadrada 


Cinco incognitas. Las reacciones son dos fuerzas 
y tres componentes de momento de par. Nota: 
por lo general, los momentos de par no se apli- 
can si el cuerpo esta soportado en cualquier 
otro punto. Yea los ejemplos. 



chumacera de empuje simple 


Cinco incognitas. Las reacciones son tres fuerzas 
y dos componentes de momento de par. Nota: 
en general, los momentos de par no se aplican 
si el cuerpo esta soportado en cualquier otro 
punto. Yea los ejemplos. 



pasador liso simple 



Cinco incognitas. Las reacciones son tres fuerzas 
y dos componentes de momento de par. Nota: 
por lo general, los momentos de par no se apli¬ 
can si el cuerpo esta soportado en cualquier 
otro punto. Yea los ejemplos. 


(9) 

& • > 

bisagra simple 



Cinco incognitas. Las reacciones son tres fuerzas 
y dos componentes de momento de par. Nota: 
por lo general, los momentos de par no se apli¬ 
can si el cuerpo esta soportado en cualquier 
otro punto. Yea los ejemplos. 



soporte fijo 


Seis incognitas. Las reacciones son tres fuerzas y 
tres componentes de momento de par. 
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En la siguiente serie de fotografias se muestran ejemplos tipicos de 
soportes reales, cuyas referencias estan en la tabla 5-2. 


5 



Esta junta de rotula esferica propor- 
ciona una conexion para la caja de 
una maquina niveladora de tierra con 
su bastidor. (4) 



Esta chumacera simple soporta el 
extremo de la flecha. (5) 



Esta chumacera de empuje se usa para 
soportar la flecha impulsora de una 
maquina. (7) 



Este pasador se usa para soportar el 
extremo de un tirante usado en un 
tractor. 


Diagramas de cuerpo libre. El procedimiento general para 
establecer el diagrama de cuerpo libre de un cuerpo rigido se bosquejo 
en la seccion 5.2. En esencia, se requiere primero “aislar” el cuerpo 
por medio del delineado de su contorno. A esto sigue una cuidadosa 
rotulacion de todas las fuerzas y momentos de par con referenda a un 
sistema coordenado x, y, z establecido. Se sugiere mostrar las com- 
ponentes de reaccion con magnitud desconocida en cuanto actuan en 
el diagrama de cuerpo libre en sentido positivo. De este modo, si se 
obtienen valores negativos, esto indicara que las componentes actuan 
en las direcciones coordenadas negativas. 
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EJEMPLO 5.14 


Considere las dos barras y la placa, junto con sus diagramas de cuer¬ 
po libre asociados que se muestran en la figura 5-23. Los ejes x, y, 
z se establecen en el diagrama y las componentes de reaction des- 
conocidas estan indicadas con sentido positivo. El peso de los objetos 
no se considera. 


SOLUCION 



Chumaceras en A, B, C, alineadas Las reacciones de fuerza desarrolladas 

apropiadamente. mediante las chumaceras son suficientes 

para obtener el equilibrio ya que impiden 
que la flecha gire con respecto a cada uno 
de los ejes coordenados. 



Pasador en A y cable en BC. 



Mediante el pasador colocado sobre la 
barra, se desarrollan componentes de 
momento para impedir rotaciones con 
respecto a los ejes x y z. 



B 


Chumacera alineada 
apropiadamente en A y bisagra 
en C. Rodillo en B. 



Mediante la chumacera y la visagra colocada 
sobre la placa, se desarrollan solo reacciones 
de fuerza para impedir rotaciones con 
respecto a cada eje coordenado. En la 
bisagra no se desarrolla ningun momento. 


Fig. 5-23 
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5.6 Ecuaciones de equilibrio 

Como se establecio en la section 5.1, las condiciones para lograr el 
equilibrio de un cuerpo rigido sometido a un sistema tridimensional de 
fuerzas requieren que la fuerza resultante y el momento de par resul- 
tante que actuan sobre el cuerpo sean iguales a cero. 

Ecuaciones vectoriales de equilibrio. Las dos condiciones 
para lograr el equilibrio de un cuerpo rigido pueden expresarse mate- 
maticamente en forma vectorial como 


2F = 0 
2M 0 = 0 


(5-5) 


5 


donde EF es la suma vectorial de todas las fuerzas externas que actuan 
sobre el cuerpo y EM 0 es la suma de los momentos de par y los momen- 
tos de todas las fuerzas con respecto a cualquier punto O localizado en 
el cuerpo o fuera de el. 

Ecuaciones escalares de equilibrio. Si todas las fuerzas 
externas y los momentos de par aplicados se expresan en forma vecto¬ 
rial cartesiana y se sustituyen en las ecuaciones 5-5, tenemos 

EF = EE x i + EEJ + EE z k = 0 
EM 0 = EM x i + EAfjj + EM z k = 0 


Como las componentes i, j y k son independientes entre si, las ecuacio¬ 
nes anteriores se satisfacen siempre que 


y 


2 ^ = 0 
2F y = 0 
2F Z = 0 


(5 -6a) 


SM X = 0 
= 0 
EM Z = 0 


(5 -6b) 


Estas seis ecuaciones escalares de equilibrio pueden usarse para resolver 
cuando mucho seis incognitas mostradas en el diagrama de cuerpo libre. 
Las ecuaciones 5 -6a exigen que la suma de las componentes externas 
de fuerza que actuan en las direcciones x,yyz sea igual a cero; asimis- 
mo, las ecuaciones 5 -6b requieren que la suma de las componentes de 
momento con respecto a los ejes x, y y z, sea igual a cero. 
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5.7 Restricciones y determination 
estatica 


Para asegurar el equilibrio de un cuerpo rigido, no solo es necesario 
satisfacer las ecuaciones de equilibrio, sino que el cuerpo tambien debe 
estar sostenido o restringido propiamente por sus soportes. Algunos 
cuerpos pueden tener mas soportes que los necesarios para el equili¬ 
brio, mientras que otros pueden no tener suficientes o estar colocados 
de tal manera que ocasionen el movimiento del cuerpo. A continuacion 
se analiza cada uno de esos casos. 


Restricciones redundantes. Cuando un cuerpo tiene soportes 
redundantes, es decir, mas de los necesarios para mantenerlo en equili¬ 
brio, se vuelve estaticamente indeterminado. Estaticamente indetermi- 
nado significa que habra mas cargas desconocidas sobre el cuerpo que 
ecuaciones de equilibrio disponibles para su solucion. Por ejemplo, la 
viga de la figura 5-24^, y el ensamble de tubos de la figura 5-24 b, que 
se muestran junto con sus diagramas de cuerpo libre, son estaticamen¬ 
te indeterminados debido a las reacciones adicionales (o redundantes) 
en los soportes. Para la viga hay cinco incognitas, M A , A x , A y , B y y C y , 
para las cuales solo se pueden escribir tres ecuaciones de equilibrio 
(2 F x = 0, 'EFy = 0 y 2M 0 = 0, ecuaciones 5-2). El ensamble de tubos 
tiene ocho incognitas, para las cuales solo se pueden escribir seis ecua¬ 
ciones de equilibrio, ecuaciones 5-6. 

Las ecuaciones adicionales necesarias para resolver problemas esta¬ 
ticamente indeterminados del tipo que se muestra en la figura 5-24 
se obtienen generalmente a partir de las condiciones de deformacion 
presentes en los puntos de soporte. Estas ecuaciones implican las pro- 
piedades fisicas del cuerpo que se estudian en temas relacionados con 
la mecanica elastica, como la “mecanica de materiales”*. 


500 N 






Fig. 5-24 


5 


z 




(b) 


*Vea R.C. Hibbeler, Mecanica de materiales , 7a. ed., Pearson Education/Prentice 
Hall, Inc. 
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Restricciones impropias. Cuando se tienen tantas fuerzas 
reactivas desconocidas como ecuaciones de equilibrio, no siempre se 
garantiza que un cuerpo se encuentre estable cuando esta sometido 
a una carga particular. Por ejemplo, el soporte de pasador en A y el 
soporte de rodillo en B para la viga de la figura 5-25&, estan colocados 
de tal modo que las lmeas de accion de las fuerzas de reaccion son 
concurrentes en un punto A. En consecuencia, la carga P aplicada oca- 
sionara que la viga gire un poco con respecto a A , por lo que la viga 
esta impropiamente restringida, 2 M A ^ 0. 

En tres dimensiones, un cuerpo estara impropiamente restringido 
si las lmeas de accion de todas las fuerzas reactivas intersecan un eje 
comun. Por ejemplo, las fuerzas reactivas en los soportes de rotula esfe- 
rica, ubicados en los puntos A y B de la figura 5-25 b, intersecan el eje 
que pasa por A y B. Como los momentos de estas fuerzas con respecto a 
Ay B son todos iguales a cero, entonces la carga P hara que el elemento 
gire con respecto al eje AB , 2 M AB ^ 0. 


5 



Fig. 5-25 
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(b) 


Fig. 5-26 


Otra manera en que una restriction impropia conduce a la inestabi- 
lidad ocurre cuando todas las fuerzas de reaction son paralelas. En la 
figura 5-26 se muestran ejemplos bidimensionales y tridimensionales 
de esto. En ambos casos, la suma de fuerzas a lo largo del eje x no sera 
igual a cero. 

En algunos casos, un cuerpo puede tener menos fuerzas de reaccion 
que ecuaciones de equilibrio que deben ser satisfechas. Entonces, el cuer¬ 
po esta solo parcialmente restringido. Por ejemplo, considere el elemento 
AB de la figura 5-27 a con su correspondiente diagrama de cuerpo libre 
en la figura 5-21 b. Aqui, HF y = 0 no sera satisfecha para las condiciones 
de carga, y por lo tanto no se mantendra el equilibrio. 

Para resumir estos puntos, un cuerpo se considera impropiamente 
restringido si todas las fuerzas de reaction se intersecan en un punto 
comun o pasan por un eje comun, o si todas las fuerzas de reaction 
son paralelas. En la practica de la ingenieria, estas situaciones deben 
evitarse en todo momento ya que pueden causar una condition ines- 
table. 



(a) 


F4 



(b) 


Fig. 5-27 
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Puntos importantes 


• A1 resolver cualquier problema de equilibrio, siempre trace primero el 
diagrama de cuerpo libre. 

• Si un soporte evita la traslacion de un cuerpo en una direccion especifica, 
entonces el soporte ejerce una fuerza sobre el cuerpo en esa direccion. 

• Si un soporte evita la rotation con respecto a un eje , entonces el soporte 
ejerce un momento de par sobre el cuerpo con respecto al eje. 

• Si un cuerpo esta sometido a mas reacciones desconocidas que ecuaciones 
de equilibrio disponibles, entonces el problema es estaticamente indetermi- 
nado. 

• Un cuerpo estable requiere que las lmeas de accion de las fuerzas reactivas no 
intersequen un eje comun y no sean paralelas entre si. 


Procedimiento para el analisis 


Los problemas de equilibrio tridimensional para un cuerpo rigido pueden 

resolverse por el siguiente procedimiento. 

Diagrama de cuerpo libre. 

• Trace el contorno del cuerpo. 

• Muestre todas las fuerzas y los momentos de par que actuan sobre el cuerpo. 

• Establezca el origen de los ejes x, y, z en un punto conveniente y oriente 
los ejes de manera que sean paralelos a las fuerzas y momentos externos 
tanto como sea posible. 

• Rotule todas las cargas y especifique sus direcciones relativas a los ejes x, y, 
z. En general, muestre todas las componentes desconocidas con un sentido 
positivo a lo largo de los ejes x, y, z. 

• Indique las dimensiones del cuerpo necesarias para calcular los momentos 
de las fuerzas. 

Ecuaciones de equilibrio. 

• Si las componentes x, y, z de fuerza y momento parecen faciles de deter- 
minar, entonces aplique las seis ecuaciones escalares de equilibrio; de otra 
manera, use las ecuaciones vectoriales. 

• No es necesario que el conjunto de ejes seleccionados para la sumatoria 
de fuerzas coincida con el conjunto de ejes elegidos para la sumatoria de 
momentos. En realidad, para realizar la suma de fuerzas y momentos pue- 
de elegirse un eje en cualquier direccion arbitraria. 

• Elija la direccion de un eje para la suma de momentos de manera que inter- 
seque la lmea de accion de las fuerzas desconocidas tanto como sea posible. 
Tenga en cuenta que los momentos de las fuerzas que pasan por los puntos 
sobre este eje y las fuerzas que son paralelas al eje seran iguales a cero. 

• Si la solucion de las ecuaciones de equilibrio da como resultado un escalar 
negativo para una magnitud de fuerza o de momento de par, esto indica 
que el sentido es contrario al supuesto en el diagrama de cuerpo libre. 
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EJEMPLO 5.15 


La placa homogenea que se muestra en la figura 5-2 8a tiene una 
masa de 100 kg y esta sometida a una fuerza y un momento de par a 
lo largo de sus hordes. Si esta soportada en el piano horizontal por 
medio de un rodillo en A , una rotula esferica en B y una cuerda en 
C, determine las componentes de reaccion en estos soportes. 


SOLUCI6N (ANALISIS ESCALAR) 

Diagrama de cuerpo libre. Hay cinco reacciones desconocidas 
que actuan sobre la placa, como se muestra en la figura 5-28 b. Se 
supone que cada una de esas reacciones actua en una direccion coor- 
denada positiva. 

Ecuaciones de equilibrio. Como la geometria tridimensional es 
bastante sencilla, un analisis escalar proporciona una solucion directa a 
este problema. Una suma de fuerzas a lo largo de cada eje resulta en 


2F, = 0; 


2F y = 0; 
SF, = 0; 


B x = 0 

By = 0 


A z + B z + T c ~ 300 N - 981 N = 0 


Resp. 

Resp. 

( 1 ) 




Recuerde que el momento de una fuerza con respecto a un eje es 
igual al producto de la magnitud de la fuerza y la distancia perpen¬ 
dicular (brazo de momento) desde la lmea de accion de la fuerza 
hasta el eje. Asimismo, las fuerzas que son paralelas a un eje o pasan 
por el no generan momento con respecto al eje. Por consiguiente, al 
sumar momentos con respecto a los ejes xy y positivos, tenemos 


2M X = 0; T c (2 m) - 981 N(1 m) + B z ( 2 m) = 0 (2) 

2 M y = 0 ; 

300 N(1.5 m) + 981 N(1.5 m) - B z ( 3 m) - A z (3 m) - 200N- m = 0 (3) 


Las componentes de la fuerza en B se pueden eliminar si los momen¬ 
tos se suman con respecto a los ejes x'y y'. Obtenemos 

2 My = 0; 981 N(1 m) + 300 N(2 m) - A z (2 m) = 0 (4) 

2My = 0; 

—300N(1.5m) — 981 N(1.5m) — 200 N*m + L c (3m)= 0 (5) 


Resolver las ecuaciones 1 a 3, o las mas convenientes 1, 4 y 5, da 
como resultado 

A z = 790 N B z = -217 N T c = 707 N Resp. 
El signo negativo indica que B z actua hacia abajo. 


NOTA: la solucion de este problema no requiere el uso de una 
sumatoria de momentos con respecto al eje z. La placa esta parcial- 
mente restringida, ya que los soportes no pueden impedir que gire 
respecto del eje z si se aplica una fuerza en el piano x-y. 
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EJEMPLO 5.16 


Determine las componentes de reaccion que ejercen la junta de 
rotula esferica ubicada en A , la chumacera lisa en B y el soporte 
de rodillo en C, sobre el ensamble de barras que se muestra en la 
figura 5-29*2. 


z z 



(a) (b) 

Fig. 5-29 


SOLUCION 

Diagrams de cuerpo libre. Como se muestra en la figura 5-29 b, 
las fuerzas de reaccion de los soportes evitaran que el ensamble gire 
con respecto a cada eje coordenado, de esta manera la chumacera 
en B solo ejerce fuerzas de reaccion sobre el elemento. 

Ecuaciones de equilibrio. Podemos obtener una solucion directa 
para A y si sumamos fuerzas a lo largo del eje y. 

lZF y = 0; A y = 0 Resp. 

La fuerza F c puede determinarse directamente al sumar momentos 
con respecto al eje y. 

^M y = 0; F c (0.6 m) - 900 N(0.4 m) = 0 

F c = 600 N Resp. 

Con este resultado, B z puede determinarse al sumar momentos con 
respecto al eje x. 

= 0; B z { 0.8 m) + 600 N(1.2 m) - 900 N(0.4 m) = 0 

B- = -450 N Resp. 

El signo negativo indica que actua hacia abajo. La fuerza B x puede 
encontrarse al sumar momentos con el respecto al eje z. 

= 0; -£*(0.8 m) = 0 B x = 0 Resp. 

Asi, 

= 0; A x + 0 = 0 A x = 0 Resp. 

Por ultimo, con los resultados de B z y F c . 

=0; A z + (-450 N) + 600 N - 900 N = 0 

A z = 750 N Resp. 
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EJEMPLO 


El pescante se usa para sostener la maceta de 75 lb que se muestra 
en la figura 5-30*2. Determine la tension desarrollada en los cables 
ABy AC. 

SOLUCI6N 

Diagrama de cuerpo libre. En la figura 5-306, se muestra el 
diagrama de cuerpo libre del pescante. 

Ecuaciones de equilibrio. Usaremos un analisis vectorial. 

{2i — 6 j + 3k} pies 


F ab ~ Fab 


*ab 

r AB 


= F, 


FaC — Fkc 1 


*AC 

vac 


= F, 


v V(2pies) 2 + (-6 pies) 2 + (3 pies)^ 

F A b x ~ jF ab j + f F AB k 

{ —2i— 6 j + 3k} pies 


V(-2pies) 2 + (-6 pies) 2 + (3 pies)' 



' 7 F A q\ 7 F A q\ + 7 F A (\ 


Podemos eliminar la reaccion de la fuerza en O al escribir la ecua- 
cion de equilibrio del momento con respecto al punto O. 


2M 0 = 0; 


y a x + F ac + W) - 0 


(6j) x 


7 F ab \ 7 F ab j + 7 F ab k ] + ( 7 F A( A 7 F A c\ + 7 F A c k j + ( 75k) 


¥ f ab + T p AC - 450 


-¥ f ab + T f ac Ik = o 


2A7, = 0; ' 7 X F ab + fF AC - 450 = 0 


= 0 ; 
SM Z = 0; 


0 = 0 

A f ab + ¥ f ac = 0 


Al resolver simultaneamente las ecuaciones (1) y (2), 
Fab = F ac = 87.51b 
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EJEMPLO 5.18 



(a) 


z 



Fig. 5-31 


La barra AB que se muestra en la figura 5-31a esta sometida a la 
fuerza de 200 N. Determine las reacciones en la junta de rotula esfe- 
rica A y la tension en los cables BD y BE. 

SOLUCION (ANALISIS VECTORIAL) 

Diagrama de cuerpo libre. Figura 5-315. 

Ecuaciones de equilibrio. A1 representar cada fuerza del diagra¬ 
ma de cuerpo libre en forma vectorial cartesiana tenemos 

F a = A x \ + A y ] + A z k 
T e = T E \ 

T d = t d j 

F = {-200k} N 

A1 aplicar la ecuacion de equilibrio de fuerzas: 


© 

II 

+ T £ + T^, + F - 0 

(Ax + T e ) i + (A y + T d ) j + (A z - 200)k = 0 


M 

X 

II 

o 

A x + T e = 0 

(1) 

o 

II 

A y + T D = 0 

(2) 

o 

II 

A z - 200 = 0 

(3) 


A1 sumar momentos con respecto al punto A resulta 

= 0; r c X F + r B X (T E + T^) = 0 

Como r c = \x B , entonces 

(0.5i + lj - lk) X (-200k) + (li + 2j - 2k) X (T E \ + T D j) = 0 
Al desarrollar y reordenar terminos se obtiene 


(2 T d - 200)i + (-2 T e + 100)j + (T D - 2T E )k = 0 


= 0; 

2T d - 200 = 0 

(4) 

= 0; 

-2 T e + 100 = 0 

(5) 

1M Z = 0; 

O 

II 

(N 

1 

(6) 

Si resolvemos las ecuaciones de la 1 a la 5 obtenemos 



T d = 100 N 

Resp. 


T e = 50 N 

Resp. 


A x = -50 N 

Resp . 


Ay = -100 N 

Resp . 


A z = 200 N 

Resp . 


NOTA: el signo negativo indica que A x y A y tienen un sentido que 
es opuesto al que se muestra en el diagrama de cuerpo libre, figura 


5-316. 
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EJEMPLO 5.19 


La barra doblada que se muestra en la figura 5-32*2 esta soportada en 
A por una chumacera, en D por una junta de rotula esferica, y en B 
por medio del cable BC. Con solo una ecuacion de equilibrio , obten- 
ga una solucion directa para la tension en el cable BC. La chumacera 
en A es capaz de ejercer componentes de fuerza solo en las direccio- 
nes zy y puesto que esta apropiadamente alineada sobre el eje. 

SOLUCI6N (ANALISIS VECTORIAL) 

Diagrama de cuerpo libre. Como se muestra en la figura 5-32 b, 
hay seis incognitas. 

Ecuaciones de equilibrio. La tension T B en el cable puede obte- 
nerse directamente al sumar momentos con respecto a un eje que 
pase por los puntos D y A. ^Por que? La direccion del eje esta defi- 
nida por el vector unitario u, donde 

r DA 1.1. (a) 

U = ~C~A = ~V2 - V2 J 

= —0.7071i - 0.7071j 

Por lo tanto, la suma de los momentos con respecto a este eje sera A z 

cero siempre que 

^M da = u • 2(r X F) = 0 

Aqui r representa un vector de posicion trazado desde cualquier 
punto sobre el eje DA hasta cualquier punto sobre la linea de accion 
de la fuerza F (vea la ecuacion 4-11). Con referencia a la figura 5-326, 
podemos escribir 

u- (r B X Tg + r E X W) =0 

(—0.7071i - 0.7071j) • [(—lj) X (7gk) 

+ (—0.5j) X (-981k)] = 0 

(-0.7071 i - 0.7071j) • [{-T B + 490.5)i] = 0 Fi S- 5 ' 32 

- 0.7071(-Tb + 490.5) + 0 + 0 = 0 

T b = 490.5 N Resp. 

Como los brazos de momento desde el eje hasta T fi yW son faciles 
de obtener, tambien podemos determinar este resultado con un ana- 
lisis escalar. Como se muestra en la figura 5-32 b, 

^M da = 0; T b { 1 m sen 45°) - 981 N(0.5 m sen 45°) = 0 

T b = 490.5 N Resp. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


Todas las soluciones a losproblemas deben incluir un DCL. 

F5-7. La placa uniforme tiene un peso de 500 lb. Deter¬ 
mine la tension en cada uno de los cables de soporte. 



5 


F5-8. Para la placa que se muestra en la figura, determi¬ 
ne las reacciones en el soporte de rodillo A, la junta de 
rotula esferica D y la tension en el cable BC. 


z 



F5-8 


F5-9. La barra se sostiene mediante chumaceras lisas 
en A, B y C y esta sometida a las dos fuerzas mostradas. 
Determine las reacciones en los soportes. 


F5-10. Determine las reacciones de soporte en las chu¬ 
maceras lisas A, B y C del ensamble de tubos. 


z 



F5-11. Determine la fuerza desarrollada en las cuerdas 
BD , CE y CFy las reacciones de la junta de rotula A sobre 
el bloque. 


z 



F5-11 

F5-12. Determine las componentes de reaccion que 
ejercen la chumacera de empuje A y el cable BC sobre la 
barra. 




F5-9 


F5-12 
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PROBLEMAS 


Todas las soluciones a losproblemas deben incluir un DCL. 

5-63. El carro de carga soporta una caja uniforme que 
tiene una masa de 85 kg. Determine las reacciones vertica- 
les sobre las tres ruedas en A, B y C. La rueda en B no se 
muestra. No tome en cuenta la masa de la carretilla. 



*5-64. El poste para una lmea de potencia esta sometido 
a las dos fuerzas del cable de 60 lb, cada fuerza se encuen- 
tra en un piano paralelo al piano x-y. Si la tension en la 
retenida AB es de 80 lb, determine las componentes de 
reaccion x, y, z en la base O del poste. 


z 



•5-65. Si P = 6 kN, x = 0.75 m y y = 1 m, determine 
la tension desarrollada en los cables AB, CD y EF. Haga 
caso omiso del peso de la placa. 

5-66. Determine la ubicacion x y y del punto de aplica- 
cion de la fuerza P de modo que la tension desarrollada 
en los cables AB , CD y EF sea la misma. Pase por alto el 
peso de la placa. 


z 



Probs. 5-65/66 


5-67. Debido a una distribucion desigual del combustible 
en los tanques de las alas, los centros de gravedad para el 
fuselaje del avion A y las alas B y C se localizan como se 
muestra en la figura. Si estos componentes tienen pesos 
= 45 000 lb, W B = 8000 lb y W c = 6000 lb, determine 
las reacciones normales de las ruedas D, E y F sobre el 
suelo. 



Prob. 5-64 


Prob. 5-67 
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*5-68. Determine la magnitud de la fuerza F que debe 5-70. Determine la tension en los cables BD y CD y las 

ejercerse sobre la manivela en C para sostener la caja de componentes de reaccion x, y, z en la junta de rotula esfe- 

75 kg en la posicion mostrada. Tambien, determine las rica ubicada end. 
componentes de reaccion en la chumacera de empuje A y 
en la chumacera lisa B. 


z 



z 



Prob. 5-70 


•5-69. La flecha esta soportado por tres chumaceras lisas 5-71. El ensamble de barras se usa para sostener el cilin- 
enA,By C. Determine las componentes de reaccion en dro de 250 lb. Determine las componentes de reaccion en 
estos soportes. la junta de rotula esferica A, en la chumacera lisa E y la 

fuerza desarrollada a lo largo de la barra CD. Las conexio- 
nes enCyD son juntas de rotula esferica. 




Prob. 5-69 


Prob. 5-71 
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*5-72. Determine las componentes de reaccion que ac- 
tuan en las chumaceras lisas A, By C. 


5-74. Si la carga tiene un peso de 200 lb, determine las 
componentes x, y, z de la reaccion en la junta de rotula 
esferica A y la tension en cada uno de los cables. 


z 



Prob. 5-72 


z 



•5-73. Determine las componentes de fuerza que actuan 
sobre la rotula esferica en A, la reaccion en el rodillo B y la 
tension en la cuerda CD necesarias para el equilibrio de 
la placa con forma de cuadrante circular. 


5-75. Si el cable puede estar sometido a una tension ma¬ 
xima de 300 lb, determine la fuerza F maxima que puede 
aplicarse a la placa. Calcule las componentes x, y, z de la 
reaccion en la bisagra A para esta carga. 



Prob. 5-73 


Prob. 5-75 
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*5-76. El elemento se sostiene mediante un pasador en 
A y un cable BC. Si la carga en D es de 300 lb, determine 
las componentes x, y, z de la reaccion en el pasador A y la 
tension en el cable BC. 


z 



•5-77. La placa tiene un peso de W con centro de grave- 
dad en G. Determine la distancia d a lo largo de la lmea 
GH donde la fuerza vertical P = 0.75TLhara que la tension 
en el cable CD sea cero. 

5-78. La placa tiene un peso de W con centro de grave- 
dad en G. Determine la tension desarrollada en los alam- 
bres AB , CD y EE si la fuerza P = 0.75W se aplica en d = 
E/2. 


5-79. El pescante esta soportado por una junta de rotula 
esferica en A y una retenida en B. Si las cargas de 5 kN se 
encuentran en un piano que es paralelo al piano x-y, deter¬ 
mine las componentes de reaccion x, y, z en A y la tension 
existente en el cable en B. 


z 



Prob. 5-79 


*5-80. La puerta circular tiene un peso de 55 lb y un cen¬ 
tro de gravedad en G. Determine las componentes x, y, 
z de la reaccion en la bisagra A y la fuerza que actua a lo 
largo del baston CB necesarias para mantener la puerta en 
equilibrio. Considere que 0 = 45°. 

•5-81. La puerta circular tiene un peso de 55 lb y un cen¬ 
tro de gravedad en G. Determine las componentes x, y, 
z de la reaccion en la bisagra A y la fuerza que actua a lo 
largo del baston CB necesarias para sostener la puerta en 
equilibrio. Considere que 6 = 90°. 




Probs. 5-77/78 


Probs. 5-80/81 
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5-82. El elemento AB esta soportado en B mediante un 
cable y en A por medio de una barra cuadrada fija que 
entra holgadamente por el orificio cuadrado del collar. Si 
F = {20i - 40j - 75k) lb, determine las componentes jc, y, 
z de la reaccion en A y la tension en el cable. 

5-83. El elemento AB esta soportado en B mediante un 
cable y en A por medio de una barra cuadrada fija que 
entra holgadamente en el orificio cuadrado del collar. 
Determine la tension en el cable BC si la fuerza F = 
{-45k) lb. 


•5-85. La placa circular tiene un peso W y centro de gra- 
vedad en su centro. Esta sostenida por tres cuerdas verti- 
cales atadas a su borde; determine la distancia d maxima 
desde el centro hasta el punto donde se puede aplicar cual- 
quier fuerza vertical P de manera que, en ninguno de los 
cables, la fuerza se vuelva cero. 

5-86. Resuelva el problema 5-85 si se pasa por alto el peso 
W de la placa. 




*5-84. Determine el maximo peso del barril de petroleo 
que puede soportar la grua de piso sin caerse. Incluso, cua- 
les son las reacciones verticales en las ruedas lisas A, By C 
para este caso. La grua de piso tiene un peso de 300 lb, con 
su centro de gravedad ubicado en G. 


5-87. Una mesa cuadrada uniforme que tiene un peso W 
y lados de magnitud a se sostiene mediante tres patas ver¬ 
ticales. Determine la minima fuerza vertical P que puede 
aplicarse a su parte superior para ocasionar la volcadura 
de la mesa. 



Prob. 5-84 


Prob. 5-87 
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REPASO DEL CAPITULO 


Equilibrio 

Un cuerpo en equilibrio no gira pero puede 
trasladarse con velocidad constante, o no se 
mueve. 


EF = 0 


EM = 0 





Dos dimensiones 

Antes de analizar el equilibrio de un cuer¬ 
po, es necesario trazar primero un diagrama 
de cuerpo libre. Este diagrama es una for¬ 
ma delineada que muestra todas las fuerzas 
y los momentos de par que actuan sobre el 
cuerpo. 

Los momentos de par pueden colocarse en 
cualquier punto en un diagrama de cuerpo 
libre puesto que son vectores libres. Las fuer¬ 
zas pueden actuar en cualquier punto a lo largo 
de su lmea de accion ya que son vectores des- 
lizantes. 

Los angulos usados para descomponer fuer¬ 
zas, y las dimensiones empleadas para tomar 
los momentos de las fuerzas, tambien deben 
mostrarse en el diagrama de cuerpo libre. 

A continuacion se presentan en dos dimensio¬ 
nes algunos tipos comunes de soportes y sus 
reacciones. 

Recuerde que un soporte ejercera una fuerza 
sobre el cuerpo en una direccion particular si 
evita la traslacion del cuerpo en esa direccion, 
y ejercera un momento de par sobre el cuerpo 
si evita una rotacion. 




rodillo 





pasador o bisagra lisa soporte fijo 


Las tres ecuaciones escalares de equilibrio 
pueden aplicarse al resolver problemas en dos 
dimensiones, ya que la geometria es facil de 
visualizar. 


EF X = 0 

sr v = o 
= 0 
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Para la solution mas directa, trate de sumar 
fuerzas a lo largo de un eje que elimine tan- 
tas fuerzas desconocidas como sea posible. 
Sume momentos con respecto a un punto A 
que pase por la linea de action de tantas fuer¬ 
zas desconocidas como sea posible. 


2 F* = 0 ; 

A x — P 2 = 0 A x 
^M a = 0 ; 

Pidi + B y d B — P\di 
= P\d\ P^2 



Tres dimensiones 

A continuation se muestran aqui en tres dimen¬ 
siones algunos tipos comunes de soporte y sus 
reacciones. 



rodillo rotula esferica 




soporte fijo 



En tres dimensiones, a menudo es conveniente 
usar un analisis vectorial cartesiano al aplicar 
las ecuaciones de equilibrio. Para hacer esto, 
exprese primero, en forma vectorial cartesia- 
na, cada fuerza y cada momento de par cono- 
cidos y desconocidos mostrados en el diagrama 
de cuerpo libre. Luego iguale a cero la suma de 
fuerzas. Tome momentos con respecto a un 
punto O que se encuentre sobre la linea de 
action de tantas componentes desconocidas 
de fuerza como sea posible. Desde el punto O 
dirija vectores de position hacia cada fuerza, y 
luego use el producto cruz para determinar el 
momento de cada fuerza. 

Las seis ecuaciones escalares de equilibrio se 
establecen haciendo las respectivas compo¬ 
nentes i, j y k de esas sumas de fuerzas y de 
momentos iguales a cero. 


2F = 0 

2M 0 = 0 

^F x = 0 

^Fy = 0 
?F Z = 0 

= 0 
^My = 0 
= 0 


Determination y estabilidad 

Si un cuerpo esta soportado por un numero 
mmimo de restricciones para asegurar el equi¬ 
librio, entonces es estaticamente determinado. 
Si tiene mas restricciones que las requeridas, 
entonces es estaticamente indeterminado. 

Para restringir apropiadamente el cuerpo, las 
reacciones no deben ser todas concurrentes o 
paralelas entre si. 


500 N 



Estaticamente indeterminadas, 

cinco reacciones, 

tres ecuaciones de equilibrio 


600 N 200 N 



100 N 


Restriction apropiada, 
estaticamente determinada 
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PROBLEMAS DE REPASO 


*5-88. Determine las componentes vertical y horizontal 
de la reaccion en el pasador A y la fuerza en el cable BC. 
Pase por alto el grosor de los elementos. 


5-91. Determine la reaccion normal en el rodillo A y las 
componentes horizontal y vertical en el pasador B, para 
lograr el equilibrio del elemento. 



Prob. 5-88 



•5-89. Determine las componentes de reaccion horizon¬ 
tal y vertical en el pasador A y la reaccion en el rodillo B 
requeridas para soportar la armadura. Considere que F = 
600 N. 

5-90. Si el rodillo localizado en B puede soportar una 
carga maxima de 3 kN, determine la maxima magnitud de 
cada una de las tres fuerzas F que puede ser soportada por 
la armadura. 


*5-92. La flecha ensamblada esta soportada por dos chu- 
maceras lisas A y B y un eslabon corto DC. Si se aplica un 
momento de par a la flecha como se muestra, determine 
las componentes de fuerza de reaccion en las chumaceras 
y la fuerza presente en el eslabon. El eslabon se encuentra 
en un piano paralelo al piano y-z y las chumaceras estan 
adecuadamente alineadas con la flecha. 



Probs. 5-89/90 


Prob. 5-92 
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•5-93. Determine las reacciones en los soportes A y B 
del bastidor. 



5-94. En la parte inferior de la figura se muestra un 
diagrama esqueletico de la pierna. Aqui se puede obser- 
var que esta parte de la pierna se levanta por la accion del 
musculo cuadriceps unido a la cadera en A y a la rotula en 
B. Este hueso se desliza libremente sobre el cartilago y la 
junta de la rodilla. El cuadriceps se extiende posteriormen- 
te para unirse a la tibia en C. Con el sistema mecanico que 
se muestra en la parte superior de la figura para modelar 
la pierna, determine la tension en el cuadriceps en C y la 
magnitud de la fuerza resultante en el femur (pasador), D, 
a fin de mantener la pierna en la posicion mostrada. La 
pierna tiene una masa de 3.2 kg y un centro de masa en G^ 
el pie tiene una masa de 1.6 kg y un centro de masa en G 2 . 


5-95. Una fuerza vertical de 80 lb actua sobre el cigiienal. 
Determine la fuerza horizontal P de equilibrio que debe 
aplicarse a la manivela y las componentes x, y, z de reac- 
cion en la chumacera lisa A y en la chumacera de empuje 
B. Estos cojinetes estan alineados correctamente y ejercen 
solo fuerzas de reaccion sobre la flecha. 



*5-96. La repisa simetrica esta sometida a una carga 
uniforme de 4 kPa. El soporte esta proporcionado por un 
perno (o pasador) localizado en cada extremo A y A' y por 
las mensulas simetricas que se apoyan contra la pared lisa 
en ambos lados B y B'. Determine la fuerza resistida por 
cada perno en la pared y la fuerza normal B necesarias 
para lograr el equilibrio. 


75 mm 





Prob. 5-94 


Prob. 5-96 



















































Para disenar apropiadamente los elementos, es necesario determinar las fuerzas 
internas de los elementos de cada puente de armadura. 







Analisis estructural 



OBJETIVOS DEL CAPITULO 

• Mostrar como se determinan las fuerzas en los elementos de una 
armadura, por medio del metodo de nodos y del metodo de 
secciones. 

• Analizar las fuerzas que actuan sobre los elementos de bastidores 
y maquinas, compuestos por elementos conectados mediante 
pasadores. 


6.1 Armaduras simples 

Una armadura es una estructura compuesta de elementos esbeltos uni- 
dos entre si en sus puntos extremos. Los elementos usados comunmente 
en construccion consisten en puntales de madera o barras metalicas. 
En particular, las armaduras planas se situan en un solo piano y con 
frecuencia se usan para soportar techos y puentes. La armadura que se 
muestra en la figura 6-la es un ejemplo de una armadura tipica para 
soportar techos. En esta figura, la carga del techo se transmite a la 
armadura en los nodos por medio de una serie de largueros. Como 
esta carga actua en el mismo piano que la armadura, figura 6-1 b, el 
analisis de las fuerzas desarrolladas en los elementos de la armadura 
sera bidimensional. 



Fig. 6-1 
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Armadura de puente 

(b) 


Fig. 6-2 





Fig. 6-3 


En el caso de un puente, como el mostrado en la figura 6-2 a, la carga 
sobre la cubierta se transmite primero a los largueros , luego a las vigas 
de piso , y finalmente a los nodos de las dos armaduras laterales de 
soporte. Igual que en la armadura de techo, la carga en una armadura 
de puente es coplanar, figura 6-2 b. 

Cuando las armaduras de puente o de techo se extienden sobre gran- 
des distancias, comunmente se usa un soporte o rodillo para soportar un 
extremo, por ejemplo, el nodo A en las figuras 6-1 a y 6-2 a. Este tipo de 
soporte permite la expansion o la contraccion de los elementos debidas 
a los cambios de temperatura o a la aplicacion de cargas. 

SupuestOS para el diseno. Para disenar los elementos y las 
conexiones de una armadura, es necesario determinar primero la fuer¬ 
za desarrollada en cada elemento cuando la armadura esta sometida a 
una carga dada. Para esto, haremos dos supuestos importantes: 

• Todas las cargas se aplican en los nodos. En la mayoria de las 
situaciones, como en armaduras de puentes y de techos, este supues- 
to se cumple. A menudo se pasa por alto el peso de los elementos, 
ya que la fuerza soportada por cada elemento suele ser mucho mas 
grande que su peso. Sin embargo, si el peso debe ser incluido en el 
analisis, por lo general es satisfactorio aplicarlo como una fuerza 
vertical con la mitad de su magnitud aplicada a cada extremo del 
elemento. 

• Los elementos estan unidos entre si mediantepasadores lisos. Por 
lo general, las conexiones de los nodos se forman empernando o 
soldando los extremos de los elementos a una placa comun, llama- 
da placa de union , como se muestra en la figura 6-3a, o simplemente 
pasando un perno o pasador largo a traves de cada uno de los ele¬ 
mentos, figura 6-3 b. Podemos suponer que estas conexiones actuan 
como pasadores siempre que las lmeas centrales de los elementos 
unidos sean concurrentes , como en la figura 6-3. 












6.1 


Armaduras simples 


265 


Tension 

(a) 


Compresion 

(b) 


Fig. 6-4 


Debido a estos dos supuestos, cada elemento de la armadura actuara 
como un elemento de dos fuerzas , y por lo tanto, la fuerza que actue 
en cada extremo del elemento debe estar dirigida a lo largo del eje del 
elemento. Si la fuerza tiende a alargar el elemento, es una fuerza de 
tension (T), figura 6-4^; mientras que si tiende a acortar el elemento, 
es una fuerza de compresion (C), figura 6-4 b. En el diseno real de una 
armadura es importante establecer si la naturaleza de la fuerza es de 
tension o de compresion. A menudo, los elementos a compresion deben 
ser mas gruesos que los elementos a tension debido al efecto de pandeo 
o de columna que ocurre cuando un elemento esta en compresion. 

Armadura simple. Si tres elementos se conectan entre si me- 
diante pasadores en sus extremos, forman una armadura triangular 
que sera rigida , figura 6-5. Al unir dos elementos mas y conectar estos 
elementos a una nueva junta D se forma una armadura mas grande, 
figura 6-6. Este procedimiento puede repetirse todas las veces que se 
desee para formar una armadura aun mas grande. Si una armadura 
se puede construir expandiendo de este modo la armadura triangular 
basica, se denomina una armadura simple. 



6 


En la construccion de estas armaduras 
Warren, es evidente el uso de placas de 
union metalicas. 



Fig. 6-5 


Fig. 6-6 
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6.2 Metodo de nodos 

Para analizar o disenar una armadura, es necesario determinar la fuerza 
en cada uno de sus elementos. Una forma de hacer esto consiste en 
emplear el metodo de nodos. Este metodo se basa en el hecho de que 
toda la armadura esta en equilibrio, entonces cada uno de sus nodos 
tambien esta en equilibrio. Por lo tanto, si se traza el diagrama de cuer- 
po libre de cada nodo, se pueden usar las ecuaciones de equilibrio de 
fuerzas para obtener las fuerzas de los elementos que actuan sobre 
cada nodo. Como los elementos de una armadura plana son elementos 
rectos de dos fuerzas que se encuentran en el mismo piano, cada nodo 
esta sometido a un sistema de fuerzas que es coplanar y concurrente. 
En consecuencia, solo es necesario satisfacer = 0 y = 0 para 
garantizar el equilibrio. 

Por ejemplo, considere el pasador situado en el nodo B de la armadu¬ 
ra que aparece en la figura 6-la. Sobre el pasador actuan tres fuerzas, 
a saber, la fuerza de 500 N y las fuerzas ejercidas por los elementos 
BA y BC. El diagrama de cuerpo libre se muestra en la figura 6-lb. 
Aqui, ¥ ba esta “jalando” el pasador, lo que significa que el elemento 
BA esta en tension ; mientras que ¥ BC esta “empujando” el pasador, y 
en consecuencia, el miembro BC esta en compresion. Estos efectos se 
demuestran claramente al aislar el nodo con pequenos segmentos del 
elemento conectado al pasador, figura 6-1 c. El jalon o el empujon sobre 
esos pequenos segmentos indican el efecto del elemento que esta en 
compresion o en tension. 

Cuando se usa el metodo de los nodos, siempre se debe comenzar en 
un nodo que tenga por lo menos una fuerza conocida y cuando mucho 
dos fuerzas desconocidas, como en la figura 6-lb. De esta manera, la 
aplicacion de HF X = 0 y = 0 resulta en dos ecuaciones algebrai- 
cas de las cuales se pueden despejar las dos incognitas. Al aplicar esas 
ecuaciones, el sentido correcto de una fuerza de elemento desconocida 
puede determinarse con uno de dos posibles metodos. 




>►500 N 


F ba (tension) 


Jr 45 


F bc (compresion) 


(a) 


(b) 

Fig. 6-7 


(c) 
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• El sentido correcto de la direction de una fuerza desconocida de un 
elemento puede determinarse, en muchos casos, “por inspeccion”. 
Por ejemplo, F BC en la figura 6-lb debe empujar sobre el pasador 
(compresion) ya que su componente horizontal, F BC sen 45°, debe 
equilibrar la fuerza de 500 N (XF x = 0). De la misma manera, ¥ BA 
es una fuerza de tension ya que equilibra a la componente verti¬ 
cal, F bc cos 45° (2 F y = 0). En casos mas complicados, el sentido 
de la fuerza desconocida de un elemento puede suponerse\ luego, 
despues de aplicar las ecuaciones de equilibrio, el sentido supuesto 
puede verificarse a partir de los resultados numericos. Una respues- 
ta positiva indica que el sentido es correcto , mientras que una res- 
puesta negativa indica que el sentido mostrado en el diagrama de 
cuerpo libre se debe invertir. 

• Suponga siempre que las fuerzas desconocidas en los elementos que 
actuan en el diagrama de cuerpo libre del nodo estan en tension ; es 
decir, las fuerzas “jalan” el pasador. Si se hace asi, entonces la solu¬ 
tion numerica de las ecuaciones de equilibrio daran escalares posi- 
tivos para elementos en tension y escalares negativos para elementos 
en compresion. Una vez que se encuentre la fuerza desconocida de 
un elemento, aplique su magnitud y su sentido correctos (T o C) 
en los subsecuentes diagramas de cuerpo libre de los nodos. 



Las fuerzas en los elementos de esta 
armadura sencilla para techo pue- 
den determinarse por el metodo de 
nodos. 


Procedimiento para el analisis 


El siguiente procedimiento proporciona un medio para analizar 

una armadura con el metodo de nodos. 

• Trace el diagrama de cuerpo libre de un nodo que tenga por lo 
menos una fuerza conocida y cuando mucho dos fuerzas des¬ 
conocidas. (Si este nodo esta en uno de los soportes, enton¬ 
ces puede ser necesario calcular las reacciones externas en los 
soportes de la armadura). 

• Use uno de los dos metodos descritos antes para establecer el 
sentido de una fuerza desconocida. 

• Oriente los ejes % y y de manera que las fuerzas en el diagrama 
de cuerpo libre puedan descomponerse facilmente en sus com- 
ponentes x y y, y luego aplique las dos ecuaciones de equilibrio 
de fuerzas 2F X = 0 y 2/^ = 0. Despeje las dos fuerzas de ele¬ 
mento desconocidas y verifique su sentido correcto. 

• Con los resultados obtenidos, continue con el analisis de cada 
uno de los otros nodos. Recuerde que un elemento en compre¬ 
sion “empuja” el nodo y un elemento en tension “jala” el nodo. 
Ademas, asegurese de seleccionar un nodo que tenga cuando 
mucho dos incognitas y por lo menos una fuerza conocida. 
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EJEMPLO 





— y®\ 

L 

2m 

1 


(a) 


B 


►500 N 


(b) 


F CA 


\707.1 N 

42V 


A/« 


(c) 

Fba = 500 N 
-►Fca = 500 N 


(d) 


500 N 



500Ny . 707.1 N 

LA ^Tension 4:5 

500 sSmm N 

500 N 

(e) 

Fig. 6-8 


Determine la fuerza en cada elemento de la armadura mostrada en 
la figura 6-8 a e indique si los elementos estan en tension o en com- 
presion. 


SOLUCION 

Como no debemos tener mas de dos incognitas en el nodo y por lo 
menos contar con una fuerza conocida actuando ahi, comenzaremos 
el analisis en el nodo B. 

Nodo B. El diagrama de cuerpo libre del nodo en B se muestra en 
la figura 6-85. A1 aplicar las ecuaciones de equilibrio, tenemos 

2 F x = 0; 500 N - F BC sen 45° = 0 F BC = 707.1 N ( C)Resp. 
+1 ZF y = 0; F bc cos 45° - F BA = 0 F BA = 500 N (T) Resp. 

Como se ha calculado la fuerza en el elemento BC , podemos pro- 
ceder a analizar el nodo C para determinar la fuerza en el elemento 
CA y la reaccion en el soporte del rodillo. 

Nodo C. A partir del diagrama de cuerpo libre del nodo C, figura 
6.8c, tenemos 

^ 2 F x = 0; -F ca + 707.1 cos 45° N = 0 F CA = 500 N (T) Resp. 

+ 1= 0; C y - 707.1 sen 45° N = 0 C y = 500 N Resp. 

Nodo A. Aunque no es necesario, podemos determinar las com- 
ponentes de las reacciones de soporte en el nodo A mediante los 
resultados de F CA y F BA . A partir del diagrama de cuerpo libre, figu¬ 
ra 6-8d, tenemos 

1F X = 0; 500 N - A x = 0 A x = 500 N 

+ t2F y = 0; 500N - = 0 ^ y = 500N 


NOTA: los resultados del analisis se resumen en la figura 6-8c. 
Observe que el diagrama de cuerpo libre de cada nodo (o pasador) 
muestra los efectos de todos los elementos conectados y las fuerzas 
externas aplicadas al nodo, en tanto que el diagrama de cuerpo libre 
de cada elemento solo muestra los efectos de los pasadores de los 
extremos en el elemento. 
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EJEMPLO 6.2 


Determine la fuerza que actua en cada uno de los elementos de la 
armadura que se muestra en la figura 6-9 a; ademas, indique si los 
elementos estan en tension o en compresion. 


SOLUCI6N 

Como el nodo C tiene una fuerza conocida y solo dos fuerzas des- 
conocidas que actuan sobre el, es posible comenzar en este punto, 
despues analizar el nodo D y por ultimo el nodo A. De esta forma las 
reacciones de soporte no tendran que determinarse antes de comen¬ 
zar el analisis. 

Nodo C. Por inspeccion del equilibrio de fuerzas, figura 6-9 b, se 
puede observar que ambos elementos BC y CD deben estar en com¬ 
presion. 

+ t2F > , = 0; F bc sen 45° - 400 N = 0 

F bc = 565.69 N = 566 N (C) Resp. 

= 0; F cd - (565.69 N) cos 45° = 0 

F cd = 400 N (C) Resp. 


400 N 



400 N 

tc 

-►•c- ?—x 


w 


'45° 


Nodo D. Con el resultado F CD = 400 N (C), la fuerza en los ele¬ 
mentos BD y AD puede encontrarse al analizar el equilibrio del 
nodo D. Supondremos que tanto F AD como ¥ BD son fuerzas de ten¬ 
sion, figura 6-9c. El sistema coordenado x\ y' se establecera de modo 
que el eje x' este dirigido a lo largo de F BD . De esta manera, elimi- 
naremos la necesidad de resolver dos ecuaciones simultaneamente. 
Ahora se puede obtener directamente al aplicar S/y = 0. 

+S^F y = 0; -Fad sen 15° - 400 sen 30° = 0 

F ad = -772.74 N = 773 N (C) Resp. 


(b) 


Fcd = 400 N 



(c) 


El signo negativo indica que F^ es una fuerza de compresion. Con 
este resultado, 

+ \2# = 0; F bd + (-772.74 cos 15°) - 400 cos 30° = 0 

F BD = 1092.82 N = 1.09 kN(T) Resp. 

Nodo A. La fuerza en el elemento AB puede encontrarse al ana¬ 
lizar el equilibrio del nodo A , figura 6-9 d. Tenemos 





'IF x = 0; (772.74 N) cos 45° - F AB = 0 

Fab = 546.41 N (C) = 546 N (C) Resp. 


(d) 

Fig. 6-9 


6 
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EJEMPLO 6.3 


Determine la fuerza en cada elemento de la armadura mostrada en 
la figura 6-10 a. Indique si los elementos estan en tension o en com- 
presion. 




Fig. 6-10 


SOLUCI6N 

Reacciones en los soportes. No se puede analizar ningun nodo 
hasta que se hayan determinado las reacciones en los soportes, porque 
cada nodo tiene mas de tres fuerzas desconocidas que actuan sobre el. 
En la figura 6-10 b se presenta un diagrama de cuerpo libre de toda la 
armadura. A1 aplicar las ecuaciones de equilibrio, tenemos 

1F X = 0; 600 N - C x = 0 C x = 600 N 

C +2M C = 0; -A y { 6 m) + 400 N(3 m) + 600 N(4 m) = 0 

A y = 600 N 

+12F, = 0; 600 N - 400 N - C y = 0 C y = 200 N 



El analisis puede empezar ahora en cualquiera de los nodos A o C. 
La eleccion es arbitraria ya que hay una fuerza conocida y dos fuer¬ 
zas de elemento desconocidas que actuan sobre el pasador en cada 
uno de esos nodos. 


Nodo A . (Figura 6-10c). Como se muestra en el diagrama de cuer¬ 
po libre, se supone que F AB es una fuerza de compresion y ¥ AD es de 
tension. A1 aplicar las ecuaciones de equilibrio, tenemos 

+ t2F ) , = 0; 600 N - \f ab = 0 F AB = 750 N (C) Resp. 

1F X = 0; F ad - |(750 N) = 0 F AD = 450 N (T) Resp. 
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6.3 Elementos de fuerza cero 

El analisis de armaduras por el metodo de nodos se simplifica de manera 
considerable si podemos identificar primero aquellos elementos que no 
soportan carga. Esos elementos de fuerza cero se usan para incrementar 
la estabilidad de la armadura durante la construccion y proporcionar 
soporte adicional si se modifica la carga aplicada. 

Por lo general, los elementos de fuerza cero de una armadura se pue- 
den encontrar por inspeccion de cada uno de sus nodos. Por ejemplo, 
considere la armadura mostrada en la figura 6-lla. Si se traza un diagra- 
ma de cuerpo libre del pasador situado en el nodo A , figura 6-11 b, se 
advierte que los elementos AB y AF son elementos de fuerza cero. (No 
podriamos haber llegado a esta conclusion si hubiesemos considerado 
los diagramas de cuerpo libre de los nodos F o B simplemente porque 
hay cinco incognitas en cada uno de esos nodos). Del mismo modo, 
considere el diagrama de cuerpo libre del nodo D , figura 6-llc. Aqui 
se ve de nuevo que DC y DE son elementos de fuerza cero. A partir 
de estas observaciones, podemos concluir que si solo dos elementos 
forman una armadura y no se aplica ninguna carga externa o reaccion 
de soporte al nodo, los dos elementos deben ser elementos de fuerza cero. 
Por lo tanto, la carga sobre la armadura que aparece en la figura 6-lla 
esta soportada solo por cinco elementos, como se muestra en la figura 
6-11 d. 




Fig. 6-11 
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Ahora considere la armadura mostrada en la figura 6-12*2. El diagra- 
ma de cuerpo libre del pasador en el nodo D se muestra en la figura 
6-12 b. A1 orientar el eje y a lo largo de los elementos DC y DE y el eje % 
a lo largo del elemento DA , se observa que DA es un elemento de fuer¬ 
za cero. Observe que este es tambien el caso del elemento CA , figura 
6-12c. Por lo general, si tres elementos forman un nodo de armadura en 
el cual dos de los elementos son colineales, el tercer miembro es un ele¬ 
mento de fuerza cero siempre que no se aplique ninguna fuerza exterior 
o reaccion de soporte al nodo. Por lo tanto, la armadura mostrada en la 
figura 6-12 d es adecuada para soportar la carga P. 




+ i/ %F X = 0; F ca sen 0 = 0; F CA = 0 ya que sen 0^0; 
+\ %F y = 0; F cb = F cd 

(c) 


P E 



Fig. 6-12 
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EJEMPLO 



Fgc 


”►-X 


F gh G F gf 

(b) 


^F DC 


/ 


\ 


Fdf 


(c) 


y 



2kN 




Por el metodo de nodos, determine todos los elementos de fuerza 
cero de la armadura de techo Fink que se muestra en la figura 6-13a. 
Suponga que todos los nodos estan conectados mediante pasadores. 


5kN 



Fig. 6-13 

SOLUCION 

Busque geometrias de nodos que tengan tres elementos de los cuales 
dos sean colineales. Tenemos 


Nodo G. (Figura 6-13 b). 
+ UF V = 0; 


Fgc ~ 0 


Resp. 


Observe que no pudimos concluir que GC es un elemento de fuerza 
cero al considerar el nodo C, donde se tienen cinco incognitas. El 
hecho de que GC sea un elemento de fuerza cero significa que la 
carga de 5 kN en C debe estar soportada por los elementos CB , CH , 
CFyCD. 


Nodo D. (Figura 6-13c). 

+/^F X = 0 ; 


F D f ~ 0 


Resp . 


Nodo F. (Figura 6-13d). 

+ T ^F y = 0; F fc cos 0 = 0 Puesto que 6 F 90°, F fc = 0 Resp. 

NOTA: si se analiza el nodo B , figura 6-13e, 

+\2F X = 0; 2 kN — F BH = 0 F BH = 2 kN (C) 

Ademas, Fhc debe satisfacer = 0, figura 6-13/, y por lo tanto, 
HC no es un elemento de fuerza cero. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F6-1. Determine la fuerza en cada elemento de la arma- 
dura. Establezca si los elementos estan en tension o en 
compresion. 


F6-4. Determine la maxima carga P que puede aplicarse 
a la armadura, de manera que ninguno de los elementos 
este sometido a una fuerza que supere 2 kN en tension o 
1.5 kN en compresion. 



F6-2. Determine la fuerza en cada elemento de la arma¬ 
dura. Establezca si los elementos estan en tension o en 
compresion. 



--2 pies-*|*-2 pies-*j 


v 

300 lb 


P 



F6-4 

F6-5. Identifique los elementos de fuerza cero en la ar¬ 
madura. 


6 



F6-2 

F6-3. Determine la fuerza en los elementos AE y DC. F6-6. Determine la fuerza en cada elemento de la ar- 

Establezca si los elementos estan en tension o en compre- madura. Establezca si los elementos estan en tension o en 

sion. compresion. 




F6-3 


F6-6 
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PROBLEMAS 


•6-1. Determine la fuerza en cada elemento de la arma- 
dura y establezca si los elementos estan en tension o en 
compresion. 



6-2. La armadura, que se ha utilizado para soportar un 
balcon, esta sometida a la carga mostrada. Aproxime cada 
nodo como un pasador y determine la fuerza en cada ele¬ 
mento. Establezca si los elementos estan en tension o en 
compresion. Considere P t = 600 lb, P 2 = 400 lb. 

6-3. La armadura, que se ha utilizado para soportar un 
balcon, esta sometida a la carga mostrada. Aproxime cada 
nodo como un pasador y determine la fuerza en cada ele¬ 
mento. Establezca si los elementos estan en tension o en 
compresion. Considere P 1 = 800 lb, P 2 = 0. 



*6-4. Determine la fuerza en cada elemento de la arma¬ 
dura y establezca si los elementos estan en tension o en 
compresion. Suponga que cada nodo es un pasador. Con¬ 
sidere P = 4 kN. 

•6-5. Suponga que cada miembro de la armadura esta 
hecho de acero con una masa por longitud de 4 kg/m. 
Establezca P = 0, determine la fuerza en cada elemento, 
e indique si los elementos estan en tension o en compre¬ 
sion. Ignore el peso de las placas de union y suponga que 
cada nodo es un pasador. El problema se resuelve al supo- 
ner que el peso de cada elemento puede ser representado 
como una fuerza vertical, la mitad de la cual esta aplicada 
en el extremo de cada elemento. 


2P 



6-6. Determine la fuerza en cada elemento de la arma¬ 
dura y establezca si los elementos estan en tension o en 
compresion. Considere P 1 = 2 kN y P 2 = 1.5 kN. 

6-7. Determine la fuerza en cada elemento de la arma¬ 
dura y establezca si los elementos estan en tension o en 
compresion. Considere P 1 = P 2 = 4 kN. 
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*6-8. Determine la fuerza en cada elemento de la arma- 
dura y establezca si los elementos estan en tension o en 
compresion. Considere P = 800 lb. 

•6-9. Elimine la fuerza de 500 lb y entonces determine 
la maxima fuerza P que puede aplicarse a la armadura de 
manera que ninguno de los elementos este sometido a una 
fuerza que exceda 800 lb en tension o 600 lb en compre¬ 
sion. 



6-10. Determine la fuerza en cada elemento de la arma¬ 
dura y establezca si los elementos estan en tension o en 
compresion. Considere P t = 800 lb, P 2 = 0. 

6-11. Determine la fuerza en cada elemento de la arma¬ 
dura y establezca si los elementos estan en tension o en 
compresion. Considere P 1 = 600 lb, P 2 = 400 lb. 


*6-12. Determine la fuerza en cada elemento de la arma¬ 
dura y establezca si los elementos estan en tension o en 
compresion. Considere Pi = 240 lb, P 2 = 100 lb. 

•6-13. Determine la maxima fuerza P 2 que puede aplicar¬ 
se a la armadura de manera que la fuerza en cualquiera de 
los elementos no exceda 500 lb (T) o 350 lb (C). Considere 

Pi = o. 



Probs. 6-12/13 


6-14. Determine la fuerza en cada elemento de la arma¬ 
dura y establezca si los elementos estan en tension o en 
compresion. Considere P = 2500 lb. 

6-15. Elimine la fuerza de 1200 lb y determine la maxi¬ 
ma fuerza P que puede aplicarse a la armadura de manera 
que ninguno de los elementos este sometido a una fuerza que 
exceda 2000 lb en tension o 1500 lb en compresion. 




Probs. 6-10/11 


Probs. 6-14/15 
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*6-16. Determine la fuerza en cada elemento de la arma- 
dura y establezca si los elementos estan en tension o en 
compresion. Considere P = 5 kN. 

•6-17. Determine la maxima fuerza P que puede aplicar- 
se a la armadura, de manera que ninguno de los elementos 
este sometido a una fuerza que exceda 2.5 kN en tension o 
2 kN en compresion. 



6-18. Determine la fuerza en cada elemento de la arma¬ 
dura y establezca si los elementos estan en tension o en 
compresion. 

6-19. La armadura se fabrica con elementos que tienen 
un peso de 10 lb/pie. Retire las fuerzas externas de la 
armadura y determine la fuerza en cada elemento debido 
al peso de los elementos. Establezca si los elementos estan 
en tension o en compresion. Suponga que la fuerza total 
que actua sobre un nodo es la suma de la mitad del peso de 
cada elemento conectado al nodo. 


*6-20. Determine la fuerza en cada elemento de la arma¬ 
dura y establezca si los elementos estan en tension o en 
compresion. La carga tiene una masa de 40 kg. 

•6-21. Determine la maxima masa m del bloque sus- 
pendido de modo que la fuerza en cualquier elemento no 
exceda 30 kN (T) o 25 kN (C). 



6-22. Determine la fuerza en cada elemento de la arma¬ 
dura y establezca si los elementos estan en tension o en 
compresion. 

6-23. La armadura se fabrica con elementos que tienen 
una masa de 5 kg/m. Retire las fuerzas externas de la 
armadura y determine la fuerza en cada elemento debido 
al peso de los elementos. Establezca si los elementos estan 
en tension o en compresion. Suponga que la fuerza total 
que actua sobre un nodo es la suma de la mitad del peso de 
cada elemento conectado al nodo. 




Probs. 6-18/19 


Probs. 6-22/23 
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*6-24. Determine la fuerza en cada elemento de la arma- 
dura y establezca si los elementos estan en tension o en 
compresion. Considere P = 4 kN. 

•6-25. Determine la maxima fuerza P que puede aplicar- 
se a la armadura, de manera que ninguno de los elementos 
este sometido a una fuerza que exceda 1.5 kN en tension o 
1 kN en compresion. 



6-26. Un senalamiento esta sometido a una carga del 
viento que ejerce fuerzas horizontales de 300 lb sobre los 
nodos B y C de una de las armaduras laterales de soporte. 
Determine la fuerza en cada elemento de la armadura y 
establezca si los elementos estan en tension o en compre¬ 
sion. 



6-27. Determine la fuerza en cada elemento de la arma¬ 
dura de doble tijera en terminos de la carga P y establezca 
si los elementos estan en tension o en compresion. 



Prob. 6-27 


*6-28. Determine la fuerza en cada elemento de la arma¬ 
dura en terminos de la carga P, e indique si los elementos 
estan en tension o en compresion. 

•6-29. Si la fuerza maxima que cualquier elemento 
puede soportar es de 4 kN en tension y 3 kN en compre¬ 
sion, determine la fuerza maxima P que puede aplicarse 
en el punto B. Considere d = 1 m. 



6-30. La armadura de dos elementos esta sometida a una 
fuerza de 300 lb. Determine el rango 6 para la aplicacion 
de la carga de manera que la fuerza en cualquier elemento 
no exceda 400 lb (T) o 200 lb (C). 



Prob. 6-30 
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t 


T 

i i. 


Fuerzas a j 

internal— F 

de tension 


Tension 


T 

C 



Fig. 6-14 


6.4 Metodo de secciones 

Cuando necesitamos encontrar la fuerza en solo unos cuantos elementos 
de una armadura, esta puede analizarse mediante el metodo de seccio¬ 
nes. Este metodo se basa en el principio de que si la armadura esta en 
equilibrio, entonces cualquier segmento de la armadura esta tambien 
en equilibrio. Por ejemplo, considere los dos elementos de armadura 
mostrados a la izquierda en la figura 6-14. Si se deben determinar las 
fuerzas dentro de los elementos, entonces puede utilizarse una seccion 
imaginaria, indicada por la linea azul, para cortar cada elemento en dos 
partes y en consecuencia “exponer” cada fuerza interna como “externa” 
como se indica en los diagramas de cuerpo libre de la derecha. Se puede 
observar con claridad que para que haya equilibrio el elemento que esta 
en tension (T) esta sujeto a un “jalon”, mientras que el elemento en 
compresion (C) esta sometido a un “empujon”. 

El metodo de secciones puede usarse tambien para “cortar” o sec- 
cionar los elementos de toda una armadura. Si la seccion pasa por la 
armadura y se traza el diagrama de cuerpo libre de cualquiera de sus 
dos partes, entonces podemos aplicar las ecuaciones de equilibrio a esa 
parte para determinar las fuerzas del elemento en la “seccion cortada”. 
Como solo se pueden aplicar tres ecuaciones independientes de equilibrio 
(XF x = 0, 'EFy = 0, = 0) al diagrama de cuerpo libre de cualquier 

segmento, debemos tratar de seleccionar una seccion que, en general, 
pase por no mas de tres elementos en que las fuerzas sean desconocidas. 
Por ejemplo, considere la armadura que se muestra en la figura 6-15 a. Si 
se deben determinar las fuerzas en los elementos BC, GC y GF , la sec¬ 
cion aa podria ser apropiada. Los diagramas de cuerpo libre de las dos 
partes se muestran en las figuras 6-156 y 6-15c. Observe que la linea de 
accion de cada fuerza del elemento se especifica a partir de la geometria 
de la armadura, ya que la fuerza en un elemento pasa a lo largo de su 
eje. Ademas, las fuerzas del elemento que actuan sobre una parte de la 
armadura son iguales pero opuestas a las que actuan sobre la otra parte 
—tercera ley de Newton—. Se supone que los elementos BC y GC estan 
en tension puesto que se encuentran sometidos a un “jalon”, mientras que 
GFesta en compresion porque se encuentra sometido a un “empujon”. 

Las tres fuerzas de elemento desconocidas F BC , F GC y F gf pueden 
obtenerse al aplicar las tres ecuaciones de equilibrio al diagrama de 
cuerpo libre de la figura 6-156. Sin embargo, si se considera el diagra¬ 
ma de cuerpo libre de la figura 6-15c, se tendran que conocer las tres 
reacciones de soporte D x , D y y E x , porque solo hay tres ecuaciones de 
equilibrio disponibles. (Por supuesto, esto se hace de la manera usual 
si se considera un diagrama de cuerpo libre de toda la armadura). 



(a) 
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A1 aplicar las ecuaciones de equilibrio debemos considerar con gran 
cuidado las maneras de escribir las ecuaciones de modo que den una 
solution directa para cada una de las incognitas, en vez de tener que 
resolver ecuaciones simultaneas. Por ejemplo, con el segmento de 
armadura de la figura 6-15 b y la suma de momentos con respecto a C, 
se obtendria una solucion directa para F gf ya que ¥ BC y F GC no pro- 
ducen ningun momento con respecto a C. De la misma manera, ¥ BC 
puede obtenerse directamente a partir de una suma de momentos con 
respecto a G. Por ultimo, F GC puede encontrarse directamente a partir 
de una suma de fuerzas en la direccion vertical ya que ¥ GF y F gc no 
tienen componentes verticales. Esta capacidad de determinar directa¬ 
mente la fuerza en un elemento particular de una armadura es una de 
las ventajas principals del metodo de secciones.* 

A1 igual que en el metodo de nodos, hay dos maneras en que se 
puede determinar el sentido correcto de una fuerza de elemento des- 
conocida: 



Las fuerzas en algunos elementos se- 
leccionados de esta armadura Pratt 
pueden determinarse por el metodo de 
secciones. 


• En muchos casos, el sentido correcto de una fuerza de elemento 
desconocida, puede determinarse “por inspeccion”. Por ejemplo, 
F sc es una fuerza de tension tal como se representa en la figura 
6-15 b, ya que el equilibrio por momentos con respecto a G requie- 
re que ¥ BC genere un momento opuesto al de la fuerza de 1000 N. 
Ademas, F GC es una fuerza de tension puesto que su componente 
vertical debe equilibrar la fuerza de 1000 N que actua hacia abajo. 
En casos mas complicados, el sentido de una fuerza de elemen¬ 
to desconocida puede suponerse. Si la solucion resulta un escalar 
negativo , esto indica que el sentido de la fuerza es opuesto al del 
diagrama de cuerpo libre. 

• Siempre suponga que las fuerzas desconocidas en elementos de la 
seccion cortada estan en tension , es decir, “jalando” al elemento. 
Al hacer esto, la solucion numerica de las ecuaciones de equilibrio 
dara escalares positivos para elementos en tension y escalares nega- 
tivos para elementos en compresion. 


6 


*Observe que si se usara el metodo de nodos para determinar, digamos, la fuerza en 
el elemento GC, seria necesario analizar los nodos A, B y G en secuencia. 




Fig. 6-15 
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En la construction de grandes gruas 
suelen usarse armaduras sencillas a 
fin de reducir el peso de la pluma 
y la torre. 




Las fuerzas en los elementos de una armadura pueden determi- 

narse mediante el metodo de secciones por el siguiente procedi- 

miento. 

Diagrama de cuerpo libre. 

• Tome una decision acerca de como “cortar” o seccionar la 
armadura a traves de los elementos cuyas fuerzas deben deter- 
minarse. 

• Antes de aislar la section apropiada, puede requerirse determinar 
primero las reacciones externas de la armadura. Una vez hecho 
esto, entonces estaran disponibles las tres ecuaciones de equilibrio 
para encontrar las fuerzas de los elementos en la section. 

• Trace el diagrama de cuerpo libre del segmento de la armadura 
seccionada sobre la que actue el menor numero de fuerzas. 

• Use uno de los dos metodos descritos antes para establecer el 
sentido de las fuerzas de elemento desconocidas. 

Ecuaciones de equilibrio. 

• Los momentos deben sumarse con respecto a un punto que se 
encuentre en la intersection de las lmeas de action de dos fuer¬ 
zas desconocidas, de manera que la tercera fuerza desconocida 
se determine directamente a partir de la ecuacion de momento. 

• Si dos de las fuerzas desconocidas son paralelas , las otras fuer¬ 
zas pueden sumarse en forma perpendicular a la direction de 
esas incognitas para determinar directamente la tercera fuerza 
desconocida. 
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EJEMPLO 6.5 


Determine la fuerza en los elementos GE , GC y BC de la armadura 
mostrada en la figura 6-16*2. Indique si los elementos estan en tension 
o en compresion. 

SOLUCION 

La seccion aa que se muestra en la figura 6-16*2 ha sido selecciona- 
da porque corta a traves de los tres elementos cuyas fuerzas deben 
determinarse. Sin embargo, para usar el metodo de secciones, es 
necesario determinar primero las reacciones externas en A o en D. 
^Por que? En la figura 6-16 b se muestra un diagrama de cuerpo 
libre de toda la armadura. A1 aplicar las ecuaciones de equilibrio, 
tenemos 


400 N - A = 0 


^ = 0 ; 

C+SM a = 0; -1200 N(8m)-400 N(3 m) + £>,,(12 m) = 0 

D y = 900 N 

+ tS£ y = 0; A 


1200 N + 900 N = 0 


-►4)0 N 


3 m 


-4m 


A y = 300 N 


t D 


4m 


-I 


1D0 N 


(a) 



(b) 


Diagrama de cuerpo libre. Para el analisis, se usara el diagrama 
de cuerpo libre de la porcion izquierda de la armadura seccionada, 
ya que implica el menor numero de fuerzas, figura 6-16c. 

Ecuaciones de equilibrio. A1 sumar momentos con respecto al 
punto G se eliminan F GE y F GC y se obtiene una solucion directa 
para F BC . 

C +EM g = 0; -300 N(4 m) - 400 N(3 m) + F BC (3 m) = 0 

F bc = 800 N (T) Resp. 

De la misma manera, al sumar momentos con respecto al punto C 
obtenemos una solucion directa para Fge- 

C+EM c = 0; —300 N(8 m) + F GE ( 3 m) = 0 

F GE = 800 N (C) Resp. 

Como F fiC y F G£ no tienen componentes verticales, al sumar fuerzas 
en la direccion y obtenemos directamente F GC , es decir, 

+ T ZF y = 0; 300 N - |F gc = 0 

F gc = 500 N (T) Resp. 



(C) 


Fig. 6-16 


NOTA: aqui es posible determinar, por inspeccion, la direccion 
apropiada para cada fuerza de elemento desconocida. Por ejemplo, 
2M C = 0 requiere que F G£ sea compresiva porque debe equilibrar 
el momento de la fuerza de 300 N con respecto a C. 
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EJEMPLO 6.6 


Determine la fuerza presente en el elemento CF de la armadura 
mostrada en la figura 6-17*2. Indique si el elemento esta en tension o 
en compresion. Suponga que cada elemento esta conectado median- 
te pasadores. 


G 



(a) (b) 


Fig. 6-17 


SOLUCION 

Diagrams de cuerpo libre. Se usara la seccion aa que se muestra 
en la figura 6-17*2 ya que es la que “expondra” la fuerza interna en 
el elemento CF como “externa” en el diagrama de cuerpo libre de la 
porcion derecha o izquierda de la armadura. Sin embargo, primero 
es necesario determinar las reacciones externas en el lado izquier- 
do o en el derecho. Verifique los resultados que se muestran en el 
diagrama de cuerpo libre de la figura 6-llb. 


G 



(c) 


En la figura 6-17c se muestra el diagrama de cuerpo libre de la por¬ 
cion derecha de la armadura, que es la mas facil de analizar. Se tie- 
nen tres incognitas, F fg , F cf y F CD . 

Ecuaciones de equilibrio. Aplicaremos la ecuacion de momento 
con respecto al punto O a fin de eliminar las dos incognitas Ffg y 
Fcd- La posicion del punto O medida desde E puede determinarse 
por triangulos semejantes, es decir, 4/(4 + x) = 6/(8 + x), x = 4 m. O, 
dicho de otra manera, la pendiente del elemento GF tiene una caida 
de 2 m en una distancia horizontal de 4 m. Como FD es de 4 m, figura 
6-17c, entonces la distancia desde D hasta O debe ser de 8 m. 


Una manera facil de determinar el momento de F cf con respecto al 
punto O es usar el principio de transmisibilidad y trasladar F C7 7 
al punto C, y luego descomponer F cf en sus dos componentes rec- 
tangulares. Tenemos 

C + 2M 0 = 0; 

—F C f sen 45°(12 m) + (3kN)(8m) - (4.75kN)(4m) = 0 

F cf = 0.589 kN (C) Resp. 



















































6.4 Metodo de secciones 


285 


EJEMPLO 


Determine la fuerza en el elemento EB de la armadura de techo 
mostrada en la figura 6-18*2. Indique si el elemento esta en tension 
o en compresion. 

soluci6n 

Diagramas de cuerpo libre. Por el metodo de secciones, cualquier 
seccion vertical imaginaria que corte EB, figura 6-18 a, tendra que cor- 
tar tambien otros tres elementos cuyas fuerzas son desconocidas. Por 
ejemplo, la seccion aa corta ED, EB, EB y AB. Si se considera un 
diagrama de cuerpo libre del lado izquierdo de esta seccion, figura 
6-18 b, es posible obtener F ED con la suma de momentos con respecto 
a B para eliminar las otras tres incognitas; sin embargo, no se puede 
determinar ¥ EB a partir de las dos ecuaciones de equilibrio restantes. 
Una manera posible de obtener F ED es determinar primero ¥ ED a par¬ 
tir de la seccion aa, y luego usar este resultado en la seccion bb , figura 
6 -I 80 , la cual se muestra en la figura 6-18c. Aqui el sistema de fuerzas 
es concurrente y nuestro diagrama de cuerpo libre seccionado es el 
mismo que el diagrama de cuerpo libre para el nodo ubicado en E. 

1000 N 



^ 2F, = 0; 

+ T ZF y = 0; 


F ee cos 30° - 3000 cos 30° N = 0 
F ee = 3000 N (C) 

2(3000 sen 30° N) - 1000 N - F EB = 0 

F eb = 2000 N (T) Resp. 


1000 N 



Fig. 6-18 

Ecuaciones de equilibrio. Para determinar el momento de ¥ ED 
con respecto al punto B, figura 6-1 8b, usaremos el principio de trans- 
misibilidad y extenderemos la fuerza hasta el punto C para despues 
descomponerla en sus componentes rectangulares como se muestra. 
Por lo tanto, 

C +EM 5 = 0; 1000 N(4 m) + 3000 N(2 m) - 4000 N(4 m) 

+ F ed sen 30°(4 m) = 0 

F ed = 3000 N (C) 

Al considerar ahora el diagrama de cuerpo libre de la seccion bb, 
figura 6-18c, tenemos 



(c) 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F6-7. Determine la fuerza en los elementos BC, CFyFE. F6-10. Determine la fuerza en los elementos EF, CF y 

Establezca si los elementos estan en tension o en compre- BC de la armadura. Establezca si los elementos estan en 

sion. tension o en compresion. 



■ 


F6-8. Determine la fuerza en los elementos LK, KC y CD 
de la armadura Pratt. Establezca si los elementos estan en 
tension o en compresion. 

F6-9. Determine la fuerza en los elementos KJ, KD y CD 
de la armadura Pratt. Establezca si los elementos estan en 
tension o en compresion. 



F 



F6-10 

F6-11. Determine la fuerza en los elementos GF, GD y 
CD de la armadura. Establezca si los elementos estan en 
tension o en compresion. 


G 



F6-11 

F6-12. Determine la fuerza en los elementos DC, HI y JI 
de la armadura. Establezca si los elementos estan en ten¬ 
sion o en compresion. 



F6-8/9 


F6-12 
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PROBLEMAS 


6-31. La armadura de arrastre interna para el ala de un 
avion ligero esta sometida a las fuerzas que se muestran. 
Determine la fuerza en los elementos BC , BH y HC , y 
establezca si los elementos estan en tension o en compre¬ 
sion. 


6-34. Determine la fuerza en los elementos JK , CJ y CD 
de la armadura, y establezca si los elementos estan en ten¬ 
sion o en compresion. 

6-35. Determine la fuerza en los elementos HI , FI y EF 
de la armadura, y establezca si los elementos estan en ten¬ 
sion o en compresion. 



K J I 



Probs. 6-34/35 


*6-32. La armadura Howe para puente esta sometida a 
las cargas que se muestran. Determine la fuerza en los ele¬ 
mentos HD , CD y GD , y establezca si los elementos estan 
en tension o en compresion. 

•6-33. La armadura Howe para puente esta sometida a 
las cargas que se muestran. Determine la fuerza en los ele¬ 
mentos HI , HB y BC, y establezca si los elementos estan 
en tension o en compresion. 


*6-36. Determine la fuerza en los elementos BC , CG y 
GF de la armadura Warren. Indique si los elementos estan 
en tension o en compresion. 

•6-37. Determine la fuerza en los elemento CD, CFy FG 
de la armadura Warren. Indique si los elementos estan en 
tension o en compresion. 



Probs. 6-32/33 


Probs. 6-36/37 
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6-38. Determine la fuerza en los elementos DC, HC y HI 
de la armadura, y establezca si los elementos estan en ten¬ 
sion o en compresion. 

6-39. Determine la fuerza en los elemento ED, EH y GH 
de la armadura, y establezca si los elementos estan en ten¬ 
sion o en compresion. 


6-42. Determine la fuerza en los elementos IC y CG de la 
armadura, y establezca si estos elementos estan en tension 
o en compresion. Ademas, indique todos los elementos de 
fuerza cero. 

6-43. Determine la fuerza en los elementos JE y GF de la 
armadura, y establezca si estos elementos estan en tension 
o en compresion. Ademas, indique todos los elementos de 
fuerza cero. 


50 kN 



BCD 



Probs. 6-42/43 


*6-40. Determine la fuerza en los elementos GF, GD y 
CD de la armadura, y establezca si los elementos estan en 
tension o en compresion. 

•6-41. Determine la fuerza en los elemento BG, BC y 
HG de la armadura, y establezca si los elementos estan en 
tension o en compresion. 


*6-44. Determine la fuerza en los elementos JI, EE, El y 
JE de la armadura, y establezca si los elementos estan en 
tension o en compresion. 

•6-45. Determine la fuerza en los elementos CD, LD y 
KL de la armadura, y establezca si los elementos estan en 
tension o en compresion. 


C 



1500 lb 
1000 lb 


1000 lb 



8 pies'8 pies'8 pies'8 pies'8 pies'8 pies 


Probs. 6-40/41 


Probs. 6-44/45 



















































































6.4 Metodo de secciones 


289 


6-46. Determine la fuerza desarrollada en los elementos 
BC y CH de la armadura para techo, y establezca si los 
elementos estan en tension o en compresion. 

6-47. Determine la fuerza en los elementos CD y GF de 
la armadura, y establezca si los elementos estan en tension 
o en compresion. Ademas, indique todos los elementos de 
fuerza cero. 


6-50. Determine la fuerza en cada uno de los elementos 
de la armadura y establezca si los elementos estan en ten¬ 
sion o en compresion. Considere Pi = 20 kN, P 2 = 10 kN. 

6-51. Determine la fuerza en cada uno de los elementos 
de la armadura y establezca si los elementos estan en ten¬ 
sion o en compresion. Considere Pi = 40 kN, P 2 = 20 kN. 


C 



*6-48. Determine la fuerza en los elementos //, EJ y CD 
de la armadura Howe , y establezca si los elementos estan 
en tension o en compresion. 

•6-49. Determine la fuerza en los elementos KJ, KC y 
BC de la armadura Howe , y establezca si los elementos 
estan en tension o en compresion. 


BCD 



Probs. 6-50/51 


*6-52. Determine la fuerza en los elementos KJ, NJ, ND 
y CD de la armadura K. Indique si los elementos estan en 
tension o en compresion. Sugerencia: use las secciones aa 
ybb. 

•6-53. Determine la fuerza en los elementos JI y DE de 
la armadura K. Indique si los elementos estan en tension 
o en compresion. 


6 kN 




Probs. 6-48/49 


Probs. 6-52/53 
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Fig. 6-19 



Armadura espacial tfpica para 
soporte de techo. Observe el 
uso de rotulas esfericas en las 
conexiones. 



Por razones economicas, las grandes 
torres de transmision electrica suelen 
construirse con armaduras espaciales. 


*6.5 Armaduras espaciales 

Una armadura espacial consiste en elementos unidos en sus extremos 
para formar una estructura estable tridimensional. La forma mas sim¬ 
ple de una armadura espacial es un tetraedro , formado al conectar seis 
elementos entre si, como se muestra en la figura 6-19. Cualquier ele- 
mento adicional agregado a este elemento basico seria redundante en el 
soporte de la fuerza P. Una armadura espacial simple puede construirse 
a partir de este tetraedro basico agregando tres elementos adicionales y 
un nodo, y continuar de esta manera hasta formar un sistema de tetrae- 
dros multiconectados. 

SupuestOS para el diseno. Los elementos de una armadura 
espacial se pueden tratar como elementos de dos fuerzas siempre que 
la carga externa este aplicada en los nodos y estos consistan en cone¬ 
xiones de rotula esferica. Estos supuestos se justifican cuando las conexio¬ 
nes, soldadas o empernadas, de los elementos unidos se intersecan en un 
punto comun y el peso de los elementos puede ser ignorado. En casos 
donde debe incluirse el peso de un elemento en el analisis, por lo general 
resulta satisfactorio aplicarlo como una fuerza vertical, la mitad de su 
magnitud aplicada en cada extremo del elemento. 


Procedimiento para el analisis 


Cuando se desea determinar las fuerzas desarrolladas en los ele¬ 
mentos de una armadura espacial simple se puede usar el metodo 
de nodos o el metodo de secciones. 

Metodo de nodos. 

Si se deben determinar las fuerzas en todos los elementos de la 
armadura, el metodo de nodos es el mas adecuado para realizar el 
analisis. Aqui es necesario aplicar las tres ecuaciones de equilibrio 
= 0, XFy = 0, 2F Z = 0 a las fuerzas que actuan en cada nodo. 
Recuerde que la solucion de muchas ecuaciones simultaneas puede 
evitarse si el analisis de fuerzas empieza en un nodo que tenga por 
lo menos una fuerza conocida y cuando mucho tres fuerzas des- 
conocidas. Ademas, Si la geometria tridimensional del sistema de 
fuerzas existente en el nodo es dificil de visualizar, se recomienda 
utilizar un analisis vectorial cartesiano para encontrar la solucion. 

Metodo de secciones. 

Si se deben determinar solo unas pocas fuerzas de elemento, se 
puede usar el metodo de secciones. Cuando se pasa una seccion 
imaginaria por una armadura y esta queda separada en dos partes, 
el sistema de fuerzas que actua sobre una de las partes debe satis- 
facer las seis ecuaciones de equilibrio: 2E X = 0, ^F y = 0, 2F Z = 0, 
= 0, 2 M y = 0, 2M Z = 0 (ecuaciones 5-6). Por medio de una 
selection apropiada de la seccion y los ejes para sumar fuerzas y 
momentos, muchas de las fuerzas de elemento desconocidas en 
una armadura espacial se pueden calcular directamente , median- 
te una sola ecuacion de equilibrio. 
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EJEMPLO 6.8 


Determine las fuerzas que actuan en los elementos de la armadura 
espacial que se muestra en la figura 6-20 a. Indique si los elementos 
estan en tension o en compresion. 

SOLUCION 

Como hay una fuerza conocida y tres fuerzas desconocidas que 
actuan en el nodo A, el analisis de fuerzas de esta armadura comen- 
zara en este nodo. 

Nodo A. (Figura 6-20 b). Si expresamos cada fuerza que actua en 
el diagrama de cuerpo libre del nodo A como un vector cartesiano, 
tenemos 


P = { 4j} kN, 


F AB ~ FABb F AC ~ Fa C K 


Fae = F ae [ — ) = F ae ( 0.577i + 0.577j - 0.577k) 

JAEs 


Por equilibrio, 


2F = 0; 

p + F,i/i + F/ic + F ae - 0 


-4j + F AB j “ F AC k + 0.511 F AE \ + 0.511F AE \ - 0.511 F AE k 

= 0 

o 

II 

0.511F AE = 0 


M 

II 

o 

-4 + F ab + 0.511F ae = 0 


o 

II 

-F ac - 0.511F ae = 0 



Fac = F ae = 0 

Resp . 


F ab = 4 kN (T) 

Resp . 

Como F ab 

es conocida, a continuacion se puede analizar el nodo B. 

Nodo B. 

(Figura 6-20c). 


o 

II 

—R b cos 45° + 0.707 F BE = 0 


M 

II 

o 

-4 + R b sen 45° = 0 


o 

II 

2 + F bd — 0.707 F be = 0 



Rb = F be = 5.66 kN (T), 


Fde ~ Fnr — Frp ~ 0 


DC 


CE 


Resp . 


2 kN 


F bd = 2 kN (C) Resp. 


Las ecuaciones escalares de equilibrio tambien pueden aplicarse 
directamente a sistemas de fuerzas que actuan en los diagramas de 
cuerpo libre de los nodos D y C, ya que las componentes de fuerzas 
se determinan con facilidad. Demuestre que 





Fig. 6-20 
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PROBLEMAS 


6-54. La armadura espacial soporta una fuerza F = 
{—500i + 600j + 400k) lb. Determine la fuerza en cada 
elemento y establezca si los elementos estan en tension o 
en compresion. 

6-55. La armadura espacial soporta una fuerza F = {600i 
+ 450j - 750k) lb. Determine la fuerza en cada elemento 
y establezca si los elementos estan en tension o en com¬ 
presion. 


z 



*6-56. Determine la fuerza en cada elemento de la arma¬ 
dura espacial y establezca si los elementos estan en tension 
o en compresion. La armadura esta soportada por rotulas 
esfericas en A, B y E. Considere F = (800j) N. Sugerencia: 
la reaccion en el soporte E actua a lo largo del elemento 
EC. (For que? 

•6-57. Determine la fuerza en cada elemento de la arma¬ 
dura espacial y establezca si los elementos estan en tension 
o en compresion. La armadura esta soportada por rotulas 
esfericas en A, B y E. Considere F = {-200i + 400j) N. 
Sugerencia: la reaccion en el soporte E actua a lo largo del 
elemento EC. ^Por que? 



6-58. Determine la fuerza en los elementos BE , DF y 
BC de la armadura espacial, y establezca si los elementos 
estan en tension o en compresion. 

6-59. Determine la fuerza en los elementos AB , CD, ED 
y CF de la armadura espacial, y establezca si los elementos 
estan en tension o en compresion. 



Probs. 6-58/59 

*6-60. Determine la fuerza en los elementos AB , AE , 
BC , BE , BD y BE de la armadura espacial, y establezca si 
los elementos estan en tension o en compresion. 


z 



Probs. 6-56/57 


Prob. 6-60 
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•6-61. Determine la fuerza en los elementos EF, DF , CF 
y CD de la armadura espacial, y establezca si los elemen¬ 
tos estan en tension o en compresion. 


*6-64. Determine la fuerza desarrollada en cada elemen- 
to de la armadura espacial y establezca si los elementos 
estan en tension o en compresion. La caja tiene un peso 
de 150 lb. 


z 



z 



Prob. 6-61 


Prob. 6-64 


6-62. Si la armadura soporta una fuerza de F = 200 N, 
determine la fuerza en cada elemento y establezca si los 
elementos estan en tension o en compresion. 

6-63. Si cada elemento de la armadura espacial puede so- 
portar una fuerza maxima de 600 N en compresion y 800 N 
en tension, determine la fuerza maxima Fque puede sopor- 
tar la armadura. 


•6-65. Determine la fuerza en los elementos FE y ED de 
la armadura espacial y establezca si los elementos estan 
en tension o en compresion. La armadura esta soportada 
por una union de rotula esferica en C y eslabones cortos 
enAyB. 


6 


6-66. Determine la fuerza en los elementos GD, GE y 
FD de la armadura espacial y establezca si los elementos 
estan en tension o en compresion. 


z 




Probs. 6-62/63 


Probs. 6-65/66 
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6.6 Bastidores y maquinas 



Esta enorme grua es un ejem- 
plo tipico de un bastidor. 



Algunas herramientas comunes, como 
estas pinzas, actuan como maquinas 
simples. Aqui, la fuerza aplicada sobre 
los mangos crea una fuerza mas grande 
en las quijadas. 


Los bastidores y las maquinas son dos tipos comunes de estructuras que 
a menudo estan compuestas por elementos de v arias fuerzas conectados 
mediante pasadores, es decir, elementos que estan sometidos a mas de 
dos fuerzas. Los bastidores se usan para soportar cargas, mientras que 
las maquinas contienen partes moviles y estan disenadas para transmi¬ 
ts y modificar el efecto de las fuerzas. Siempre que un bastidor o una 
maquina no contengan mas soportes o elementos que los necesarios 
para evitar el colapso, las fuerzas que actuan en las uniones y soportes 
pueden determinarse si se aplican las ecuaciones de equilibrio a cada 
uno de sus elementos. Una vez obtenidas las fuerzas en las uniones, es 
posible disehar el tamano de los elementos, conexiones y soportes al 
aplicar la teoria de la mecanica de materiales y un codigo de diseno de 
ingenieria adecuado. 

Diagramas de cuerpo libre. Para determinar las fuerzas que 
actuan en las uniones y soportes de un bastidor o de una maquina, 
la estructura debe desensamblarse y se deben trazar los diagramas de 
cuerpo libre de sus partes. Es necesario cumplir con los siguientes pun- 
tos importantes: 

• Aisle cada parte con la delineacion de su contorno. Despues mues- 
tre todas las fuerzas y/o los momentos de par que actuan sobre la 
parte. Asegurese de marcar o identificar cada fuerza y momento 
de par conocido o desconocido con referenda a un sistema coorde- 
nado x, y establecido. Tambien indique cualesquier dimensiones 
empleadas para tomar momentos. Las ecuaciones de equilibrio 
suelen ser mas faciles de aplicar si las fuerzas estan representa- 
das por sus componentes rectangulares. Como es usual, se puede 
suponer el sentido de una fuerza o de un momento de par desco¬ 
nocido. 

• Identifique todos los elementos de dos fuerzas existentes en la estruc¬ 
tura y represente sus diagramas de cuerpo libre con dos fuerzas 
iguales colineales pero opuestas en sus puntos de aplicacion. (Vea 
la section 5.4). Si reconocemos los elementos de dos fuerzas, pode- 
mos evitar la resolution de un numero innecesario de ecuaciones de 
equilibrio. 

• Las fuerzas comunes a dos elementos cualesquiera en contacto 
actuan con magnitudes iguales pero con sentidos opuestos sobre 
los elementos respectivos. Si los dos elementos se tratan como 
un “sistema” de elementos conectados , entonces esas fuerzas son 
“internas” y no se muestran en el diagrama de cuerpo libre del sis¬ 
tema ; sin embargo, si se traza el diagrama de cuerpo libre de cada 
elemento , las fuerzas son “externas” y deben mostrarse en cada uno 
de los diagramas de cuerpo libre. 

Los siguientes ejemplos ilustran graficamente la manera de trazar los 
diagramas de cuerpo libre de un bastidor o de una maquina desmem- 
brados. En todos los casos se ignora el peso de los elementos. 
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EJEMPLO 6.9 


Para el bastidor de la figura 6-21*3, trace el diagrama de cuerpo libre 
de (a) cada elemento, ( b ) el pasador situado en B , y (c) los dos ele- 
mentos conectados entre si. 


By By 



SOLUCI6N 

Parte (a). Por inspeccion, los elementos BA y BC no son elemen- 
tos de dos fuerzas. En vez de eso, como se muestra en los diagramas 
de cuerpo libre, figura 6-21 b, el elemento BC esta sometido a una 
fuerza desde los pasadores en B y C y a la fuerza externa P. De la 
misma manera, AB esta sometido a las fuerzas resultantes desde los 
pasadores en A y B y al momento de par externo M. Las fuerzas 
de pasador estan representadas por sus componentes xyy. 



Efecto del 
elemento BC 
sobre el pasador 



Parte (b). El pasador en B esta sometido a solo dos fuerzas , es 
decir, a la fuerza del elemento BC y a la del elemento AB. Por equi¬ 
libria, estas fuerzas o sus respectivas componentes deben ser iguales 
pero opuestas, figura 6-21c. Observe atentamente como se aplica la 
tercera ley de Newton entre el pasador y sus elementos conectados, es 
decir, el efecto del pasador sobre los dos elementos, figura 6-21 b, y 
el efecto igual pero opuesto de los dos elementos sobre el pasador, fi¬ 
gura 6-21c. 

Parte (c). El diagrama de cuerpo libre de los dos elementos conec¬ 
tados entre si, pero retirados de los pasadores de soporte en A y C, 
se muestra en la figura 6-21 d. Las componentes de fuerza B x y B y 
no se muestran en este diagrama ya que son fuerzas internas (figu¬ 
ra 6-21 b), y por lo tanto se cancelan. Ademas, para ser consisten- 
tes cuando apliquemos las ecuaciones de equilibrio, las componentes 
desconocidas de fuerza en A y C deben actuar en el mismo sentido 
que las de la figura 6-21 b. 



Fig. 6-21 

























296 


Capitulo 6 Analisis estructural 


EJEMPLO 


kT 


Nr 


(b) 





(d) 


En la banda transportadora se mantiene una tension constante con el 
dispositivo que se muestra en la figura 6-22 a. Trace los diagramas de 
cuerpo libre del bastidor y del cilindro que rodea la banda. El bloque 
suspendido tiene un peso de W. 



SOLUCI6N 

El modelo idealizado del dispositivo se muestra en la figura 6-22 b. 
Aqui se supone que el angulo 6 es conocido. A partir de este modelo, 
los diagramas de cuerpo libre del bastidor y del cilindro se muestran 
en las figuras 6-22c y 6-22 d, respectivamente. Observe que la fuerza 
que ejerce el pasador situado en B sobre el cilindro puede repre- 
sentarse por cualquiera de sus componentes horizontal y vertical 
y B y , las cuales pueden determinarse mediante las ecuaciones 
de equilibrio de fuerzas aplicadas al cilindro, o por las dos compo¬ 
nentes T, que proporcionan momentos de par iguales pero opuestos 
sobre el cilindro e impiden asi que gire. Ademas observe que una 
vez determinadas las reacciones del pasador en A, la mitad de sus 
valores actuan a cada lado del bastidor ya que se tienen conexiones 
de pasador en cada lado, figura 6-22 a. 
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Para el bastidor que se muestra en la figura 6-23<?, trace los diagramas 
de cuerpo libre de ( a ) todo el bastidor, incluyendo poleas y cuerdas, 
(, b ) el bastidor sin poleas ni cuerdas y (c) cada una de las poleas. 


n 



(a) 


SOLUCION 

Parte (a). Cuando se considera todo el bastidor, incluidas las po¬ 
leas y las cuerdas, las interacciones en los puntos donde poleas y cuer¬ 
das estan conectadas al bastidor se vuelven pares de fuerzas internas 
que se cancelan entre si, y por tanto no se muestran sobre el diagra- 
ma de cuerpo libre, figura 6-23 b. 

Parte (b). Cuando se retiren las cuerdas y las poleas, deben mos- 
trarse sus efectos sobre el bastidor , figura 6-23c. 

Parte (c). Las componentes de fuerza B x , B y , C x , de los pasa- 
dores sobre las poleas, figura 6-23 d, son iguales pero opuestas a las 
componentes de fuerza ejercidas por los pasadores sobre el bastidor, 
figura 6-23c. ^Por que? 
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EJEMPLO 6.12 



(a) 

Fig. 6-24 


Trace los diagramas de cuerpo libre del cucharon y del pescante 
vertical de la retroexcavadora que se muestra en la fotografia, figura 
6-24*2. El cucharon y su contenido tienen un peso W. Ignore el peso 
de los elementos. 

SOLUCION 

En la figura 6-24 b se muestra el modelo idealizado del ensamble. Por 
inspection, los elementos AB , BC , BE y HI son todos elementos de 
dos fuerzas, ya que estan conectados por pasadores en sus puntos 
extremos y ninguna otra fuerza actua sobre ellos. Los diagramas de 
cuerpo libre del cucharon y del pescante se muestran en la figura 
6-24c. Observe que el pasador C esta sometido a solo dos fuerzas, 
mientras que el pasador en B esta sometido a tres fuerzas, figura 
6-24d. Estas tres fuerzas estan relacionadas por las dos ecuaciones de 
equilibrio de fuerzas aplicadas a cada pasador. En la figura 6-24e se 
muestra el diagrama de cuerpo libre de todo el ensamble. 




(d) 



F BE 

B 
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EJEMPLO 6.13 


Trace el diagrama de cuerpo libre de cada parte del mecanismo de 
piston liso y eslabon que se utiliza para aplastar latas recicladas, el 
cual se muestra en la figura 6-25a. 



Fig. 6-25 


SOLUCION 


Por inspection, el elemento AB es un elemento de dos fuerzas. Los 
diagramas de cuerpo libre de las partes se muestran en la figura 
6-25 b. Como los pasadores en5yD conectan solo dos partes entre si , 
las fuerzas se muestran como iguales pero opuestas en los diagramas 
de cuerpo libre separados de sus elementos conectados. En particu¬ 
lar, sobre el piston actuan cuatro componentes de fuerza: D x y D y 
representan el efecto del pasador (o palanca EBD ), N w es la fuerza 
resultante del soporte y P es la fuerza resultante de compresion cau- 
sada por la lata C. 


NOTA: en la figura 6-25c se muestra un diagrama de cuerpo libre 
de todo el ensamble. Aqui las fuerzas entre las componentes son 
internas y no se muestran en el diagrama de cuerpo libre. 



Antes de seguir adelante, se recomienda cubrir las soluciones de los 
ejemplos previos y tratar de trazar los diagramas de cuerpo libre reque- 
ridos. Cuando lo haga, asegurese de que el trabajo sea ordenado, y que 
todas las fuerzas y momentos de par esten marcados apropiadamente. 
Al terminar establezca un desafio para resolver los siguientes cuatro pro- 
blemas. 
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PROBLEMAS CONCEPTUALES 


P6-1. Trace los diagramas de cuerpo libre de cada uno 
de los segmentos AB , BC y BD de la pluma de la grua. 
Solo son significativos los pesos de AB y BC. Suponga que 
Ay B son pasadores. 


P6-3. Trace los diagramas de cuerpo libre del pescan- 
te ABCDF y del brazo FGH del receptaculo levadizo. 
Desprecie los pesos de los elementos. El receptaculo pesa 
W. Los elementos de dos fuerzas son BI, CE , DE y GE. 
Suponga que todos los puntos de conexion indicados son 
pasadores. 



P6-1 


6 


P6-2. Trace los diagramas de cuerpo libre del pescante 
ABCD y del brazo ED FGH de la retroexcavadora. Los 
pesos de estos dos elementos son significativos. Ignore 
los pesos de todos los demas elementos y suponga que 
todos los puntos de conexion indicados son pasadores. 




P6-3 

P6-4. Para operar el aplastador de latas es necesario 
empujar hacia abajo el brazo de palanca ABC , el cual gira 
alrededor del pasador fijo en B. Esto mueve los eslabones 
laterales CD hacia abajo, lo que ocasiona que la placa guia E 
tambien se mueva hacia abajo, y por lo tanto aplaste la lata. 
Trace los diagramas de cuerpo libre de la palanca, el esla- 
bon lateral y la placa guia. Establezca algunas cifras razona- 
bles y haga un analisis de equilibrio para mostrar cuanto se 
magnifica una fuerza vertical aplicada en el mango al trans- 
mitirla a la lata. Suponga que todos los puntos de conexion 
son pasadores y que las guias para la placa son lisas. 



P6-2 


P6-4 
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Procedimiento para el analisis 


Las reacciones en las uniones de bastidores o maquinas (estructu- 

ras) compuestos de elementos de varias fuerzas pueden determi- 

narse por el siguiente procedimiento. 

Diagrama de cuerpo libre. 

• Trace el diagrama de cuerpo libre de todo el bastidor o toda la 
maquina, de una portion de este o esta, o de cada uno de sus 
elementos. La selection debe hacerse para que conduzca a la 
solucion mas directa del problema. 

• Cuando se traza el diagrama de cuerpo libre de un grupo de 
elementos de una estructura, las fuerzas entre las partes conec- 
tadas de este grupo son fuerzas internas y no se muestran en el 
diagrama de cuerpo libre del grupo. 

• Las fuerzas comunes a dos miembros que estan en contacto 
actuan con igual magnitud pero con sentido opuesto en los res- 
pectivos diagramas de cuerpo libre de los elementos. 

• Los elementos de dos fuerzas, sin importar su forma, tienen 
fuerzas iguales pero opuestas que actuan colinealmente en los 
extremos del elemento. 

• En muchos casos es posible decir por inspection el sentido 
apropiado de las fuerzas desconocidas que actuan sobre un ele¬ 
mento; sin embargo, si esto parece dificil de lograr, el sentido 
se puede suponer. 

• Recuerde que un momento de par es un vector libre y puede 
actuar en cualquier punto en el diagrama de cuerpo libre. 
Ademas, una fuerza es un vector deslizante y puede actuar en 
cualquier punto a lo largo de su linea de accion. 

Ecuaciones de equilibrio. 

• Cuente el numero de incognitas y comparelo con el numero 
total de ecuaciones de equilibrio disponibles. En dos dimen- 
siones, hay tres ecuaciones de equilibrio que pueden escribirse 
para cada elemento. 

• Sume momentos con respecto a un punto que se encuentre en 
la intersection de las lmeas de accion de tantas fuerzas desco¬ 
nocidas como sea posible. 

• Si se encuentra que la solucion de la magnitud de una fuerza o 
momento de par es negativa, esto significa que el sentido de la 
fuerza es inverso del que se muestra en los diagramas de cuer¬ 
po libre. 


6 
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EJEMPLO 


2000 N 



1 


ci 


-2 m- 


(a) 


-2m- 


2000 N 



2000 N 


1 


C 


L_2 m . 

, 9 m _J 


** Z III *-| 


V 



Determine las componentes de fuerza horizontal y vertical que el 
pasador ubicado en C ejerce sobre el elemento BC del bastidor de 
la figura 6-26a. 

SOLUCION I 

Diagramas de cuerpo libre. Por inspeccion puede verse que AB 
es un elemento de dos fuerzas. Los diagramas de cuerpo libre se 
muestran en la figura 6-2 6b. 

Ecuaciones de equilibrio. Las tres incognitas pueden determinar- 
se aplicando las tres ecuaciones de equilibrio al elemento CB. 

C + 2M c = 0; 2000 N(2 m) - ( F AB sen 60°) (4 m) = 0 F AB = 1154.7 N 
2 F x = 0; 1154.7 cos 60° N - C x = 0 C x = 577 N Res P- 
+ T 2F, = 0; 1154.7 sen 60° N-2000 N+ C y = 0 C y = 1000 N Resp. 

SOLUCI6N II 

Diagramas de cuerpo libre. Si no se reconoce que AB es un 

elemento de dos fuerzas, entonces la resolucion de este problema 
implica mas trabajo. Los diagramas de cuerpo libre se muestran en 
la figura 6-26c. 

Ecuaciones de equilibrio. Las seis incognitas se determinan al apli- 
car las tres ecuaciones de equilibrio a cada uno de los elementos. 

Elemento AB 

Q + 2M a = 0; B x (3 sen 60° m) - B y (3 cos 60° m) = 0 (1) 

^2^ = 0; A x - B x = 0 (2) 

+ t2F y = 0; A y - B y = 0 (3) 

Elemento BC 

C+2M c = 0; 2000 N(2 m) - B y (4 m) = 0 (4) 

^ 2 F x = 0; B x -C x = 0 (5) 

+ t 2F3 = 0; B y - 2000 N + C y = 0 (6) 

Los resultados para C x y C y pueden determinarse al resolver estas ecua¬ 
ciones en la secuencia siguiente: 4,1,5, y luego 6. Los resultados son 

B y = 1000 N 

B x = 577 N 

C r = 577 N 


C y = 1000 N 


Resp. 

Resp. 


Por comparacion, la solucion I es la mas sencilla puesto que el requisito 
de que en la figura 6-2 6b F AB sea igual, opuesta y colineal en los extre- 
mos del elemento AB , automaticamente satisface las ecuaciones 1,2 y 
3 anteriores, y por lo tanto elimina la necesidad de escribir esas ecua¬ 
ciones. En consecuencia, ahorre algun tiempo y esfuerzo al identificar 
siempre los elementos de dos fuerzas antes de comenzar el analisis. 
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EJEMPLO 6.15 


La viga compuesta que se muestra en la figura 6-27 a esta conectada 
mediante un pasador en B. Determine las componentes de la reac¬ 
tion en sus soportes. Pase por alto su peso y espesor. 


DIN 




81N 



Fig. 6-27 


SOLUCION 

Diagramas de cuerpo libre. Por inspection, si consideramos un 
diagrama de cuerpo libre de to da la viga ABC , habra tres reacciones 
desconocidas en A y una en C. Esas cuatro incognitas no pueden 
obtenerse con las tres ecuaciones de equilibrio, por lo que sera nece- 
sario desmembrar la viga en sus dos segmentos, como se muestra en 
la figura 6-21b. 

Ecuaciones de equilibrio. Las seis incognitas se determinan de 
la siguiente manera: 

Segmento BC 

ZF X = 0 ; 

C + 2M b = 0; 

+ t 'S.Fy = 0; 

Segmento AB 

^ ?F X = 0 ; 

C + 2M a = 0; M a - (10 kN)(|)(2 m) - B y {4 m) = 0 

+ t2F, = 0; A y - (10kN)(|) - B y = 0 

A1 resolver sucesivamente cada una de estas ecuaciones, con resul- 
tados calculados anteriormente, obtenemos 

A x = 6 kN A y = 12 kN M A = 32 kN • m Resp. 

B x = 0 By = 4 kN 

C y = 4 kN Resp. 


B x = 0 

-8kN(lm) + C y ( 2 m) = 0 

By - 8 kN + Cy = 0 


A x - (10kN)g) +B X = 0 
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EJEMPLO 6.16 



El carro elevador de 500 kg de la figura 6-28<? se eleva mediante el 
motor A por el sistema de poleas que se muestra. Si el carro viaja 
con una velocidad constante, determine la fuerza desarrollada en los 
dos cables. Ignore la masa del cable y las poleas. 



Fig. 6-28 


SOLUCI6N 

Diagrama de cuerpo libre. Podemos resolver este problema 
mediante los diagramas de cuerpo libre del carro elevador y la polea 
C, figura 6-2 8b. Las fuerzas de tension desarrolladas en los cables se 
denotan como T x y T 2 . 

Ecuaciones de equilibrio. Para la polea C, 

+ t2F y = 0; T 2 -2T 1 = 0 o T 2 = 2T t (1) 

Para el carro elevador, 

+ T = 0; 3 T x + 2 T 2 - 500(9.81) N = 0 (2) 

A1 sustituir la ecuacion (1) en la ecuacion (2) se obtiene 

3T l + 2(2Jj) - 500(9.81) N = 0 

T 1 = 700.71 N = 701 N Resp. 

A1 sustituir este resultado en la ecuacion (1), 

T 2 = 2(700.71) N = 1401 N = 1.40 kN Resp. 
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EJEMPLO 


El disco liso mostrado en la figura 6-29a esta articulado en D y tiene 
un peso de 20 lb. Ignore los pesos de los otros elementos, determine 
las componentes de reaction horizontal y vertical en los pasadores 
ByD. 



(a) 


SOLUCI6N 

Diagramas de cuerpo libre. En la figura 6-2 9b se muestran los 
diagramas de cuerpo libre de todo el bastidor y cada uno de sus 
elementos. 

Ecuaciones de equilibrio. Por supuesto, las ocho incognitas pue- 
den obtenerse si se aplican las ocho ecuaciones de equilibrio a cada 
elemento, tres al elemento AB , tres al elemento BCD , y dos al disco. 
(El equilibrio por momento se satisface de manera automatica para 
el disco). Sin embargo, si se hace esto, todos los resultados pueden 
obtenerse solo a partir de una solution simultanea de algunas de las 
ecuaciones. (Intentelo y encuentrelos). Para evitar esta situation, es 
mejor determinar primero las tres reacciones en los soportes sobre 
el bastidor complete >; luego, con esos resultados, pueden aplicarse 
las cinco ecuaciones de equilibrio restantes a otras dos partes para 
despejar sucesivamente las demas incognitas. 

Bastidor compieto 

C = 0; -20 lb (3 pies) + C x ( 3.5 pie; 

J,F X = 0; A x - 17.11 

+ T ^F y = 0; Ay- 201 

Elemento AB 

■ ± >2F X = 0; 17.1 lb — B x - 

C +1M b = 0; - 20 lb (6 pies) + N D ( 3 pies) = 

+ t2F y = 0; 20 lb - 40 lb + B y = 

Disco 

^ 2F X = 0; D x = 0 


+ tSF v = 0; 


40 lb - 20 lb - D v = 0 


= 0 

c x = 

17.1 lb 

= 0 

A x = 

17.1 lb 

= 0 


201b 

B x = 

= 17.1 lb 

Resp. 

n d = 

= 40 lb 


By- 

= 20 lb 

Resp. 

Dy = 

201b 

Resp. 



r~ 3 pies —n 


3.5 pies 
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EJEMPLO 6.18 


Determine la tension en los cables y la fuerza P requerida para 
soportar la fuerza de 600 N al usar el sistema de poleas sin friccion 
que se muestra en la figura 6-30*2. 



(a) 

Fig. 6-30 


SOLUCION 

Diagrama de cuerpo libre. En la figura 6-30 b se muestra un 
diagrama de cuerpo libre de cada polea incluido su pasador y una por- 
cion del cable en contacto. Como el cable es continuo tiene una tension 
constante P que actua en toda su longitud. El eslabon de conexion 
entre las poleas B y C es un elemento de dos fuerzas, y por tanto, 
tiene una tension T desconocida que actua sobre el. Observe que el 
principio de accion igual, pero de reaccion opuesta debe cumplirse cui- 
dadosamente para las fuerzas P y T cuando se trazan los diagramas de 
cuerpo libre por separado. 

Ecuaciones de equilibrio. Las tres incognitas se obtienen de la 
manera siguiente: 

Polea A 

+ t2F y = 0; 3P - 600N = 0 P = 200N Resp. 

Polea B 

+ T ^F y = 0; T - 2P = 0 T = 400N Resp. 

Polea C 

+ T2F y = 0; R - IP - T = 0 F = 800N Resp. 
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EJEMPLO 6.19 


Los dos tablones de la figura 6-31^ estan conectados entre si median- 
te el cable BC y un espaciador liso DE. Determine las reacciones en 
los soportes lisos A y F; ademas, encuentre la fuerza desarrollada 
en el cable y en el espaciador. 


100 lb 



SOLUCION 

Diagramas de cuerpo libre. En la figura 6-31 b se muestra el 
diagrama de cuerpo libre de cada tablon. Es importante aplicar la 
tercera ley de Newton a las fuerzas de interaction como se muestra. 

Ecuaciones de equilibrio. Para el tablon AD, 

C + 1LM A = 0; F de (6 pies) - F BC ( 4 pies) - 100 lb (2 pies) = 0 

Para el tablon CF, 

C +EM f = 0; F de (4 pies) - F BC (6 pies) + 200 lb (2 pies) = 0 

A1 resolver simultaneamente, 

F de = 140 lb F bc = 160 lb Resp. 

Con estos resultados para el tablon AD, 

+1 2F y = 0; N a + 140 lb - 160 lb - 100 lb = 0 

N a = 120 lb Resp . 

Y para el tablon CF, 

+ T = 0; N e + 1601b - 1401b - 2001b = 0 

N e = 180 lb Resp. 


6 
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EJEMPLO 6.20 



El hombre de 75 kg que se muestra en la figura 6-32*2 intenta levantar 
una viga uniforme desde el soporte de rodillo en B. Determine la 
tension desarrollada en el cable unido a B y la reaccion normal del 
hombre sobre la viga cuando esto esta a punto de ocurrir. 


SOLUCION 

Diagramas de cuerpo libre. La fuerza de tension en el cable se 
denotara con 7\. En la figura 6-32 b se muestran los diagramas de 
cuerpo libre de la polea E, el hombre y la viga. La viga no tiene con- 
tacto con el rodillo B , por lo que N B = 0. A1 trazar cada uno de estos 
diagramas, es muy importante aplicar la tercera ley de Newton. 

Ecuaciones de equilibrio. Mediante el diagrama de cuerpo libre 
de la polea E , 

+ tSF y = 0; 2T 1 - T 2 = 0 o T 1 = 2T l (1) 

Con referenda al diagrama de cuerpo libre y con este resultado, 

+1 ZF y = 0; N m + 2T X - 75(9.81) N = 0 (2) 

Con la suma de momentos con respecto al punto A sobre la viga, 

C +2M a = 0; 7\(3 m) - 7V m (0.8 m) - [40(9.81) N](1.5 m) = 0 (3) 

Al resolver simultaneamente las ecuaciones 2 y 3 para 7\ y N m , y 
despues con la ecuacion (1) para T 2 , obtenemos 



Fig. 6-32 


T x - 256 N N m = 224 N T 2 = 512 N Resp. 


SOLUCI6N II 

Puede obtenerse una solucion directa para si se consideran la viga, 
el hombre y la polea E como un solo sistema. En la figura 6-32c se 
muestra el diagrama de cuerpo libre. Asi, 

C +2M a = 0; 271(0.8 m) - [75(9.81) N](0.8 m) 

- [40(9.81) N](1.5 m) + T x (3 m) = 0 
T x = 256 N Resp. 


Con este resultado pueden usarse las ecuaciones 1 y 2 para encontrar 

Nm y t 2 . 
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EJEMPLO 6.21 


El bastidor de la figura 6-33*2 soporta el cilindro de 50 kg. Determine 
las componentes horizontal y vertical de la reaccion en A y la fuerza 
en C. 



Fig. 6-33 


SOLUCION 

Diagramas de cuerpo libre. En la figura 6-33 b se muestra el 
diagrama de cuerpo libre de la polea D , junto con el cilindro y una 
porcion de la cuerda (un sistema). El elemento BC es un elemento 
de dos fuerzas, como lo indica su diagrama de cuerpo libre. Tambien 
se muestra el diagrama de cuerpo libre del elemento ABD. 

Ecuaciones de equilibrio. Comenzaremos por analizar el equili- 
brio de la polea. La ecuacion de equilibrio de momentos se satisface 
de manera automatica con T = 50(9.81) N por lo que 

2 F x = 0; D x - 50(9.81) N = 0 D x = 490.5 N 

+ T = 0; D y - 50(9.81) N = 0 D y = 490.5 N Resp. 

Con estos resultados, Fbc puede determinarse al sumar momen¬ 
tos con respecto al punto A del elemento ABD. 

C+^M a = 0; F bc (0.6 m) + 490.5 N(0.9 m) - 490.5 N(1.20 m) = 0 

F bc = 245.25 N Resp. 

Ahora, A x y A y pueden determinarse mediante la sumatoria de 
fuerzas. 

2F* = 0; A x - 245.25 N - 490.5 N = 0 A x = 736 N Resp. 
+1 2F y = 0; A y - 490.5 N = 0 A y = 490.5 N Resp. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F6-13. Determine la fuerza P necesaria para mantener 
en equilibrio el peso de 60 lb. 



F6-13 


F6-14. Determine las componentes horizontal y vertical 
de la reaccion en el pasador C. 


500 lb 



F6-15. Si una fuerza de 100 N se aplica a los mangos de 
las pinzas, determine la fuerza de apriete ejercida sobre 
el tubo liso B y la magnitud de la fuerza resultante en el 
pasador A. 


100 N 



F6-16. Determine las componentes horizontal y vertical 
de reaccion en el pasador C. 


400 N 



F6-17. Determine la fuerza normal que ejerce la placa A 
de 100 lb sobre la placa B de 30 lb. 



F6-18. Determine la fuerza P necesaria para elevar la car- 
ga. Tambien determine la colocacion x del gancho que sea 
adecuada para lograr el equilibrio. Ignore el peso de la viga. 


0.9 m 



F6-15 


F6-18 
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PROBLEMAS 


6-67. Determine la fuerza P requerida para mantener en *6-69. Determine la fuerza P requerida para mantener 
equilibrio el peso de 100 lb. en equilibrio la masa de 50 kg. 




6 


Prob. 6-69 


*6-68. Determine la fuerza P requerida para mantener 6-70. Determine la fuerza P requerida para mantener en 
en equilibrio la caja de 150 kg. equilibrio el bloque de 20 lb. 



¥ 


A 

m 


Prob. 6-70 
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6-71. Determine la fuerza P necesaria para soportar el *6-73. Si la clavija en B es lisa, determine las componen- 

peso de 100 lb. Cada polea tiene un peso de 10 lb. Ademas, tes de la reaccion en el pasador A y el soporte fijo C. 

^cuales son las reacciones en la cuerda en A y en B? 



500 N 



Prob. 6-71 Prob. 6-73 



*6-72. El cable y las poleas se usan para elevar la piedra 6-74. Determine las componentes horizontal y vertical 

de 600 lb. Determine la fuerza que debe ejercerse sobre de las reacciones en los pasadores Ay C. 

el cable en A y la magnitud correspondiente de la fuer¬ 
za resultante que ejerce la polea en C sobre el pasador B 
cuando los cables estan en la posicion mostrada. 



Prob. 6-72 


Prob. 6-74 
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6-75. La viga compuesta esta fija en A y soportada 
mediante soportes mecedora en B y C. Se tienen articula- 
ciones (pasadores) en D y E. Determine las componentes 
de las reacciones en los soportes. 


6-78. Determine las componentes horizontal y vertical 
de la reaccion en los pasadores A y C del bastidor de dos 
elementos. 


15 kN 



Prob. 6-75 


*6-76. La viga compuesta esta soportada mediante un 
pasador en C y por rodillos en A y B. Hay una articu- 
lacion (pasador) en D. Determine las componentes de reac¬ 
cion en los soportes. Pase por alto el espesor de la viga. 


200 N/m 



Prob. 6-78 



6-79. Si una fuerza de F = 50 N actua sobre la cuerda, 
determine la fuerza de corte sobre la rama de arbol lisa 
que se encuentra en D y las componentes de fuerza hori¬ 
zontal y vertical que actuan sobre el pasador A. La cuerda 
pasa a traves de una pequena polea en C y un anillo liso 
en E. 


Prob. 6-76 


•6-77. La viga compuesta esta soportada mediante un 
rodillo en B y se encuentra fija a la pared en A. Si esta 
articulada (con pasador) en C, determine las componen¬ 
tes de reaccion en los soportes. No tome en cuenta el es¬ 
pesor de la viga. 


500 lb 



100 mm 



Prob. 6-77 


Prob. 6-79 
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*6-80. Dos vigas estan conectadas entre si mediante el 
eslabon corto BC. Determine las componentes de reac¬ 
cion en el soporte fijo A y en el pasador D. 


6-82. Si el tambor de 300 kg tiene un centro de masa en 
el punto G, determine las componentes horizontal y verti¬ 
cal de la fuerza que actua en el pasador A y las reacciones 
sobre las almohadillas lisas C y D. La sujecion en B sobre 
el elemento D AB resiste las componentes horizontal y ver¬ 
tical de la fuerza en el borde del tambor. 


L,= 

L _ c J 

f j 

JU z 

' _£ 


< ^ m . 

B 

D 

lm 

d in 

1.5 m 

1.5 m 




Prob. 6-80 


Prob. 6-82 


•6-81. El bastidor de puente consiste en tres segmentos 6-83. Determine las componentes horizontal y vertical de 

que pueden considerarse articulados en A, D y £, soporta- reaccion que ejercen los pasadores Ay C sobre el arco de dos 

dos por rodillos en C y F, y apoyados sobre un rodillo en elementos. 

B. Determine las componentes horizontal y vertical de la 
reaccion en todos estos soportes debida a las cargas que se 
muestran. 


2kN 



Prob. 6-81 


Prob. 6-83 
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*6-84. El camion y el tanque tienen pesos de 8000 lb y 
20 000 lb respectivamente. Sus centros de gravedad res- 
pectivos se ubican en los puntos G x y G 2 . Si el camion 
esta en reposo, determine las reacciones en las dos ruedas 
localizadas en A, en B y en C. El tanque esta conectado al 
camion en el tornamesa D , el cual actua como un pasador. 



•6-85. La balanza de plataforma consiste en una combi- 
nacion de palancas de tercera y primera clase de manera 
que la carga sobre una palanca se convierte en el esfuer- 
zo que mueve la siguiente palanca. A traves de este arreglo, 
un peso pequeno puede equilibrar un objeto grande. Si 
x = 450 mm, determine la masa requerida del contrapeso 
S para balancear una carga L de 90 kg. 

6-86. La balanza de plataforma consiste en una combi- 
nacion de palancas de tercera y primera clase de manera 
que la carga sobre una palanca se convierte en el esfuerzo que 
mueve la siguiente palanca. A traves de este arreglo, un peso 
pequeno puede equilibrar un objeto grande. Si x = 450 mm 
y la masa del contrapeso S es de 2 kg, determine la masa de 
la carga L requerida para mantener el equilibrio. 


6-87. El montacargas soporta el motor de 125 kg. Deter¬ 
mine la fuerza que genera la carga en el elemento DB y en 
el elemento FB , el cual contiene el cilindro hidraulico EL. 



Prob. 6-87 


*6-88. El bastidor se usa para soportar el cilindro E de 
100 kg. Determine las componentes horizontal y vertical 
de las reacciones en A y en D. 




r = 0.1 m 


I E 


Probs. 6-85/86 


Prob. 6-88 
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•6-89. Determine las componentes horizontal y vertical 
de reaccion que ejercen los pasadores sobre el elemento 
AB del bastidor. 

6-90. Determine las componentes horizontal y vertical 
de reaccion que ejercen los pasadores sobre el elemento 
EDC del bastidor. 


300 lb 



Probs. 6-89/90 

6-91. Los ganchos de sujecion se utilizan para elevar la 
placa lisa uniforme de 500 kg. Determine la fuerza com- 
presiva resultante que ejerce el gancho sobre la placa en A 
y en B, y la reaccion del pasador en C. 


*6-92. La grua de pared soporta una carga de 700 lb. 
Determine las componentes de reaccion horizontal y ver¬ 
tical en los pasadores Ay D. Ademas, ^cual es la fuerza 
sobre el cable en el cabrestrante W1 

•6-93. La grua de pared soporta una carga de 700 lb. 
Determine las componentes de reaccion horizontal y ver¬ 
tical en los pasadores Ay D. Ademas, ^cual es la fuerza 
sobre el cable en el cabrestrante W1 El pescante ABC 
tiene un peso de 100 lb y el elemento BD tiene un peso 
de 40 lb. Cada elemento es uniforme y tiene un centro de 
gravedad en su centro. 



Probs. 6-92/93 

6-94. La balanza que actua mediante palancas consiste en 
una serie de palancas compuestas. Si sobre la plataforma 
se coloca una carga de peso W = 150 lb, determine el peso 
requerido del contrapeso S para equilibrar la carga. ^Es 
necesario colocar la carga sobre la plataforma de manera 
simetrica? Explique. 





Prob. 6-91 


Prob. 6-94 
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6-95. Si P = 75 N, determine la fuerza F que ejerce la 
tenaza de fijacion sobre el bloque de madera. 

*6-96. Si el bloque de madera ejerce una fuerza de F = 
600 N sobre la tenaza de fijacion, determine la fuerza P 
aplicada al mango. 



Probs. 6-95/96 


•6-97. La cortadora de tubos esta afianzada alrededor del 
tubo P. Si la rueda situada en A ejerce una fuerza normal 
de F a = 80 N sobre el tubo, determine las fuerzas norma- 
les de las ruedas By C sobre el tubo. Las tres ruedas tienen 
cada una un radio de 7 mm y el tubo tiene un radio exterior 
de 10 mm. 


6-98. Un contrapeso de 300 kg, con centro de masa en G, 
esta montado sobre la biela de manivela AB de la unidad 
para bombear petroleo. Si se debe desarrollar una fuerza 
de F = 5 kN en el cable fijo unido al extremo de la viga 
movil DEF, determine el par de torsion M que debe sumi- 
nistrar el motor. 

6-99. Un contrapeso de 300 kg, con centro de masa en G, 
esta montado sobre la biela de manivela AB de la unidad 
para bombear petroleo. Si el motor suministra un par de 
torsion de M = 2500 N • m, determine la fuerza F desa- 
rrollada en el cable fijo unido al extremo de la viga movil 
DEF . 



*6-100. La estructura de dos elementos esta conectada 
en C mediante un pasador, el cual esta fijo a BDE y pasa 
a traves de la ranura lisa en el elemento AC. Determine 
las componentes horizontal y vertical de la reaccion en los 
soportes. 



500 lb 



Prob. 6-97 


Prob. 6-100 
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•6-101. El bastidor se usa para soportar el cilindro de 50 kg. 
Determine las componentes horizontal y vertical de la reac- 
cion en A y en D. 

6-102. El bastidor se usa para soportar el cilindro de 50 kg. 
Determine la fuerza del pasador en C y sobre el elemento 
ABC y sobre el elemento CD. 


*6-104. Se muestra el arreglo compuesto de la balanza de 
platillo. Si la masa colocada sobre el platillo es de 4 kg, deter¬ 
mine las componentes horizontal y vertical en los pasadores 
A, B y C y la distancia x de la masa de 25 g para mantener la 
balanza en equilibrio. 


100 mm 75 mm 



Probs. 6-101/102 


Prob. 6-104 


6-103. Determine las reacciones en el soporte fijo E y en • 6-105. Determine las componentes de fuerza horizontal 
el soporte liso A. El pasador, unido al elemento BD, pasa y vertical que ejercen los pasadores en A, B y C sobre el 

a traves de una ranura suave en D. bastidor. El cilindro tiene una masa de 80 kg. 



Prob. 6-103 


Prob. 6-105 
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6-106. El cucharon de la retroexcavadora y su conteni- 
do tienen un peso de 1200 lb y centro de gravedad en G. 
Determine las fuerzas del cilindro hidraulico AB y en los 
eslabones AC y AD para mantener la carga en la posicion 
mostrada. El cucharon se conecta mediante un pasador 
ubicado en E. 



6-107. Un hombre con peso de 175 lb intenta levantarse 
mediante uno de los dos metodos mostrados. Determine 
la fuerza total que debe ejercer sobre la barra AB en cada 
caso y la reaccion normal que ejerce sobre la plataforma 
en C. Ignore el peso de la plataforma. 

*6-108. Un hombre con peso de 175 lb intenta levantarse 
mediante uno de los dos metodos mostrados. Determine 
la fuerza total que debe ejercer sobre la barra AB en cada 
caso y la reaccion normal que ejerce sobre la plataforma 
en C. La plataforma tiene un peso de 30 lb. 


•6-109. Si se requiere una fuerza de apriete de 300 N en 
A, determine el tamano de la fuerza F que debe aplicarse 
al mango de la tenaza de sujecion. 

6-110. Si se aplica una fuerza de F = 350 N al mango de 
la tenaza de sujecion, determine la fuerza de apriete resul- 
tante en A. 


F 



6-111. Dos tubos lisos A y B, ambos con el mismo peso 
W, estan suspendidos de un punto comun O por medio de 
cuerdas de igual longitud. Un tercer tubo, C, esta colocado 
entre A y B. Determine el peso maximo de C sin que se 
perturbe el equilibrio. 
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*6-112. La manivela de la prensa de sector esta fija al 
engrane G, el cual a su vez esta trabado con el engrane de 
sector C. Observe que AB esta articulado en sus extremos 
al engrane C y al lado inferior de la mesa EF, la cual puede 
moverse verticalmente debido a las guias lisas en E y en F, 
Si los engranes solo ejercen fuerzas tangenciales entre si, 
determine la fuerza de compresion desarrollada sobre el 
cilindro S cuando se aplica una fuerza vertical de 40 N a la 
manivela de la prensa. 



Prob. 6-112 


•6-113. Muestre que el peso del contrapeso ubica- 
do en H requerido para el equilibrio es = ( b/a)W , y 
por tanto es independiente de la colocacion de la carga W 
sobre la plataforma. 



6-114. La pala de la excavadora contiene una carga de 
tierra de 500 kg, con un centro de masa en G. Calcule las 
fuerzas desarrolladas en los cilindros hidraulicos IJ y BC 
debido a esta carga. 



Prob. 6-114 


6-115. Si se aplica una fuerza de P = 100 N sobre el 
mango de la tenaza de fijacion, determine la fuerza N E de 
apriete horizontal que ejerce la tenaza sobre el bloque liso 
de madera ubicado en E. 

*6-116. Si la fuerza de apriete horizontal que ejerce la 
tenaza de fijacion sobre el bloque liso de madera ubicado 
en E es N E = 200 N, determine la fuerza P aplicada sobre 
el mango de la tenaza. 



Prob. 6-113 


Probs. 6-115/116 
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•6-117. El montacargas se usa para soportar el motor de 
200 kg. Determine la fuerza que actua en el cilindro hidrau- 
lico AB , las componentes de fuerza horizontal y vertical en 
el pasador C, y las reacciones en el soporte fijo D. 


10 ° 



6-118. Determine la fuerza que ejerce el rodillo liso C 
sobre el elemento AB. Tambien, ^cuales son las compo¬ 
nentes de reaccion horizontal y vertical en el pasador Al 
Ignore el peso del bastidor y del rodillo. 





6-119. Determine las componentes de fuerza horizon¬ 
tal y vertical que ejercen los pasadores sobre el elemento 
ABC. 


*6-120. Determine el momento de par M que debe apli- 
carse al elemento DC para lograr el equilibrio del meca- 
nismo de retorno rapido. Exprese el resultado en terminos 
de los angulos $ y 0, la dimension L y la fuerza vertical 
P aplicada. El bloque en C esta confinado para deslizarse 
dentro de la ranura del elemento AB. 

•6-121. Determine el momento de par M que debe apli- 
carse al elemento DC para lograr el equilibrio del meca- 
nismo de retorno rapido. Exprese el resultado en terminos 
de los angulos </> y 6, la dimension L y la fuerza P aplicada, 
la cual debe cambiarse en la figura para que este dirigi- 
da horizontalmente hacia la derecha. El bloque en C esta 
confinado para deslizarse dentro de la ranura del elemen¬ 
to AB. 



6-122. La escultura cinetica requiere que cada una de las 
tres vigas articuladas este en perfecto equilibrio en cual- 
quier momento durante su lento movimiento. Si cada ele¬ 
mento tiene un peso uniforme de 2 lb/pie y una longitud 
de 3 pies, determine los contrapesos necesarios W 2 y 
W 3 que deben agregarse a los extremos de cada elemento 
para mantener el sistema en equilibrio en cualquier posi- 
cion. Ignore el tamano de los contrapesos. 




Prob. 6-119 


Prob. 6-122 
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6-123. El bastidor en forma de “A” de cuatro miembros 
esta soportado en A y E por collares lisos y en G median- 
te un pasador. Todas las otras uniones son rotulas esferi¬ 
cas. Si el pasador ubicado en G fallara cuando la fuerza 
resultante ahi sea de 800 N, determine la fuerza P vertical 
maxima que pueda soportar el bastidor. Ademas, ^cuales 
son las componentes de fuerza x,y, z, que el elemento BD 
ejerce sobre los elementos EDC y ABC ? Los collarines 
localizados en A y E y el pasador colocado en G solo ejer- 
cen componentes de fuerza sobre el bastidor. 


z 



Prob. 6-123 

*6-124. La estructura esta sometida a la carga mostra- 
da. El elemento AD esta soportado por un cable AB y 
un rodillo en C, y entra en un orificio circular liso en D. 
El elemento ED esta soportado por un rodillo en D y un 
poste que entra en un orificio circular liso con reborde en 
E. Determine las componentes x, y, z de la reaccion en E y 
la tension en el cable AB. 


z 



•6-125. El bastidor de tres elementos esta conectado en 
sus extremos por medio de rotulas esfericas. Determine 
las componentes de reaccion x, y, z en B y la tension en 
el elemento ED. La fuerza que actua en D es F = {135i + 
200j - 180k} lb. 



Prob. 6-125 

6-126. La estructura esta sometida a las cargas que se 
muestran. El elemento AB esta soportado por una rotula 
esf erica en A y un collarin liso en B. El elemento CD esta 
soportado por un pasador en C. Determine las componen¬ 
tes x, y, z de las reacciones en A y en C. 


z 



Prob. 6-124 


Prob. 6-126 
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REPASO DEL CAPITULO 


Armadura simple 

Una armadura simple consiste en ele- 
mentos triangulares conectados entre si 
mediante nodos de pasador. Las fuerzas 
dentro de sus elementos pueden deter- 
minarse al suponer que todos son de dos 
fuerzas, conectados concurrentemente 
en cada nodo. Los elementos estan en 
tension o en compresion, o no soportan 
ninguna fuerza. 



Armadura de techo 


Metodo de nodos 


B 


El metodo de nodos establece que si una 

armadura esta en equilibrio, entonces 2 F x = 0 

cada uno de sus nodos tambien esta en 

equilibrio. Para una armadura plana, el ^F y = 0 

sistema de fuerzas concurrentes en cada 
nodo debe satisfacer el equilibrio de 
fuerzas. 

Para obtener una solucion numerica para 
las fuerzas en los elementos, seleccione 
un nodo que tenga un diagrama de cuer- 
po libre con cuando mucho dos fuerzas 
desconocidas y una fuerza conocida. 

(Esto puede requerir encontrar primero 
las reacciones en los soportes). 



Una vez determinada una fuerza del 
elemento, use su valor y apliquelo a un 
nodo adyacente. 


Recuerde que las fuerzas que jalan el 
nodo estan en tension , y aquellas que lo 
empujan estan en compresion. 


Para evitar una solucion simultanea de 
dos ecuaciones, establezca uno de los 
ejes coordenados a lo largo de la lrnea 
de accion de una de las fuerzas desco¬ 
nocidas y sume fuerzas en una direccion 
perpendicular a este eje. Esto permitira 
obtener una solucion directa para la otra 
incognita. 

El analisis se puede simplificar mas aun, 
al identificar primero todos los elemen¬ 
tos de fuerza cero. 
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Metodo de secciones 

El metodo de secciones establece que si 
una armadura esta en equilibrio, enton- 
ces cada una de sus secciones tambien 
esta en equilibrio. Pase una seccion a 
traves del elemento cuya fuerza debe ser 
determinada. Despues trace el diagrama 
de cuerpo libre de la parte seccionada 
que tenga el menor numero de fuerzas 
sobre ella. 


Los elementos seccionados sometidos 
a un jalon estan en tension y aquellos 
sometidos a un empujon estan en com- 
presion. 



Se dispone de tres ecuaciones de equili¬ 
brio para determinar las incognitas. 


ZF X = 0 

ZFy = 0 
= 0 


Si es posible, sume las fuerzas en una 
direccion que sea perpendicular a dos 
de las tres fuerzas desconocidas. Esto 
dara una solucion directa para la tercera 
fuerza. 


+ t2F y =0 

-1000 N + F GC sen 45° = 0 
F gc = 1.41 kN (T) 


Sume momentos con respecto a un punto 
donde las lmeas de accion de dos de las 
tres fuerzas desconocidas se intersequen, 
de manera que la tercera fuerza desco- 
nocida pueda determinarse en forma 
directa. 


C +2M C = 0 

1000 N(4 m) - F gf (2 m) = 0 
Fqf = 2 kN (C) 


2 m 
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Armadura espacial 

Una armadura espacial es una estructura 
tridimensional construida a partir de ele- 
mentos tetraedricos, y se analiza con los 
mismos metodos que para las armaduras 
planas. Se supone que las uniones son 
conexiones de rotula esferica. 


Bastidores y maquinas 

Los bastidores y maquinas son estructuras 
que contienen uno o mas elementos de 
varias fuerzas, es decir, elementos que tie- 
nen tres o mas fuerzas o pares que actuan 
sobre ellos. Los bastidores estan disena- 
dos para soportar cargas, y las maquinas 
transmiten y modifican el efecto de las 
fuerzas. 



2000 N 



Las fuerzas que actuan en las uniones de 
un bastidor o de una maquina pueden 
determinarse al trazar los diagramas de 
cuerpo libre de cada uno de sus elementos 
o partes. El principio de accion-reaccion 
debe cumplirse cuidadosamente al trazar 
esas fuerzas sobre cada elemento o pasa- 
dor adyacente. Para un sistema coplanar 
de fuerzas, hay tres ecuaciones de equili- 
brio disponibles para cada elemento. 


Para simplificar el analisis, asegurese de 
reconocer todos los elementos de dos fuer¬ 
zas. Estos tienen fuerzas colineales iguales 
pero opuestas en sus extremos. 


2000 N 
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PROBLEMAS DE REPASO 


6-127. Determine la fuerza de apriete ejercida sobre el 
tubo liso en B si se aplica una fuerza de 20 lb a los mangos 
de las pinzas. Las pinzas estan articuladas en A. 


20 lb 



Prob. 6-127 


*6-128. Determine las fuerzas que ejercen los pasadores 
ubicados enAyB sobre el bastidor de dos elementos que 
sostiene a la caja de 100 kg. 



•6-129. Determine la fuerza en cada elemento de la ar- 
madura y establezca si los elementos estan en tension o en 
compresion. 



Prob. 6-129 


6-130. La armadura espacial esta soportada por una 
union de rotula esferica en D y eslabones cortos en C y E. 
Determine la fuerza en cada elemento y establezca si los 
elementos estan en tension o en compresion. Considere 
F 1 = {-500k} lb y F 2 = {400j} lb. 

6-131. La armadura espacial esta soportada por una 
union de rotula esferica en D y eslabones cortos en C y E. 
Determine la fuerza en cada elemento y establezca si los 
elementos estan en tension o en compresion. Considere 
F 1 = {200i + 300j -500k} lb y F 2 = {400j} lb. 



Prob. 6-128 


Probs. 6-130/131 
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*6-132. Determine las componentes horizontal y vertical 6-135. Determine las componentes horizontal y vertical 
de la reaccion que ejercen los pasadores Ay B sobre el bas- de la reaccion en los soportes de pasador A y E del ensam- 

tidor de dos elementos. Considere F = 0. ble de vigas compuestas. 

*6-133. Determine las componentes horizontal y vertical 
de la reaccion que ejercen los pasadores Ay B sobre el bas- 
tidor de dos elementos. Considere F = 500 N. 




Prob. 6-135 


6 


6-134. El mecanismo de dos barras consiste en un brazo 
de palanca^45 y un eslabon liso CD, el cual tiene un colla- 
rin fijo en su extremo C y un rodillo en el otro extremo D. 
Determine la fuerza P necesaria para mantener la palanca 
en la posicion 0. El resorte tiene rigidez k y su longitud no 
estirada es de 2 L. El rodillo entra en contacto con la por- 
cion superior o inferior de la guia horizontal. 



*6-136. Determine la fuerza en los elementos AB, AD y 
AC de la armadura espacial y establezca si los elementos 
estan en tension o en compresion. 


z 



Prob. 6-134 


Prob. 6-136 


























































Estas varillas reforzadas se encajonaran en concrete* a fin de crear una columna 
de construccion. Las cargas internas desarrolladas dentro del material resisten 
la carga externa que se colocara sobre la columna. 







Fuerzas internas 



OBJETIVOS DEL CAPITULO 

• Mostrar como se usa el metodo de secciones para determinar las 
cargas internas en un elemento. 

• Generalizar este procedimiento por medio de la formulacion de 
ecuaciones que puedan graficarse, de modo que describan el 
corte y el momento internos a traves de un elemento. 

• Analizar las fuerzas y estudiar la geometria de los cables que sos- 
tienen una carga. 


7.1 Fuerzas internas desarrolladas 
en elementos estructurales 

Para disenar un elemento estructural o mecanico es necesario conocer 
la carga que actua dentro de el para asegurarnos de que el material 
puede resistir esta carga. Las cargas internas pueden determinarse por 
el metodo de secciones. Para ilustrar este metodo, considere la viga 
en voladizo que se muestra en la figura 1-la. Si se deben determinar 
las cargas internas que actuan en la seccion transversal en el punto B , 
entonces se debe pasar por la viga una seccion imaginaria a-a , perpen¬ 
dicular al eje de la viga a traves del punto B , que separa la viga en dos 
segmentos. Las cargas internas que actuan en B quedaran expuestas 
y se volveran externas en el diagrama de cuerpo libre de cada segmento, 
figura 7-16. 



Fig. 7-1 
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En cada caso, el eslabon de la retroex- 
cavadora es un elemento de dos fuerzas. 
En la fotografia de arriba esta sometido 
a flexion y a carga axial en su centro. 
A1 colocar el elemento en posicion recta, 
como en la fotografia inferior, en el solo 
actua una fuerza axial. 



Fig. 7-1 


La componente de fuerza N# que actua en perpendicular a la seccion 
transversal se denomina fuerza normal. La componente de fuerza V# que 
es tangente a la seccion transversal se llama fuerza cortante y el momento 
de par M# se conoce como momento flexionante. Las componentes de 
fuerza evitan la traslacion relativa entre los dos segmentos, y el momento 
de par evita la rotacion relativa. De acuerdo con la tercera ley de Newton, 
estas cargas pueden actuar en direcciones opuestas sobre cada segmento, 
como se muestra en la figura 7-16. Estas pueden determinarse al aplicar 
las ecuaciones de equilibrio al diagrama de cuerpo libre de cualquier seg¬ 
mento. Sin embargo, en este caso el segmento derecho es la mejor opcion 
debido a que no involucra las reacciones de soporte desconocidas en A. 
Una solucion directa para N# se obtiene al aplicar EE X = 0, \ B se obtie- 
ne de EF y = 0 y M 5 se puede obtener al aplicar EM# = 0, ya que los 
momentos de N# y \ B con respecto a B son iguales a cero. 

En dos dimensiones hemos demostrado que existen tres cargas resultan- 
tes internas, figura 7-2a ; sin embargo, en tres dimensiones actuaran una 
fuerza interna general y un momento de par resultante en la seccion. Las 
componentes x, y, z de estas cargas se muestran en la figura 7-2 b. Aqui N y 
es la fuerza normal , y \ x y V z son componentes de fuerza cortante. M y es 
un momento de torsion o de giro y M x y M z son componentes de momento 
flexionante. Para la mayoria de las aplicaciones, estas cargas resultantes 
actuaran en el centro geometrico o centroide (C) del area de la seccion 
transversal. Aunque por lo general la magnitud para cada carga sera dife- 
rente en los distintos puntos a lo largo del eje del elemento, puede usarse 
siempre el metodo de secciones para determinar sus valores. 


Fuerza cortante - 


Fuerza normal 


—1—► N 

M 


Momento flexionante 


(a) 



X 

Fig. 7-2 


(b) 
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Convencion de signos. Los ingenieros suelen usar una conven¬ 
tion de signos para expresar las tres cargas internas N, Y y M. Aunque 
esta convencion de signos puede asignarse de manera arbitraria, aqui 
se usara la de mas amplia aceptacion, figura 7-3. Se dice que la fuerza 
normal es positiva si crea tension , una fuerza cortante positiva ocasio- 
nara que el segmento de viga sobre el que actua gire en el sentido de 
las manecillas del reloj, y un momento flexionante positivo tendera 
a doblar el segmento sobre el que actua de una forma concava hacia 
arriba. Las cargas opuestas a las descritas anteriormente se consideran 
negativas. 

Si el elemento esta sometido a cargas externas tridimensionales, 
entonces las cargas internas suelen expresarse como positivas o negati¬ 
vas, de acuerdo con un sistema establecido de coordenadas x, y, z como 
el que se muestra en la figura 7-2. 


Procedimiento para el analisis 


El metodo de secciones puede usarse para determinar las car¬ 
gas internas en una ubicacion especifica de un elemento, por el 

siguiente procedimiento. 

Reacciones en los soportes. 

• Antes de seccionar el elemento, puede ser necesario determi¬ 
nar primero las reacciones en sus soportes, de manera que las 
ecuaciones de equilibrio se usen para resolver las cargas inter¬ 
nas solo despues de que el elemento este seccionado. 

Diagrama de cuerpo libre. 

• Mantenga todas las cargas distribuidas, momentos de par y 
fuerzas que actuan sobre el elemento en sus ubicaciones exac- 
tas , luego pase una section imaginaria por el elemento, perpen¬ 
dicular a su eje en el punto en que debe determinarse la carga 
interna. 

• Una vez hecha la section, trace un diagrama de cuerpo libre 
del segmento que tenga el menor numero de cargas, e indique 
las componentes de la fuerza y el momento de par resultantes 
en la section transversal que actuan en sus direcciones positi¬ 
vas de acuerdo con la convencion de signos establecida. 

Ecuaciones de equilibrio. 

• Hay que sumar los momentos en la section. De esta manera se 
eliminan las fuerzas normal y cortante en la section y se puede 
obtener una solution directa para el momento. 

• Si la solution de las ecuaciones de equilibrio resulta en un esca- 
lar negativo, el sentido supuesto de la cantidad es contrario al 
del diagrama de cuerpo libre. 



Fuerza normal positiva 



Fuerza cortante positiva 


M M 



Momento positivo 


M M 



El disenador de esta grua de taller 
se dio cuenta de la necesidad de 
poner un refuerzo extra alrede- 
dor de la union a fin de evitar una 
flexion interna grave en esta cuando 
se suspenda una carga grande de la 
cadena del malacate. 
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EJEMPLO 


I 6 kN 


% — 

P—3 m- 

Ia v 


-6m-1 

D v l 


D ) 


(b) 


A o B 


-3 m- 




15 kN 


(c) 


| 6 kN 

1. M c 

3»I 


O 

P 

15 kN 


(d) 

Fig. 7-4 


Determine la fuerza normal, la fuerza cortante y el momento flexio- 
nante que actuan justo a la izquierda, punto B , y justo a la derecha, 
punto C, de la fuerza de 6 kN aplicada sobre la viga de la figura 1-Aa. 


16 kN 


9 kN • m 


At* 


-3 m- 




-6 m - 


9 kN • m 


(a) 


SOLUCI6N 

Reacciones en los soportes. En la figura 7-4 b se muestra el diagra- 
ma de cuerpo libre de la viga. A1 determinar las reacciones externas , 
observe que el momento de par de 9 kN • m es un vector libre, y por 
lo tanto se le puede colocar en cualquier parte del diagrama de cuer¬ 
po libre de la viga completa. Aqui determinaremos solo A y , ya que 
los segmentos de la izquierda se usaran para el analisis. 

Q + ^M D = 0; 9 kN • m + (6kN)(6m) - A y (9 m) = 0 

Ay = 5 kN 

Diagramas de cuerpo libre. En las figuras 7-4c y 1-Ad se mues- 
tran los diagramas de cuerpo libre de los segmentos izquierdos AB 
y AC de la viga. En este caso, el momento de par de 9 kN • m no se 
incluye en esos diagramas ya que debe mantenerse en su posicion 
original hasta despues de que se haga la seccion y se aisle el segmento 
apropiado. 

Ecuaciones de equilibrio. 

Segmento AB 

^ 2F, = 0; N b = 0 

+ 12^ = 0; 5 kN - V B = 0 

C +2Mg = 0; -(5 kN)(3 m) + M B = 0 


Segmento AC 

2F, = 0; N c = 0 

+ t2E y = 0; 5 kN - 6 kN - V c = 0 

C + 2M c = 0; —(5 kN)(3 m) + M c = 0 


Resp. 

V B = 5 kN Resp. 

M b = 15 kN • m Resp. 

Resp. 

V c = -1 kN Resp. 
M c = 15 kN • m Resp. 


NOTA: el signo negativo indica que V c actua en sentido opuesto al 
del diagrama de cuerpo libre. Ademas, el brazo de momento para 
la fuerza de 5 kN en ambos casos es aproximadamente de 3 m ya 
que By C son “casi” coincidentes. 
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EJEMPLO 7.2 


Determine la fuerza normal, la fuerza cortante y el momento flexio- 
nante en el punto C de la viga que se muestra la figura l-5a. 




Fig. 7-5 


SOLUCION 

Diagrams de cuerpo libre. No es necesario encontrar las reac- 
ciones en el soporte A ya que el segmento BC de la viga puede 
usarse para determinar las cargas internas en C. La intensidad de la 
carga triangular distribuida en C se determina por triangulos seme- 
jantes a partir de la geometria que se muestra en la figura 7-56, es 
decir, 


w c = (1200 N/m) ( ^ m ) = 600 N/m 


La carga distribuida que actua sobre el segmento BC puede reempla- 
zarse ahora por su fuerza resultante, y su ubicacion se indica en el 
diagrama de cuerpo libre, figura 7-5 c. 

Ecuaciones de equilibrio. 


zf* = 0 ; 

+ T2F, = 0; 


N r = 0 


V c - |(600 N/m)(1.5 m) = 0 


V r = 450 N 


C + 2M C = 0; -M c ~ |(600 N/m)(1.5 m)(0.5 m) = 0 


M r = -225 N 


Resp. 


Resp . 


Resp . 


^-(600 N/m)(1.5 m) 


600 N 

Mr 


ri 


C • B 

i 


1 0.5 m 


( c ) 


El signo negativo indica que M c actua en sentido opuesto al que se 
muestra en el diagrama de cuerpo libre. 
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EJEMPLO 7.3 



Determine la fuerza normal, la fuerza cortante y el momento flexio- 
nante que actuan en el punto B de la estructura de dos elementos 
que se muestra en la figura l-6a. 

SOLUCI6N 

Reacciones en los soportes. En la figura 7-66 se muestra un 
diagrama de cuerpo libre de cada elemento. Como CD es un elemen- 
to de dos fuerzas, las ecuaciones de equilibrio tienen que aplicarse 
solo al elemento AC. 

C +^M a = 0; -400 lb(4 pies) + (§) F DC (8 pies) = 0 F DC = 333.3 lb 
2F X = 0; -A x + (|) ( 333.3 lb ) = 0 A x = 266.7 lb 

+ T 'ZFy = 0; A y - 400 lb + (§) (333.3 lb ) = 0 A y = 2001b 


2001b 


2001b 


-2 pies- 


400 lb 

H 4 pies-*] 



266.7 lb 


A 


200 lb 


-2 pies- [- 

i M s r- 

_; | x M « n /( 


\*-2 pies-l-2 pies- 


f 




333.3 lb 


(c) 


Fig. 7-6 


Diagramas de cuerpo libre. Al pasar una seccion imaginaria 
perpendicular al eje del elemento AC a traves del punto B se obtie- 
nen los diagramas de cuerpo libre de los segmentos AB y BC de la 
figura 7-6c. Al construir esos diagramas es importante mantener 
la carga distribuida exactamente como esta hasta despues de que se 
haga la seccion. Solo entonces podra ser reemplazada por una sola 
fuerza resultante. 

Ecuaciones de equilibrio. Al aplicar las ecuaciones de equilibrio 
al segmento AB , tenemos 

-±> ZF X = 0; N B - 266.7 lb = 0 N B = 267 lb Resp. 

+ = 0; 200 lb - 200 lb - V B = 0 V K = 0 Resp. 

C + 2 = 0; M b - 200 lb (4 pies) + 200 lb (2 pies) = 0 

M b = 400 lb • pie Resp . 


NOTA: como un ejercicio, trate de obtener los mismos resultados 
mediante el segmento BC. 
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EJEMPLO 


Determine la fuerza normal, la fuerza cortante y el momento flexio- 
nante que actuan en el punto E de una estructura que esta cargada 
de la manera que se muestra en la figura 1-1 a. 


R 


0.5 m 


0.5 m 



D 


600 N 



R 


(a) 


(b) 


SOLUCI6N 

Reacciones en los soportes. Por inspection, los elementos AC y 
CD son elementos de dos fuerzas, figura 1-lb. Para determinar las 
cargas internas en E , primero debemos determinar la fuerza R que 
actua en el extremo del elemento AC. Para obtener esto analizare- 
mos el equilibrio del pasador ubicado en C. 

Sumando fuerzas en la direccion vertical sobre el pasador, figura 
1-lb , tenemos 

+ T 1F y = 0; R sen 45° - 600 N = 0 R = 848.5 N 

Diagrama de cuerpo libre. En la figura 1-lc se muestra el diagra- 
ma de cuerpo libre del segmento CE. 


Ecuaciones de equilibrio. 

-^2F r = 0; 848.5 cos 45° N 


N £ 

Ml 


V F =0 V F = 600N 


■ 12F V = 0; -848.5 sen 45° N + iV £ =0 N E = 600 N 


Resp. 

Resp. 




C + ZM e = 0; 848.5 cos 45° N(0.5 m) - M E = 0 M E = 300 N • m Resp. 


NOTA: estos resultados indican un diseno pobre. El elemento AC 
deberia ser recto (de A a C) para que se elimine la flexion dentro del 
elemento. Si AC fuera recto, entonces la fuerza interna generaria 
solo tension en el elemento. 


0.5 m 
1 45° 
848.5 N 
(c) 

Fig. 7-7 
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EJEMPLO 7.5 





Fig. 7-8 



El letrero uniforme de la figura 1-8a tiene una masa de 650 kg y esta 
sostenido mediante la columna empotrada. Los codigos de diseno 
indican que la carga de viento maxima uniforme esperada que ocu- 
rrira en el area donde se localiza el letrero es de 900 Pa. Determine 
las cargas internas en A. 


SOLUCI6N 

En la figura 7 -8b se muestra el modelo idealizado para el letrero. 
Aqui se indican las dimensiones necesarias. Podemos considerar el 
diagrama de cuerpo libre de una seccion arriba del punto A, ya que 
ahi no estan involucradas las reacciones de soporte. 

Diagrama de cuerpo libre. El letrero tiene un peso de W = 
650(9.81) N = 6.376 kN, y el viento genera una fuerza resultante 
de F w = 900 N/m 2 (6 m)(2.5 m) = 13.5 kN que es perpendicular a la 
cara del letrero. Estas cargas se muestran en el diagrama de cuerpo 
libre, figura 1-8c. 

Ecuaciones de equilibrio. Como el problema es tridimensional, 
se usara un analisis vectorial. 


2F = 0; 


2M* = 0; 


F a - 13.5i - 6.376k = 0 
F a = {13.5i + 6.38k} kN 
M i + rX(F, + W)=0 


Resp. 


M a + 


i j k 

0 3 5.25 

-13.5 0 -6.376 


= 0 


M a = {19.li + 70.9j - 40.5k} kN-m 


Resp . 


NOTA: aqui = {6.38k} kN representa la fuerza normal, mientras 
que F^ = {13.5i} kN es la fuerza cortante. Ademas, el momento de 
torsion es = {—40.5k} kN • m, y el momento flexionante se 
determina a partir de sus componentes M Ax = {19.1i} kN • m y = 

{70.9j| kN • m; es decir, (M b ) A = V(M^ + (M A )j = 73.4 kN • m. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F7-1. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante y el F7-4. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante y el 
momento flexionante en el punto C. momento flexionante en el punto C. 


10 kN 


15 kN 



-1.5 m- 


-1.5 m- 


-1.5 m- 


-1.5m- 


112 kN 


9 kN/m 


:E 

U 


1.5 m — 1.5 m - 


-1.5 m - 


F7-1 


F7-4 


F7-2. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante y el F7-5. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante y el 
momento flexionante en el punto C. momento flexionante en el punto C. 



F7-3. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante y el F7-6. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante y el 

momento flexionante en el punto C. momento flexionante en el punto C. Suponga que en A 

hay una conexion de pasador y que B es un rodillo. 


3 kip /pie 




T 


_*_ Jt\ 

--6 p 

ies 

C 

-4—4.5 pies 4 4.5 pies—^j 



F7-3 


F7-6 
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PROBLEMAS 


•7-1. Determine la fuerza normal interna, la fuerza cor- *7-4. Determine la fuerza normal interna, la fuerza cor- 
tante y el momento flexionante en la viga en los puntos C tante y el momento flexionante en los puntos E y F de 

y D. Suponga que el soporte en B es un rodillo. El punto la viga. 

C esta localizado justo a la derecha de la carga de 8 kip. 


8 kip 


40 kip • pie 


J5 


f) 


[ — 8 Pi 


pies- 


zr 


> pies - 


B- 
> pies— 


Prob. 7-1 


7-2. Determine la fuerza cortante y el momento flexio¬ 
nante en los puntos C y D. 




Prob. 7-4 


•7-5. Determine la fuerza normal interna, la fuerza cor¬ 
tante y el momento flexionante en el punto C. 


7-3. Determine la fuerza normal interna, la fuerza cor¬ 
tante y el momento flexionante en el punto C en la viga 
simplemente apoyada. El punto C se localiza justo a la 
derecha del momento de par de 1500 lb • pie. 


500 lb/pie 




Prob. 7-3 


Prob. 7-5 
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7-6. Determine la fuerza normal interna, la fuerza cor- •1-9. La espiga de tornillo esta sometida a una tension 

tante y el momento flexionante en el punto C de la viga de 80 lb. Determine la fuerza normal interna, la fuerza 

simplemente apoyada. cortante y el momento flexionante en el punto C. 


4 kN/m 




Prob. 7-9 


7-7. Determine la fuerza normal interna, la fuerza cor- 7-10. Determine la fuerza normal interna, la fuerza cor¬ 
tante y el momento flexionante en el punto C de la viga tante y el momento flexionante en el punto C de la viga de 

en voladizo. doble saliente. 


W 0 




Prob. 7-10 


*7-8. Determine la fuerza normal interna, la fuerza cor¬ 
tante y el momento flexionante en los puntos C y D en 
la viga simplemente apoyada. El punto D esta localizado 
justo a la izquierda de la fuerza de 5 kN. 


7-11. Determine la fuerza normal interna, la fuerza cor¬ 
tante y el momento flexionante en los puntos C y D en la 
viga simplemente apoyada. El punto D se localiza justo a 
la izquierda de la carga concentrada de 10 kN. 


5 kN 




Prob. 7-8 


Prob. 7-11 














































































340 


Capitulo 7 Fuerzas intern as 


*7-12. Determine la fuerza normal interna, la fuerza 
cortante y el momento flexionante en los puntos C y D 
de la viga. El punto D esta justo a la derecha de la carga de 
5 kip. 



•7-13. Determine la fuerza normal interna, la fuerza cor¬ 
tante y el momento flexionante en el punto D del bastidor 
de dos elementos. 

7-14. Determine la fuerza normal interna, la fuerza cor¬ 
tante y el momento flexionante en el punto E del bastidor 
de dos elementos. 


*7-16. Determine la fuerza normal interna, la fuerza cor¬ 
tante y el momento flexionante en el punto B de la viga en 
voladizo. 



Prob. 7-16 

•7-17. Determine la razon a/b para la cual la fuerza cor¬ 
tante sera cero en el punto medio C de la viga con doble 
saliente. 



250 N/m 



j 300 N /m 



Prob. 7-17 


7-15. Determine la fuerza normal interna, la fuerza cor¬ 
tante y el momento flexionante que actuan en el punto C y 
en el punto D, que se localiza justo a la derecha del sopor- 
te de rodillo en B. 


7-18. Determine la fuerza normal interna, la fuerza cor¬ 
tante, y momento flexionante en los puntos D y E en la viga 
en voladizo. El punto D se localiza justo a la izquierda del 
soporte de rodillo en B , donde actua el momento de par. 


200 lb /pie 


300 lb/pie 


200 lb/pie 


a 




-4 pies——4 pies—4*—4 pies———4 pies 


C 


-^B 



Prob. 7-15 


Prob. 7-18 
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7-19. Determine la distancia a en terminos de la longitud 
de la viga L entre los soportes Ay B colocados simetrica- 
mente, de manera que el momento flexionante interno en 
el centro de la viga es cero. 


vr 0 Wq 



*7-20. Determine la fuerza normal interna, la fuerza cor- 
tante y el momento flexionante en los puntos D y E de la 
viga compuesta. El punto E se localiza justo a la izquierda 
de la carga concentrada de 10 kN. Suponga que el soporte 
en A esta fijo y que la conexion en B es un pasador. 


7-22. La grua estibadora sostiene una lancha de 1.5 Mg 
con el centro de masa en G. Determine la fuerza normal 
interna, la fuerza cortante y el momento flexionante en el 
punto D del larguero. El carro puede rodar libremente a lo 
largo del riel del larguero y se ubica en la posicion mostra- 
da. En A y B solo ocurren reacciones verticales. 




Prob. 7-20 

•7-21. Determine la fuerza normal interna, la fuerza 
cortante y el momento flexionante en los puntos F y G de 
la viga compuesta. El punto F se localiza justo a la derecha 
de la fuerza de 500 lb, mientras que el punto G se ubica 
justo a la derecha de la fuerza de 600 lb. 


500 lb 



7-23. Determine la fuerza normal interna, la fuerza cor¬ 
tante y el momento flexionante en los puntos D y E de los 
dos elementos. 



2 m 


Prob. 7-21 


Prob. 7-23 
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*7-24. Determine la fuerza normal interna, la fuerza cor- 7-26. La viga tiene un peso w por unidad de longitud. 

tante y el momento flexionante en los puntos F y E del Determine la fuerza normal interna, la fuerza cortante y el 

bastidor. La caja pesa 300 lb. momento flexionante en el punto C debidos a su peso. 




•7-25. Determine la fuerza normal interna, la fuerza cor¬ 
tante y el momento flexionante en los puntos D y E del 
bastidor que sostiene la caja de 200 lb. Ignore el tamano 
de la clavija lisa en C. 



7-27. Determine la fuerza normal interna, la fuerza cor¬ 
tante y el momento flexionante que actuan en el punto C. 
La unidad de enfriamiento tiene una masa total de 225 kg 
con un centro de masa en G. 


F 



Prob. 7-25 


Prob. 7-27 
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*7-28. El gato AB se usa para enderezar la viga dobla- 
da DE mediante el arreglo mostrado. Si la fuerza axial de 
compresion en el gato es de 5000 lb, determine el momen- 
to interno desarrollado en el punto C de la viga superior. 
Ignore el peso de las vigas. 

•7-29. Resuelva el problema 7-28 al suponer que cada 
viga tiene un peso uniforme de 150 lb/pie. 



Probs. 7-28/29 

7-30. La grua fija sostiene una carga de 750 lb, la cual 
pende de un cargador montado en la parte superior del 
brazo. Determine la fuerza normal interna, la fuerza cor- 
tante y el momento flexionante de la grua en el punto C 
del brazo, cuando el cargador esta en la posicion mostrada. 
Los elementos de la grua estan unidos mediante pasadores 
en B, E y F y se sostienen mediante un eslabon corto BH. 

7-31. La grua fija sostiene una carga de 750 lb, la cual 
pende de un cargador montado en la parte superior del 
brazo. Determine la fuerza normal interna, la fuerza cor- 
tante y el momento flexionante en el punto D de la colum- 
na, cuando el cargador esta en la posicion mostrada. Los 
elementos de la grua estan unidos mediante pasadores en 
B, E y Fy se sostienen mediante un eslabon corto BH. 


*7-32. Determine la fuerza normal interna, la fuerza cor- 
tante y el momento flexionante que actuan en los puntos B 
y C sobre la barra curva. 



Prob. 7-32 


•7-33. Determine la fuerza normal interna, la fuerza cor- 
tante y el momento flexionante en el punto D que se 
encuentra ubicado justo a la derecha de la fuerza de 50 N. 


50 N 




Probs. 7-30/31 


Prob. 7-33 
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7-34. Determine las componentes x, y, z de la carga in¬ 
terna en el punto C del ensamble de tuberia. Ignore el 
peso de los tubos. La carga es F x = {-24i - 10k) lb, F 2 = 
{—80i) lb y M = {-30k) lb-pie. 


•7-37. La flecha esta soportada por una chumacera de 
empuje en A y una chumacera lisa en B. Determine las 
componentes x, y, z de la carga interna en el punto C. 




Prob. 7-34 


7-35. Determine las componentes x, y, z de la carga inter¬ 
na en una seccion que pasa por el punto C del ensamble de 
tuberia. No tome en cuenta el peso de los tubos. Considere 
F x = {350j - 400k) lb y F 2 = {150i - 300k) lb. 

*7-36. Determine las componentes x, y, z de la carga 
interna en una seccion que pasa por el punto C del ensam¬ 
ble de tuberia. No tome en cuenta el peso de los tubos. 
Considere F x = {—80i + 200j - 300k) lb y F 2 = {250i - 
150j - 200k) lb. 


7-38. Determine las componentes x, y, z de la carga inter¬ 
na en el punto D de la barra. Hay chumaceras lisas en A, B 
y C. Considere F = {7i - 12j - 5k) kN. 

7-39. Determine las componentes x, y, z de la carga 
interna en el punto E de la barra. Considere F = {7i - 12i 
- 5k) kN. 




Probs. 7-35/36 


Probs. 7-38/39 
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* 7.2 Ecuaciones y diagramas 
de fuerza cortante y de 
momento flexionante 

Las vigas son elementos estructurales disenados para soportar car- 
gas aplicadas de manera perpendicular a sus ejes. En general, las vigas 
son largas y rectas y tienen un area de seccion transversal constante. 
A menudo, se clasifican con respecto a como estan soportadas. Por ejem- 
plo, una viga simplemente apoyada es aquella que esta articulada en un 
extremo y sostenida por un rodillo en el otro, figura l-9a , mientras que 
una viga en voladizo esta fija o empotrada en un extremo y libre en el 
otro. El diseno real de una viga requiere un conocimiento detallado de 
la variacion de la fuerza cortante interna V y del momento flexionante 
M que actuan en cada punto a lo largo del eje de la viga.* 

Estas variaciones de V y M a lo largo de la viga pueden obtenerse por 
el metodo de secciones analizado en la seccion 7.1. Sin embargo, en este 
caso es necesario seccionar la viga a una distancia arbitraria x de un 
extremo para despues aplicar las ecuaciones de equilibrio al segmento 
que tiene la longitud x. Al hacer esto es posible obtener V y M como 
funciones de x. 

En general, las funciones de fuerza cortante y de momento flexio¬ 
nante seran discontinuas, o sus pendientes seran discontinuas en pun- 
tos donde una carga distribuida cambia o donde se aplican fuerzas o 
momentos de par concentrados. Debido a esto, dichas funciones deben 
determinarse para cada segmento de la viga localizado entre dos dis- 
continuidades de la carga. Por ejemplo, los segmentos que tienen lon¬ 
gitudes x 1? x 2 y x 3 , tendran que usarse para describir la variacion de V y 
M en toda la longitud de la viga en la figura l-9a. Estas funciones seran 
validas solo dentro de las regiones desde O hasta a para x l5 de a a b 
para x 2 y de b a L para x 3 . Si se grafican las funciones resultantes de x, 
las graficas se denominan diagrama de fuerza cortante y diagrama de 
momento flexionante, figura l-9b y figura 7-9c, respectivamente. 



v 



Fig. 7-9 


*La fuerza normal interna no se considera por dos razones. En la mayona de los casos, 
las cargas aplicadas a una viga actuan de manera perpendicular al eje de la viga y, por 
lo tanto, producen solo una fuerza cortante y un momento flexionante internos. Para 
propositos de diseno, la resistencia de la viga a la fuerza cortante, y en particular a la 
flexion, es mas importante que su capacidad de resistir una fuerza normal. 



Para ahorrar material y por lo tanto produ- 
cir un diseno eficiente, estas vigas, tambien 
llamadas largueros, estan ahusadas, ya que 
el momento interno en la viga sera mayor 
en los soportes, o apoyos, que en el centro 
del claro. 


M 



(c) 
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Corte (sentido) positivo 


M M 



Momento positivo 


M M 



Convencion de signos en una viga 

Fig. 7-10 



Este brazo remolcador extendido debe resis- 
tir cargas, tanto flexionantes como cortan- 
tes, en toda su longitud debido al peso del 
vehfculo. Para que el brazo este bien dise- 
nado es necesario conocer la variacion de 
estas cargas. 


Procedimiento para el analisis 


Los diagramas de fuerza cortante y de momento flexionante para 
una viga pueden construirse con el siguiente procedimiento. 


Reacciones en los soportes. 

• Determine todas las fuerzas y los momentos de par reactivos 
que actuan sobre la viga, y descomponga todas las fuerzas en 
componentes que actuan en forma perpendicular y paralela al 
eje de la viga. 


Funciones de fuerza cortante y de momento flexionante. 

• Especifique coordenadas % separadas cuyo origen esta en el 
extremo izquierdo de la viga y que se extienden a regiones 
de la viga entre fuerzas y/o momentos de par concentrados, o 
donde la carga distribuida sea continua. 

• Seccione la viga en cada distancia % y trace el diagrama de cuer- 
po libre de uno de los segmentos. Asegurese de que V y M se 
muestren al actuar en sus sentidos positivos , de acuerdo con la 
convencion de signos dada en la figura 7-10. 

• La fuerza cortante V se obtiene al sumar fuerzas perpendicu¬ 
lar es al eje de la viga. 

• El momento flexionante M se obtiene al sumar momentos con 
respecto al extremo seccionado del segmento. 


Diagramas de fuerza cortante y de momento flexionante. 

• Grafique el diagrama de fuerza cortante (V contra x) y el 
diagrama de momento flexionante (M contra x). Si los valores 
calculados de las funciones que describen V y M son positivos , 
se grafican sobre el eje x, en tanto que los valores negativos se 
grafican debajo del eje v. 

• Por lo general, es conveniente graficar los diagramas de fuer¬ 
za cortante y de momento flexionante directamente debajo del 
diagrama de cuerpo libre de la viga. 
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EJEMPLO 7.6 


Trace los diagramas de fuerza cortante y de momento flexionante 
para la flecha que se muestra en la figura 1-lla. El soporte en A es 
una chumacera de empuje y el soporte en C es una chumacera lisa. 

SOLUCI6N 

Reacciones en los soportes. En la figura 7-lld se muestran las reac- 
ciones en los soportes sobre el diagrama de cuerpo libre de la flecha. 

Funciones de fuerza cortante y de momento flexionante. La 

flecha se secciona a una distancia arbitraria x del punto A , la cual se 
extiende dentro de la region AB , y el diagrama de cuerpo libre del 
segmento izquierdo se muestra en la figura 7-1 lb. Se supone que las 
incognitas V y M actuan en el sentido positivo sobre la cara derecha 
del segmento de acuerdo con la convention de signos establecida. 
A1 aplicar las ecuaciones de equilibrio resulta 

+ 127^ = 0; V = 2.5 kN (1) 

C + 2M = 0; M = 2.5x kN • m (2) 

En la figura 7-1 lc se muestra un diagrama de cuerpo libre para un 
segmento izquierdo de la flecha que se extiende una distancia x den¬ 
tro de la region BC. Como siempre, V y M se presentan en action en 
el sentido positivo. Por lo tanto, 

+ T 2 F y = 0; 2.5 kN - 5 kN — V = 0 

V = -2.5 kN (3) 

C +2M = 0; M + 5 kN(x -2m)- 2.5 kN(x) = 0 

M = (10 - 2.5x) kN-m (4) 

Diagramas de fuerza cortante y de momento flexionante. Cuan- 
do se grafican las ecuaciones de la 1 a la 4 dentro de las regiones en que 
son validas, se obtienen los diagramas de fuerza cortante y de momento 
flexionante que se muestran en la figura 7-11 d. El diagrama de fuerza 
cortante indica que la fuerza cortante interna es siempre de 2.5 kN (posi- 
tiva) dentro del segmento de flecha AB. Justo a la derecha del punto B , 
la fuerza cortante cambia de signo y permanece en el valor constante 
de -2.5 kN para el segmento BC. El diagrama de momento comienza 
en cero, se incrementa linealmente hasta el punto Be nx = 2m, donde 
M m . lx = 2.5 kN(2 m) = 5 kN • m, y despues disminuye de nuevo a cero. 

NOTA: en la figura 7-11 d se ve que la grafica de los diagramas de fuerza 
cortante y de momento flexionante es discontinua en los puntos donde 
actua una fuerza concentrada, es decir, en los puntos A,ByC. Por esta 
razon, como se indico antes, es necesario expresar por separado las fun¬ 
ciones de fuerza cortante y de momento flexionante para regiones entre 
cargas concentradas. Sin embargo, debe observarse que todas las discon- 
tinuidades de carga son matematicas, y surgen de la idealization de una 
fuerza concentrada y de un momento de par. Fisicamente, las cargas siem¬ 
pre se aplican sobre un area finita, y si la variation real de la carga pudie- 
ra tomarse en cuenta, los diagramas de fuerza cortante y de momento 
flexionante serian continuos sobre toda la longitud de la flecha. 


5 kN 



b 


Y 


M 


2.5 kN 

0<x<2m 

(b) 


5 kN 
|x - 2m 

-2m- ~)r --I V 


AC 


r 


n 


M 


2.5 kN 


2 m < x < 4 m 

(c) 


5 kN 



Fig. 7-11 
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6 kN/m 


3 X kN ^|xkN/m 

!T\ 

M 




9kN 


(b) 


6 kN/m 



-18 


Trace los diagramas de fuerza cortante y de momento flexionante 
para la viga de la figura 7-12*3. 

SOLUCION 

Reacciones en los soportes. En la figura 7-12c se muestran las reac- 
ciones en los soportes sobre el diagrama de cuerpo libre de la viga. 

Funciones de fuerza cortante y de momento flexionante. En la 

figura l-12b se muestra un diagrama de cuerpo libre para un segmento 
izquierdo de la viga que tiene longitud x. Por triangulos semejantes, 
la carga distribuida que actua en el extremo de este segmento tiene 
una intensidad de w/x = 6/9 o w = (2/3 )x. Esta carga se reemplaza 
por una fuerza resultante despues de que el segmento se aisla como un 
diagrama de cuerpo libre. La magnitud de la fuerza resultante es igual 
a ^(x)(§x) = \x 2 . Esta fuerza actua a traves del centroide del area de 
carga distribuida, a una distancia de \x desde el extremo derecho. A1 
aplicar las dos ecuaciones de equilibrio resulta 


+ tSF y = 0; 


9 - -x z - V = 0 


C+2M = 0; 


V = I 9 - — ) kN 

" + Hi) - 9i -° 


(i) 


M = ( 9x - y) kN ■ m 


( 2 ) 


x (m) 


x ( m ) 


Diagramas de fuerza cortante y de momento flexionante. 

Los diagramas de fuerza cortante y de momento flexionante de la 
figura 7-12c se obtienen al graficar las ecuaciones 1 y 2. 

El punto de fuerza cortante cero se puede encontrar por la ecuacion 1: 


V = 9- y = 0 
x = 5.20 m 

NOTA: en la seccion 7.3 se vera que este valor de x representa el 
punto sobre la viga donde ocurre el momento maximo. Con la ecua¬ 
cion 2, tenemos 


(5.20) 3 ' 

Mnfa = ( 9(5.20) - - | kN • m 


= 31.2 kN-m 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F7-7. Determine la fuerza cortante y el momento flexio¬ 
nante como funciones de x, despues trace los diagramas de 
fuerza cortante y de momento flexionante. 


F7-10. Determine la fuerza cortante y el momento flexio¬ 
nante como funciones de x, despues trace los diagramas de 
fuerza cortante y de momento flexionante. 



3 m-- 

F7-7 F7-10 


F7-8. Determine la fuerza cortante y el momento flexio¬ 
nante como funciones de x, despues trace los diagramas de 
fuerza cortante y de momento flexionante. 


F7-11. Determine la fuerza cortante y el momento flexio¬ 
nante como funciones de x, donde 0<x<3my3m<x< 
6 m, despues trace los diagramas de fuerza cortante y de 
momento flexionante. 


2 kip/pie 




F7-8 


F7-11 


F7-9. Determine la fuerza cortante y el momento flexio¬ 
nante como funciones de x, despues trace los diagramas de 
fuerza cortante y de momento flexionante. 


F7-12. Determine la fuerza cortante y el momento flexio¬ 
nante como funciones de x, donde 0<x<3my3m<x< 
6 m, despues trace los diagramas de fuerza cortante y de 
momento flexionante. 




F7-9 


F7-12 
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PROBLEMAS 


*7-40. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento flexionante para la viga (a) en terminos de los pa- 
rametros mostrados; ( b) considere P = 800 lb, a = 5 pies, 
L = 12 pies. 


1 I 

- L - 



Prob. 7-40 


•7-41. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento flexionante para la viga simplemente apoyada. 

9kN 


I 



Prob. 7-41 


7-43. Trace los diagramas de fuerza cortante y de momen- 
to flexionante para la viga en voladizo. 


2 kN/m 



Prob. 7-43 


*7-44. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento flexionante para la viga ( a ) en terminos de los 
parametros mostrados; ( b ) considere M 0 = 500 N • m, 
L = 8 m. 

•7-45. Si L = 9 m, la viga fallara cuando la maxima fuer¬ 
za cortante sea V m & x = 5 kN o el maximo momento flexio¬ 
nante sea M mdx = 22 kN • m. Determine el momento de 
par M 0 mas grande que soportara la viga. 


Mn 


■ fl/ V | 


-L/2- 


-L/2- 


Probs. 7-44/45 


7-42. Trace los diagramas de fuerza cortante y de momen- 7-46. Trace los diagramas de fuerza cortante y de momen¬ 
to flexionante para la viga ABCDE. Todas las poleas tie- to flexionante para la viga simplemente apoyada. 

nen radio de 1 pie. Ignore el peso de la viga y del arreglo 
de poleas. La carga pesa 500 lb. 



Prob. 7-42 


Prob. 7-46 
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7-47. Trace los diagramas de fuerza cortante y de momen¬ 
to flexionante para la viga simplemente apoyada. 


300 N/m 



-4 m 

Prob. 7-47 


*7-48. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento flexionante para la viga saliente. 


7-50. Trace los diagramas de fuerza cortante y de momen¬ 
to flexionante para la viga. 


250 lb/pie 



7-51. Trace los diagramas de fuerza cortante y de momen¬ 
to flexionante para la viga. 


8 kN/m 



1.5 kN/m 



-3 m — 

Prob. 7-51 



•7-49. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo- *7-52. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento flexionante para la viga. mento flexionante para la viga simplemente apoyada. 


2 kN/m 150 lb/pie 



12 pies 


Prob. 7-49 


Prob. 7-52 
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•7-53. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento flexionante para la viga. 



7-54. Si L = 18 pies, la viga fallara cuando la maxima 
fuerza cortante sea V m & x = 800 lb o el maximo momento 
flexionante sea M m & x = 1200 lb • pie. Determine la inten- 
sidad w mas grande de la carga distribuida que soportara 
la viga. 



*7-56. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento flexionante para la viga en voladizo. 



•7-57. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento flexionante para la viga de voladizo. 



Prob. 7-57 


7-55. Trace los diagramas de fuerza cortante y de momen¬ 
to flexionante para la viga. 


7-58. Determine la intensidad w 0 mas grande de la carga 
distribuida que puede soportar la viga si esta puede aguan- 
tar una fuerza cortante maxima de V m ^ x = 1200 lb y un 
momento flexionante maximo de M m & x = 600 lb • pie. 


4 kip /pie 



2wq 



6 pies 


6 pies 


Prob. 7-55 


Prob. 7-58 
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7-59. Determine la intensidad w 0 mas grande de la carga 
distribuida que puede soportar la viga si esta puede aguan- 
tar un momento flexionante maximo de M mdx = 20 kN • m 
y una fuerza cortante maxima de V m & x = 80 kN. 


7-62. El cono truncado se encuentra en voladizo desde el 
punto A. Si el cono esta hecho de un material con un peso 
especffico de y, determine en el cono la fuerza cortante y 
el momento flexionante internos como funciones de x. 



Prob. 7-59 


Prob. 7-62 


*7-60. Determine la colocacion a del soporte de rodillo B 7-63. Exprese las componentes de la fuerza cortante y 

de modo que el momento maximo dentro del claro AB sea del momento flexionante internos que actuan en la barra 

equivalente al momento en el soporte B. como una funcion de y, donde 0 < y < 4 pies. 



•7-61. La viga compuesta tiene un soporte fijo en A, esta *7-64. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante 

conectada mediante un pasador en B y se sostiene por y el momento flexionante en la barra curva como una 

medio de un rodillo en C. Trace los diagramas de fuerza funcion de 0. 

cortante y momento flexionante para la viga. 


500 lb/pie 


IS? 


411111- 

\a 

p-3 pies —4 

B 

*-6 pies-- 



Prob. 7-61 


Prob. 7-64 
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Capitulo 7 Fuerzas internas 


* 7.3 Relaciones entre carga distribuida, 

fuerza cortante y momento flexionante 



A fin de poder disenar la viga que se usa 
para soportar estas lfneas electricas, es 
importante trazar primero los diagramas de 
fuerza cortante y de momento flexionante 
para la viga. 


IV Fl 

■■-rrdflT 

f 2 

1 

= VI 

v(x) 

:: 



A |/3\ ) •/? M »c ( 

D 

V 

-x- ► 

m 2 

- —Ax 


(a) 


A F = w(x) Ax 


w(x) 


t! 


1 


k (Ax) 


O 


Ax 


0 


M+ AM 


y + AV 


(b) 


Fig. 7-13 


Si una viga esta sometida a varias cargas concentradas, momentos 
de par y cargas distribuidas, el metodo para construir diagramas de 
fuerza cortante y de momento flexionante analizado en la seccion 
7.2 puede resultar muy tedioso. En esta seccion veremos un metodo 
mas simple para construir esos diagramas — un metodo que se basa 
en las relaciones diferenciales entre la carga, la fuerza cortante y el 
momento flexionante. 


Carga distribuida. Considere la viga AD en la figura 7-13 a, 
la cual esta sometida a una carga arbitraria w = w(x) y a una serie 
de fuerzas concentradas y momentos de par. En el siguiente ana- 
lisis, la carga distribuida se considerara positiva cuando la carga 
actue hacia arriba como se muestra. Un diagrama de cuerpo libre 
para un pequeno segmento de la viga de longitud Ax se elige en un 
punto x a lo largo de la viga que no este sometida a una fuerza con- 
centrada o momento de par, figura l-13b. Por lo tanto, cualquier 
resultado que se obtenga no se aplica en puntos de carga concen- 
trada. Se supone que la fuerza cortante y el momento flexionante 
internos mostrados en el diagrama de cuerpo libre actuan en sen- 
tido positivo de acuerdo con la convencion de signos establecida. 
Observe que tanto la fuerza cortante como el momento flexionante 
que actuan sobre la cara derecha deben ser incrementados en una 
cantidad pequena, finita, para mantener el segmento en equilibrio. 
La carga distribuida ha sido reemplazada por una fuerza resultante 
A F = w(x) Ax que actua a una distancia fraccional Ax) desde el 
extremo derecho, donde 0 < k < 1 [por ejemplo, si w(x) es unifor¬ 
me , k = \\. 


Relation entre la carga distribuida y la fuerza cortante. 

Si se aplica la ecuacion de equilibrio de fuerzas, tenemos 

+ T ZF y = 0; V + w(x)Ax - (V + AU) = 0 

AU = w(x)Ax 

A1 dividir entre Ax y tomar Ax —» 0, obtenemos 


dV 

dx 


= w(x) 


pendiente del diagrama _ intensidad de la carga 
de fuerza cortante distribuida 


(7-1) 
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Si volvemos a escribir la ecuacion anterior en la forma dV = w(x)dx y rea- 
lizamosunaintegracionentre dospuntos By C sobrelaviga, vemosque 


AV = 

1**w(x) dx 

Cambio en 

Area bajo 

la fuerza 

= la curva de 

cortante 

carga 


Relation entre la fuerza cortante y el momento flexio¬ 
nante. Si aplicamos la ecuacion de equilibrio de momento con res- 
pecto al punto O en el diagrama de cuerpo libre de la figura 7-13&, 
obtenemos 

C+2M 0 = 0; (M + AM) - [w(x)Ax] k\x - VAx - M = 0 
A M = VAx + k w(x)Ax 2 

Al dividir ambos lados de esta ecuacion entre Ax, y se toma Ax —» 0, re- 
sulta 


dM 

dx 


V 


Pendiente del diagrama _ 

, . ri • . = Fuerza cortante 

de momento flexionante 


(7-3) 


En particular, observe que el momento flexionante maximo absoluto 
|M|max ocurre en el punto donde la pendiente dM/dx = 0, ya que es ahi 
donde la fuerza cortante es igual a cero. 

Si la ecuacion 7-3 se reescribe en la forma dM = f V dx y se integra 
entre dos puntos By C sobre la viga, tenemos 


AM 


V dx 


Cambio en el momento 
flexionante 


Area bajo el diagrama 
fuerza cortante 


(7-4) 


Como se indico antes, las ecuaciones anteriores no se aplican donde 
actuan una fuerza o un momento de par concentrados. Esos dos casos 
especiales crean discontinuidades en los diagramas de fuerza cortante 
y de momento flexionante y, en consecuencia, cada uno debe tratarse 
por separado. 

Fuerza. En la figura 1-lAa se muestra un diagrama de cuerpo libre 
de un pequeno segmento de la viga de la figura 7-13(2, tornado debajo de 
una de las fuerzas. Aqui, el equilibrio de fuerzas requiere 

+ t2Fy = 0; A V = F (7-5) 

Puesto que el cambio en la fuerza cortante es positivo , el diagrama de 
fuerza cortante “saltara” hacia arriba cuando F actue hacia arriba sobre 
la viga. De la misma forma, el salto en la fuerza cortante (AE) es hacia 
abajo cuando F actua hacia abajo. 


ron 


M + AM 


V + AV 


Ax 


(a) 

Fig. 7-14 
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M 0 

MXaH=Ii Xm + am 

000 

y +av 

(b) 

Fig. 7-14 



Esta viga de concreto se usa para sopor- 
tar el techo. Su tamano y la colocacion del 
refuerzo de acero en su interior pueden 
determinarse despues de establecer los 
diagramas de fuerza cortante y de momento 
flexionante. 


Momento de par. Si retiramos un segmento de la viga de la 
figura 7-13(2 que este localizado en el momento de par M 0 , resultara el 
diagrama de cuerpo libre de la figura 7-147?. En este caso, sea Ax —> 0, 
el equilibrio de momento requiere 

C+2M = 0; AM = M 0 (7-6) 


Asi, el cambio en momento es positivo , o el diagrama de momento 
flexionante “saltara” hacia arriba si M 0 es en el sentido de las manecillas 
del reloj. De la misma forma, el salto AM es hacia abajo cuando M 0 es 
en sentido contrario al de las manecillas del reloj. 

Los siguientes ejemplos ilustran la aplicacion de las ecuaciones ante- 
riores para la construccion de los diagramas de fuerza cortante y de 
momento flexionante. Despues de trabajar con estos ejemplos, se reco- 
mienda que los ejemplos 7.6 y 7.7 se resuelvan por este metodo. 


Puntos importantes 


• La pendiente del diagrama de fuerza cortante en un punto es 
igual a la intensidad de la carga distribuida, donde la carga dis- 
tribuida positiva es hacia arriba, esto es, dV/dx = w(x). 

• Si una fuerza concentrada actua hacia arriba sobre la viga, la 
fuerza cortante saltara hacia arriba en la misma cantidad. 

• El cambio en la fuerza cortante AV entre dos puntos es igual al 
area bajo la curva de carga distribuida entre los puntos. 

• La pendiente del diagrama de momento flexionante es igual 
a la fuerza cortante, esto es, dM/dx = V. 

• El cambio en el momento AM entre dos puntos es igual al area 
bajo el diagrama de fuerza cortante entre los dos puntos. 

• Si un momento de par en el sentido de las manecillas del reloj 
actua sobre la viga, la fuerza cortante no sera afectada; sin 
embargo, el diagrama de momento flexionante saltara hacia 
arriba en la misma cantidad que el momento. 

• Los puntos de fuerza cortante cero representan puntos de 
momento flexionante maximo o mmimo ya que dM/dx = 0. 

• Como se requieren dos integraciones de w = w(x), para deter- 
minar primero el cambio en la fuerza cortante, AV = fw(x) dx , 
despues para determinar el cambio en el momento flexionante, 
AM = fV dx, luego si la curva de carga w = w(x) es un polino- 
mio de grado n, V = V(x) sera una curva de grado n + l,y M = 
M{x) sera una curva de grado n + 2. 
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EJEMPLO 7.8 


Trace los diagramas de fuerza cortante y de momento flexionante 
para la viga en voladizo de la figura 7-15*2. 



(a) 


Fig. 7-15 


SOLUCION 

En la figura 7-156 se muestran las reacciones en el soporte fijo B. 


Diagrams cortante. La fuerza cortante en el extremo A es de 
-2 kN. Este valor se grafica en x = 0, figura 7-15c. Observe como 
se construye el diagrama de fuerza cortante al seguir las pendientes 
definidas por la carga w. La fuerza cortante enx = 4mes-5 kN, la 
reaction en la viga. Este valor se puede verificar si se encuentra el 
area bajo la carga distribuida; es decir, 


V \ x =4 m = V \x=2 m + AE = -2 kN - (1.5 kN/m)(2 m) = -5 kN 


Diagrama de momento flexionante. El momento de fuerza cero 
en x = 0 se grafica en la figura 7-15 d. La construction del diagrama 
de momento flexionante se basa en conocer su pendiente que es 
igual a la fuerza cortante en cada punto. El cambio de momento 
flexionante desde x = 0 hasta x = 2 m se determina a partir del area 
bajo el diagrama de fuerza cortante. Por consiguiente, el momento 
flexionante enx = 2mes 


M\ x=2m = M | x=0 + AM = 0 + [—2 kN(2 m)] = -4kN*m 


2 kN 


M b = 11 kN • m 
1.5 kN/m \ 



w — 0 w = constante negativa 
pendiente = 0 pendiente = constante 
V (kN) 

1 2 14 

x (m) 



V = constante negativa 
pendiente = constante negativa/ 

V = creciente negativa 
pendiente = creciente 
negativa 
4 

- x (m) 


M (kN • m) 



(d) 


-11 


2 kN 


-2 m- 

(e) 


V = 2kN 

= 4 kN m 


Este mismo valor puede determinarse con el metodo de secciones, 
figura 7-15e. 
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EJEMPLO 7.9 


4 kN/m 


-4 


-2 m- 


4-1 


A y = 2 kN / 


l B y = 10 kN 


(b) 



= 0 




V = decreciente positiva 
pendiente = decreciente positiva 
V = constante negativa 
pendiente = constante negativa J 
M (kN • m) 

1 J 

f x(m) 



Trace los diagramas de fuerza cortante y de momento flexionante 
para la viga con voladizo que se muestra en la figura 7-16*2. 


4 kN/m 



w = constante negativa 
pendiente = constante 
negativa 


*(m) 


SOLUCION 

En la figura 7-165 se muestran las reacciones en los soportes. 

Diagrams de fuerza cortante. La fuerza cortante de -2 kN en el 
extremo A de la viga se grafica en x = 0, figura 7-16c. Las pendientes 
se determinan a partir de la carga y con base en esta se construye el 
diagrama de fuerza cortante, como se indica en la figura. En particu¬ 
lar, observe el salto positivo de 10 kN en x = 4 m debido a la fuerza 
B y como se indica en la figura. 


Diagrama de momento flexionante. Se traza el momento de 
cero en x = 0, figura 7-1 6d; luego, al seguir el comportamiento 
de la pendiente determinada a partir del diagrama de fuerza cortan¬ 
te, se construye el diagrama de momento flexionante. Dicho momen¬ 
to en x = 4 m se determina a partir del area debajo del diagrama de 
fuerza de corte. 


M 


\x=4 m 


= Af LB 


x=0 


AM = 0 + [—2 kN(4 m)] = -8kN-m 


Tambien podemos obtener este valor por el metodo de secciones, 
como se muestra en la figura 7-16e. 


V = 2kN 

V = 8 kN • m 


-4 m- 


t> 


2 kN 


0) 
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EJEMPLO 


La flecha que se muestra en la figura 1-11 a esta sostenida por una 
chumacera de empuje en A y una chumacera lisa en B. Trace los 
diagramas de fuerza cortante y de momento flexionante. 


120 lb /pie 



Fig. 7-17 

SOLUCION 

En la figura 7-176 se muestran las reacciones en los soportes. 

Diagrama de fuerza cortante. Como se muestra en la figura 
7-17c, la fuerza cortante en % = 0 es +240. Con la pendiente definida 
por la carga se construye el diagrama de fuerza cortante, donde en B 
su valor es -480 lb. Como la fuerza cortante cambia de signo, debe 
localizarse el punto donde V = 0, para esto usaremos el metodo de 
secciones. El diagrama de cuerpo libre del segmento izquierdo del 
eje, seccionado en una position arbitraria x dentro de la region 0 < x 
< 9 pies, se muestra en la figura 7-17e. Observe que la intensidad de 
la carga distribuida en x es w = lOx, la cual se encontro por triangu- 
los proporcionales, es decir, 120/12 = w/x. 

Asi, para V = 0, 


+ f2F v = 0; 


240 lb -' 2 (\0x)x = 0 


= 6.93 pies 


Diagrama de momento flexionante. El diagrama de momento 
comienza en 0 ya que no hay momento en A , despues se constru¬ 
ye con base en la pendiente que se determino en el diagrama de 
fuerza cortante. El momento flexionante maximo ocurre enx = 6.93 
pies, donde la fuerza cortante es igual a cero, ya que dM/dx = V = 0, 
figura 7-17e, 


C+2M = 0; 


^max + 2 [(10)(6.93)] 6.93 (I (6.93))—240(6.93) = 0 


A/max = 1109 lb - pie 


Por ultimo, observe que la integracion, primero de la carga w que es 
lineal, produce un diagrama de fuerza cortante que es parabolico, y 
despues un diagrama de momento que es cubico. 


120 lb /pie 



^ [10 x] x 



M 


(e) 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F7-13. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento flexionante para la viga. 


F7-16. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento flexionante para la viga. 



F7-13 


6 kN/m 6 kN/m 





fo\ 


A 

B 

|—1.5 m — 

-1.5m- 

|*-3 m-- 


F7-16 


F7-14. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo- F7-17. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
menta flexionante para la viga. mento flexionante para la viga. 




F7-14 



F7-15. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo- F7-18. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
menta flexionante para la viga. mento flexionante para la viga. 


12 kip 


61 

> 

, r 

dp 

f y 

h r 

f 

h 



L-6 pies-- 

--6 pies-- 

--6 pies-J 



F7-15 


F7-18 
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PROBLEMAS 


•7-65. La flecha esta soportada por una chumacera de *7-68. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo- 

empuje en A y una chumacera lisa en B. Trace los diagra- mento flexionante para la viga simplemente apoyada. 

mas de fuerza cortante y de momento flexionante para la 
flecha. 


600 lb 


400 lb 


300 lb 




300 

\ y \ 


-2 pies— 4—2 pies-^- 2 pies^4^2 pies- 


4kN 



Prob. 7-65 


Prob. 7-68 


7-66. Trace los diagramas de fuerza cortante y de momen- *7-69. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo- 

to flexionante para la viga con doble voladizo. mento flexionante para la viga simplemente apoyada. 


10 kN 



Prob. 7-66 


Prob. 7-69 


7-67. Trace los diagramas de fuerza cortante y de momen- 7-70. Trace los diagramas de fuerza cortante y de momen¬ 
to flexionante para la viga con voladizo. to flexionante para la viga. El soporte en A no ofrece resis- 

tencia a la carga vertical. 


18 kN P P 



3 T 3 3 


Prob. 7-67 


Prob. 7-70 
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7-71. Trace los diagramas de fuerza cortante y de momen- 7-74. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo- 

to flexionante para la flecha de torno que esta sometida a mento flexionante para la viga. 

las cargas que se ilustran. La chumacera en A es una chu- 
macera lisa y en B es una chumacera de empuje. 



Prob. 7-71 


8 kN 8 kN 



15 kN/m 



-1 m 


-0.75 rm 


-1 m 


0.25 m 


1 m-- 


Prob. 7-74 


*7-72. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo- 7-75. La flecha esta soportada por una chumacera de 
mento flexionante para la viga. empuje en A y una chumacera lisa en B. Trace los diagra¬ 

mas de fuerza cortante y de momento flexionante para la 
flecha. 


10 kN 



3 kN/m 


-6 m- 

Prob. 7-72 


500 N 


300 N/m 


1 


u 

A fl 

-——— 


1 1 

\A 

B 

lk~ - 

-1 

i - 


[ -i§.5 i 


-1.5 m- 


Prob. 7-75 


•7-73. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo- *7-76. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento flexionante para la flecha. El soporte en A es una mento flexionante para la viga. 

chumacera de empuje y en B es una chumacera lisa. 


10 kN 


4 kN 


2 kN/m 


0.8 m- 




0.2 m 1 



Prob. 7-73 


Prob. 7-76 
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•7-77. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo- *7-80. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento flexionante para la flecha. El soporte en A es una mento flexionante para la viga simplemente apoyada. 

chumacera lisa y en B es una chumacera de empuje. 



Prob. 7-77 


Prob. 7-80 


7-78. La viga consta de dos segmentos conectados me- *7-81. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo- 

diante un pasador en B. Trace los diagramas de fuerza cor- mento flexionante para la viga. 

tante y de momento flexionante para la viga. 



700 lb 

JL 


150 lb/pie 



B 


■^nSOO lb • pie 

Dc 


8 pies 


4 pies 


6 pies 


Prob. 7-78 


2000 lb 




7-79. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo- 7-82. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento flexionante para la viga en voladizo. mento flexionante para la viga. 




Prob. 7-79 


Prob. 7-82 
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7-83. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento flexionante para la viga. 


7-86. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento flexionante para la viga compuesta. 


8 kN/m 



Prob. 7-83 



Prob. 7-86 


*7-84. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento flexionante para la viga. 


7-87. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento flexionante para la flecha. Los soportes en A y B 
son chumaceras lisas. 


20 kN 


40 kN/m 



E 


~sx 


0 


Prob. 7-84 


3 m- 


150 kN • m 


2 kN/m 



•7-85. La viga fallara cuando el momento flexionante 
maximo sea M mdx = 30 kip • pie o la fuerza cortante ma¬ 
xima sea L mdx = 8 kip. Determine la intensidad w mas 
grande de la carga distribuida que soportara la viga. 


*7-88. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento flexionante para la viga. 



5 kip /pie 



Prob. 7-85 


Prob. 7-88 
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*7.4 Cables 

Los cables y las cadenas flexibles combinan resistencia con ligereza y se 
usan con frecuencia en las estructuras para soportar y transmitir cargas de 
un elemento a otro. Cuando se utilizan para sostener puentes colgantes y 
ruedas de cargadores, los cables constituyen el elemento principal de carga 
de la estructura. En el analisis de fuerzas de tales sistemas, el peso del cable 
puede pasarse por alto porque suele ser pequeno en comparacion con la 
carga que lleva. Por otra parte, cuando los cables se usan como lmeas de 
transmision y retenidas para antenas de radio y gruas, el peso del cable 
puede llegar a ser importante y debe incluirse en el analisis estructural. 

En el analisis que se presenta a continuation se consideraran tres 
casos. En cada uno de ellos supondremos que el cable es perfectamente 
flexible e inextensible. Debido a su flexibilidad, el cable no ofrece resis¬ 
tencia a la flexion y, por lo tanto, la fuerza de tension que actua en el es 
siempre tangente en puntos localizados a lo largo de su extension. Por 
ser inextensible, el cable tiene una longitud constante antes y despues 
de aplicarse la carga. Como resultado, una vez aplicada la carga, la geo- 
metria del cable permanece fija, y el cable o segmento de este pueden 
tr at arse como un cuerpo rigido. 

Cables sometidos a cargas concentradas. Cuando un 
cable cuyo peso se puede ignorar soporta varias cargas concentradas, 
el cable toma la forma de varios segmentos de linea recta, cada uno de 
los cuales esta sometido a una fuerza de tension constante. Por ejem- 
plo, considere el cable de la figura 7-18, donde las distancias h , L l9 L 2 y 
L 3 , y las cargas F 1 y P 2 son conocidas. Aqui, el problema es determinar 
las nueve incognitas consistentes en la tension en cada uno de los tres 
segmentos, las cuatro componentes de reaction en A y B, y las dos 
flechas y c y y D en los puntos Cy D. Para la solucion podemos escribir 
dos ecuaciones de equilibrio de fuerzas en cada uno de los puntos A , 
B, C y D. Esto resulta en un total de ocho ecuaciones* Para completar 
la solucion, sera necesario saber algo sobre la geometria del cable para 
obtener la novena ecuacion necesaria. Por ejemplo, si la longitud total 
L del cable esta especificada, entonces se puede usar el teorema de 
Pitagoras para relacionar cada una de las tres longitudes de segmento, 
escritas en terminos de h, y c , y D , L h L 2 y L 3 , con la longitud total L. 
Por desgracia, este tipo de problemas no puede resolverse facilmen- 
te de forma manual. Sin embargo, otra posibilidad es especificar una 
de las flechas, y c o y D > en vez de la longitud del cable. A1 hacer esto, 
entonces las ecuaciones de equilibrio son suficientes para obtener las 
fuerzas desconocidas y la flecha restante. Una vez obtenida la flecha en 
cada punto de carga, la longitud del cable puede determinarse median- 
te trigonometria. El siguiente ejemplo ilustra un procedimiento util 
para efectuar el analisis de equilibrio para un problema de este tipo. 



Cada uno de los segmentos de cable 
permanece casi recto cuando soporta 
el peso de estos semaforos. 



Li ^ L 2 L 3 - 

Fig. 7-18 


*Como se mostrara en el siguiente ejemplo, las ocho ecuaciones de equilibrio pueden 
escribirse tambien para todo el cable, o cualquier parte de el. Pero no estan disponibles 
mas de ocho ecuaciones. 
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EJEMPLO 




Fig. 7-19 


Determine la tension en cada segmento del cable de la figura l-19a. 




SOLUCI6N 

Por inspeccion, hay cuatro reacciones externas desconocidas (A x , 
A y , E x y E y ) y cuatro tensiones desconocidas en el cable, una en 
cada segmento. Esas ocho incognitas junto con las dos flechas des¬ 
conocidas y B y y D pueden determinarse a partir de diez ecuaciones 
de equilibrio disponibles. Un metodo consiste en aplicar las ecua¬ 
ciones de equilibrio de fuerzas (2F X = 0, 2 F y = 0) a cada uno de 
los cinco puntos, de A a E. Sin embargo, aqui usaremos un enfoque 
mas directo. 

Considere el diagrama de cuerpo libre para todo el cable, figura 
7-19 b. Entonces, 


^ SF, = 0; 

C + 2M £ = 0; 


-A x + E x — 0 


-A y ( 18 m) + 4 kN (15 m) + 15 kN (10 m) + 3 kN (2 m) = 0 

A y = 12 kN 

12 kN - 4 kN - 15 kN - 3 kN + E v = 0 


+ tSF v = 0; 


E y = 10 kN 


Como la flccha v'c = 12 m es conocida, consideraremos ahora la section 
ubicada mas a la izquierda, la cual corta el cable BC, figura 7-19c. 

C +2M C = 0; v4*(12 m) - 12 kN (8 m) + 4 kN (5 m) = 0 

A x = E x = 6.33 kN 

^ 2F* = 0; T bc cos 0 bc ~ 6.33 kN = 0 

+ T 2Fy = 0; 12 kN - 4 kN - T BC sen d BC = 0 

Asi, 

Obc = 51.6° 

T BC = 10.2 kN Resp. 
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12 kN 



(d) 



10 kN 



T ED 

(f) 


A1 proceder ahora al analisis del equilibrio de los puntos A, C y E 
en secuencia, tenemos 

Punto A (Figura l-19d). 

-4* SF X = 0; T ab cos - 6.33 kN = 0 

+12 F y = 0; ~T ab sen 0 AB + 12 kN = 0 

®ab = 62.2° 

Tab = 13.6 kN 


Punto C (Figura 7-19e). 

EF X = 0; T cd cos 6 C d ~ 10-2 cos 51.6° kN = 0 

+1= 0; F CZ) sen 0 CZ) + 10.2 sen 51.6° kN - 15 kN = 0 

0 CD = 47.9° 

Tcd = 9 .44 kN Resp. 


Punto E (Figura 7-19/). 

2F X = 0; 6.33 kN - T ED cos 0 ED = 0 

+ T ^F y = 0; 10 kN — T ED sen 0 EE> = 0 

0 E d = 57.7° 

T E d = 11.8 kN Resp . 


NOTA: por comparacion, vemos que la tension maxima en el cable 
esta en el segmento AB ya que este segmento tiene la pendiente (0) 
mas grande, y se requiere que para cualquier segmento de cable 
la componente horizontal T cos 6 = A x = E x (una constante). 
Ademas, como se han determinado los angulos de pendiente que 
forman los segmentos del cable con la horizontal, es posible encon- 
trar las flechas y B y y D , figura 7-19*2, por trigonometria. 


6.33 kN 
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El cable y los tirantes se usan para so- 
portar la carga uniforme de una tuberia 
de gas que cruza el rfo. 



Fig. 7-20 

Cable sometido a una carga distribuida. Consideremos 
ahora el cable sin peso que se muestra en la figura 7-20 a, el cual esta 
sometido a una carga distribuida w = w(x) que se mide en la direccion 
x. En la figura 7-20& se muestra el diagrama de cuerpo libre de un 
pequeno segmento del cable con una longitud As. Como la fuerza de 
tension cambia tanto en magnitud como en direccion a traves de la 
longitud del cable, denotaremos este cambio en el diagrama de cuer¬ 
po libre mediante AT. Por ultimo, la carga distribuida se representa 
mediante su fuerza resultante w(x)(Ax), la cual actua a una distancia 
fraccional k{Ax) desde el punto O , donde 0 < k < 1. A1 aplicar las 
ecuaciones de equilibrio, tenemos 


^ 2F* = 0; 
+ T2F y = 0; 
C+2M 0 = 0; 


—T cos 6 + (T + AT) cos (6 + Ad) = 0 
—TsenO — w(x)( Ax) + (T + AT) sen (0 + Ad) = 0 
w(x)(Ax)k(Ax) - T cos 6 Ay + T sen# Ax = 0 


A1 dividir cada una de esas ecuaciones entre Ax y tomar el limite cuan- 


do Ax 0 y, por lo tanto, Ay —> 0, A# 0 y AT 

0, obtenemos 

d(T cos d) 
dx =° 

(7-7) 

d(T sen d) 

dx - -M - o 

(7-8) 

dy 

= tan 6 
dx 

(7-9) 



































7.4 Cables 


369 



Si integramos la ecuacion 7-7, tenemos 


T cos 6 = constante = F H (7-10) 


donde F H representa la componente horizontal de la fuerza de tension 
en cualquier punto a lo largo del cable. 

A1 integrar la ecuacion 7-8 resulta 


T sen 0 



(7-11) 


A1 dividir la ecuacion 7-11 entre la ecuacion 7-10 se elimina T. Luego, 
con la ecuacion 7-9, podemos obtener la pendiente del cable. 



Esta ecuacion se usa para determinar la curva para el cable, y = f(x). La 
componente horizontal de fuerza F h y las dos constantes adicionales, 
digamos Q y C 2 , que resultan de la integration se determinan al aplicar 
las condiciones de frontera para la curva. 


Los cables del puente colgante ejercen 
fuerzas muy grandes sobre la torre y el blo- 
que de cimiento, las cuales deben tomarse 
en cuenta para el diseno. 
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EJEMPLO 


El cable de un puente colgante soporta la mitad de la superficie uni¬ 
forme del camino entre las dos columnas ubicadas en A y B, figura 
7-21 a. Si esta carga distribuida es w 0 , determine la fuerza maxima 
desarrollada en el cable y la longitud requerida de este. La longitud 
del claro L y la flecha h son conocidas. 



(a) 

Fig. 7-21 


SOLUCION 

Podemos determinar las incognitas en el problema si encontramos 
primero la curva que define la forma del cable mediante la ecuacion 
7-12. Por razones de simetria, el origen de coordenadas se coloco en 
el centro del cable. Si se observa que w(x) = w 0 , tenemos 


y = Y H j\ j w ° dx ) dx 

A1 realizar las dos integraciones resulta 


_1 

Fh 


^ l w o x . r r 

y - + c i x + Q 


(i) 


Las constantes de integracion pueden determinarse por las condi- 
ciones de frontera y = 0enx = 0y dy/dx = 0 en x = 0. Sustituir en 
la ecuacion 1 y su derivada resulta C 1 = C 2 = 0. Entonces la ecuacion 
de la curva se convierte en 


W 0 2 
-x z 


2 F 


H 


(2) 
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Esta es la ecuacion de una parabola. La constante E# puede obtener- 
se al aplicar la condition de frontera y = h enx = L/2. Asi, 


F h = 


Wop 

8 h 


Por lo tanto, la ecuacion 2 se convierte en 


(3) 



(4) 


Como se conoce a F Ih la tension en el cable puede determinarse 
ahora con la ecuacion 7-10, escrita como T = F H /cos 6. Para 0 < 0 < 
77 / 2 , la tension maxima ocurrira cuando 6 este al maximo , es decir, en 
el punto B , figura l-21a. A partir de la ecuacion 2, la pendiente en este 
punto es 


dy 

dx 


Wq 

= tan e mAx = — x 

x=L/2 r H 


x=L/2 


o bien 


Por lo tanto, 


^max tcil! 


\2F 


H 


T = — H 

mdx “ cos(0 m , x ) 


(5) 

( 6 ) 


Con la relation triangular que se muestra en la figura 7-21/), que se 
basa en la ecuacion 5, la ecuacion 6 puede escribirse como 

V4 Jl + u^L 2 

^max 0 


Al sustituir la ecuacion 3 en la ecuacion anterior resulta 


T ' = 

± max 



Resp. 


Para un segmento diferencial del cable con longitud ds, podemos 
escribir 


ds = V \dx) 2 + {dy) 2 




dx 



w 0 L 


2 F h 
(b) 


Por tanto, la longitud total del cable puede determinarse por inte¬ 
gration. Si usamos la ecuacion 4, tenemos 


X = 



Por integration resulta 



4/A2 

L 


L ,-i 

+ — senh 
4 h 



(7) 


Resp . 




















372 


Capitulo 7 Fuerzas intern as 



Fig. 7-22 



Cable sometido a su propio peso. Cuando el peso de un 
cable se vuelve importante en el analisis de fuerzas, la funcion de carga 
a lo largo del cable sera una funcion de la longitud de arco s en vez 
de la longitud proyectada x. Para analizar este problema considerare- 
mos una funcion de carga generalizada w = w(s) que actua a lo largo 
del cable como se muestra en la figura 7-22 a. El diagrama de cuer- 
po libre para un segmento pequeno del cable se muestra en la figura 
1-22b. A1 aplicar las ecuaciones de equilibrio al sistema de fuerzas que 
se encuentra en este diagrama, se obtienen relaciones identicas a las 
dadas por las ecuaciones 7-7 a 7-9, pero con ds que reemplaza a dx. Por 
lo tanto, podemos demostrar que 


T cos 6 = F } 


H 


dy 

dx 


/■ 

J_ 

F h 


(s) ds 

(7-13) 

/ w(s) ds 

(7-14) 


Para realizar una integracion directa de la ecuacion 7-14, es necesario 
reemplazar dy/dx por ds/dx. Puesto que 


ds = \/ dx 2 + dy 1 



- 1 


entonces, 


dy 

dx 


2 
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Por lo tanto, 


ds 

dx 



w(s) ds 


211/2 


Si se separan las variables y se integran resulta 


f ds 

J 

i+ MJ w(s)ds ). 

1/2 


(7-15) 


Las dos constantes de integracion, digamos C 1 y C 2 , se encuentran 
mediante las condiciones de frontera para la curva. 




Las torres de transmision electrica deben 
estar disenadas para soportar los pesos de 
los cables suspendidos. El peso y la longitud 
de los cables se pueden determinar ya que 
cada uno forma una curva catenaria. 
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EJEMPLO 



Fig. 7-23 


Determine la curva de deflexion, la longitud y la tension maxima en 
el cable uniforme que se muestra en la figura 7-23. El cable tiene un 
peso por unidad de longitud de w 0 = 5 N/m. 

SOLUCI6N 

Por razones de simetria, el origen de coordenadas se localiza en el 
centro del cable. La curva de deflexion se expresa como y = f(x). 
= 6 m Podemos determinarla si aplicamos primero la ecuacion 7-15, donde 

W(s) = Wq. 

f ds 


1 + (1 /Fh)\ w 0 ds 


1/2 


A1 integrar el termino bajo el signo de integral en el denominador, 
tenemos 


ds 


x = 


[1 + ( 1 / F 2 h )( w 0 s + Q ) 2 ] 1 / 2 


A1 sustituir u = (1 /F H )(w 0 s + Q) de manera que du = (w 0 /F H ) ds, 
resulta una segunda integracion 

F h 

x = -(senh 1 u + C 2 ) 

w 0 

o bien 


x = — { senh 1 
wo 


— (w 0 s + Q) 
l £h 


+ Co 


( 1 ) 


Para evaluar las constantes observe que, a partir de la ecuacion 
7-14, 

dy 1 [ A dy 1 / , ^ \ 

-JZ = J ^0 ds ° ~^: = + c i) 


dx 


dx 


H 


Como dy/dx = 0 en s = 0, entonces C\ = 0. Asi, 

dy w 0 s 
dx F h 


( 2 ) 


La constante C 2 puede evaluarse con la condicion 5 1 = 0 en x = 0 de 
acuerdo con la ecuacion 1, en cuyo caso C 2 = 0. Para obtener la curva 
de deflexion, despeje s de la ecuacion 1, con lo cual se obtiene 


Fh w o 
s = —senh —~x 
w 0 \F h 

Ahora sustituya en la ecuacion 2, en cuyo caso 

dy f w 0 

— = senh —x 
dx \ Ffj 


( 3 ) 
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Por consiguiente, 


y = 


—^-cosh 
w 0 



+ Q 


Si se aplica la condicion de frontera y = 0 en x = 0, la constante 
C 3 = —F h /wq, y entonces la curva de deflexion se convierte en 



cosh 




( 4 ) 


Esta ecuacion define la forma de una curva catenaria. La constante 
F h se obtiene por la condicion de frontera y = h en x = L/2, en cuyo 
caso 



w 0 


cosh I 


WqL \ _ 
2F h ) 


( 5 ) 


Como w 0 = 5 N/m, h = 6 m y L = 20 m, las ecuaciones 4 y 5 se 
convierten en 


r H 


6 m = 


5 N/m 

F h 


cosh 


5 N/m . 


cosh 


5 N/m 

F h ' 

50 N 

F h 


- 1 


( 6 ) 


( 7 ) 


F h se puede despejar de la ecuacion 7 por un procedimiento de prue- 
ba y error. El resultado es 

F h = 45.9 N 


y, por lo tanto, la curva de deflexion, ecuacion 6, resulta ser 

y = 9.19[cosh(0.109v) - 1] m Resp. 

Mediante la ecuacion 3 con x = 10 m, la mitad de la longitud del 
cable es 


2 

2 


45.9 N 
5 N/m 


senh 


”5 N/m 
45.9 N 


(10 m) 


12.1m 


Por consiguiente, 

= 24.2 m Resp. 

Como T = F h / cos 6 , la tension maxima ocurre cuando 6 es maxi- 
mo, es decir, en s = ££/2 = 12.1 m. Con la ecuacion 2 se obtiene 

5 N/m(12.1 m) 

— tan $ m a X 

v 12.1 m 


dy 

dx 


45.9 N 


= 1.32 


0 mix = 52.8° 


Y entonces, 


T ' = 

1 m o v 


r H 


cos 6 n 


45.9 N 
cos 52.8° 


= 75.9 N 


Resp. 
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PROBLEMAS 


En los siguientes problemas ignore el peso del cable, a menos 
que se especifique lo contrario. 

•7-89. Determine la tension en cada segmento del cable 
y la longitud total del cable. Considere P = 80 lb. 

7-90. Si cada segmento del cable puede soportar una ten¬ 
sion maxima de 75 lb, determine la carga P mas grande 
que puede aplicarse. 



7-91. Los segmentos del cable soportan la carga que se 
muestra. Determine la distancia horizontal x B desde la 
fuerza en B hasta el punto A. Considere P = 40 lb. 

*7-92. Los segmentos del cable soportan la carga que se 
muestra. Determine la magnitud de la fuerza horizontal P 
de manera que x B = 6 pies. 



•7-93. Determine la fuerza P necesaria para mantener el 
cable en la posicion que se muestra, es decir, de modo que 
el segmento BC permanezca horizontal. Ademas, calcule 
la flecha y B y la tension maxima en el cable. 



7-94. El cable ABCD soporta la lampara E de 10 kg y la 
lampara F de 15 kg. Determine la tension maxima en el 
cable y la flecha y B del punto B. 



Prob. 7-94 
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7-95. El cable soporta las tres cargas que se mues- 
tran. Determine las flechas y B y y D de los puntos B y D. 
Considere P 1 = 400 lb, P 2 = 250 lb. 

*7-96. El cable soporta las tres cargas que se muestran. 
Determine la magnitud de ?! si P 2 = 300 lb y y B = 8 pies. 
Tambien encuentre la flecha y D . 



•7-97. El cable soporta la carga que se muestra. Deter¬ 
mine la distancia horizontal x B medida desde el punto A a 
que actua la fuerza en el punto B. Considere P = 40 lb. 

7-98. El cable soporta la carga que se muestra. Deter¬ 
mine la magnitud de la fuerza horizontal P de modo que 
x B = 6 pies. 



7-99. Determine la maxima carga uniforme distribuida 
w 0 N/m que puede soportar el cable si es capaz de sostener 
una tension maxima de 60 kN. 



Prob. 7-99 


*7-100. El cable soporta la carga uniforme distribuida de 
w 0 = 600 lb/pie. Determine la tension en el cable en cada 
soporte Ay B. 

•7-101. Determine la maxima carga uniforme distribuida 
w 0 que puede soportar el cable, si la tension maxima que 
puede sostener es de 4000 lb. 



Probs. 7-97/98 


Prob. 7-101 
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7-102. El cable esta sometido a la carga triangular. Si 
la pendiente del cable en el punto O es cero, determine la 
ecuacion de la curva y = f(x) que define la forma OB del 
cable, y la tension maxima desarrollada en este. 


y 



Prob. 7-102 


*7-104. La plataforma del puente tiene un peso por uni- 
dad de longitud de 80 kN/m. Esta sostenida en cada lado 
por un cable. Determine la tension en cada cable en los 
pilotes Ay B. 

•7-105. Si cada uno de los dos cables laterales que sopor- 
tan la plataforma del cable puede sostener una tension 
maxima de 50 MN, determine la carga uniforme distribui- 
da disponible w 0 causada por el peso de la plataforma. 



Probs. 7-104/105 



7-103. Si los cilindros C y D pesan 900 lb cada uno, deter¬ 
mine la flecha maxima h y la longitud del cable entre las 
poleas lisas enAyB. La viga tiene un peso por unidad de 
longitud de 100 lb/pie. 


7-106. Si la pendiente del cable en el soporte A es de 10°, 
determine la curva de deflexion y = f(x) del cable y la ten¬ 
sion maxima desarrollada en el cable. 



12 pies 



Prob. 7-103 


Prob. 7-106 
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7-107. Si h = 5 m, determine la tension maxima desarro- 
llada en la cadena y su longitud. La cadena tiene una masa 
por unidad de longitud de 8 kg/m. 



*7-108. Un cable que tiene un peso por unidad de lon¬ 
gitud de 5 lb/pie se suspende entre los soportes A y B. 
Determine la ecuacion de la curva catenaria del cable y la 
longitud del cable. 



•7-109. Si el cable de 42 m de longitud tiene una masa 
por unidad de longitud de 5 kg/m, determine la ecuacion 
de la curva catenaria del cable y la tension maxima desa- 
rrollada en este. 



7-110. Demuestre que la curva de deflexion del cable 
analizado en el ejemplo 7-13 se reduce a la ecuacion 4 
del ejemplo 7-12 cuando la funcion coseno hiperbolico se 
expande en terminos de una serie y solo se retienen los 
dos primeros terminos. (La respuesta indica que la catena¬ 
ria puede reemplazarse por una parabola en la resolucion 
de problemas donde la flecha es pequena. En este caso, se 
supone que el peso del cable esta distribuido de manera 
uniforme a lo largo de la horizontal). 


7-111. El cable tiene una masa por unidad de longitud de 
10 kg/m. Determine la longitud total L mas corta del cable 
que puede suspenderse en equilibrio. 


8 m 



*7-112. El cable de transmision electrica tiene un peso 
por unidad de longitud de 15 lb/pie. Si el punto mas bajo 
del cable debe estar al menos 90 pies sobre el suelo, deter¬ 
mine la tension maxima desarrollada en el cable y la longi¬ 
tud del cable entre Ay B. 



•7-113. Si la fuerza de remolque horizontal es T = 20 kN 
y la cadena tiene una masa por unidad de longitud de 
15 kg/m, determine la flecha maxima h. Pase por alto el 
efecto de flotation del agua sobre la cadena. Los barcos 
son estacionarios. 


40 m 



Prob. 7-113 
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REPASO DEL CAPITULO 


Cargas internas 

Si un sistema coplanar de fuerzas actua 
sobre un elemento, entonces en general 
actuaran una juerza normal interna N, una 
fuerza cortante V y un momento flexionante 
M que resultan en cualquier seccion trans¬ 
versal a lo largo del elemento. En la figura 
se muestran las direcciones positivas de 
estas cargas. 


Fuerza normal 


Fuerza cortante - 


—)—► N 

' M 


Momento flexionante 


(a) 


La fuerza normal interna, la fuerza cortan¬ 
te y el momento flexionante que resultan 
se determinan por el metodo de secciones. 
Para encontrarlas, el elemento se secciona 
en el punto C donde se debe determinar la 
carga interna. Luego se traza un diagrama 
de cuerpo libre de una de las partes seccio- 
nadas y las cargas internas se muestran en 
sus direcciones positivas. 


La fuerza normal se determina al sumar las 
fuerzas normales a la seccion transversal. 
La fuerza cortante que resulta se encuentra 
al sumar las fuerzas tangentes a la seccion 
transversal, y el momento flexionante se 
encuentra por la suma de momentos con 
respecto al centro geometrico o centroide 
del area de la seccion transversal. 


ZF X = 0 
= 0 
2M C = 0 


Si el elemento esta sometido a una carga 
tridimensional, entonces, en general, un 
momento de torsion tambien actuara sobre 
la seccion transversal. Esta carga se puede 
determinar por la suma de momentos con 
respecto a un eje perpendicular a la seccion 
transversal que pasa por su centroide. 
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Diagramas de fuerza cortante y de momento 
flexionante 

Para construir los diagramas de fuerza 
cortante y de momento flexionante para 
un elemento, es necesario seccionar el ele- 
mento en un punto arbitrario, localizado a 
una distancia x del extremo izquierdo. 


Si la carga externa consta de cambios en 
la carga distribuida, o sobre el elemento 
actua una serie de cargas concentradas y 
momentos de par, entonces deben deter- 
minarse diferentes expresiones para V y 
M dentro de las regiones entre cualesquier 
discontinuidades de carga. 


La fuerza cortante y el momento de par 
desconocidos se indican sobre la seccion 
transversal en la direction positiva de 
acuerdo con la convention de signos esta- 
blecida, y despues se determinan la fuerza 
cortante interna y el momento flexionan¬ 
te como funciones de x. 


Entonces se grafica cada una de las funcio¬ 
nes de la fuerza cortante y del momento 
flexionante para crear los diagramas de 
fuerza cortante y de momento flexionante. 




Fuerza cortante positiva 


M M 



Momento flexionante positivo 
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Relaciones entre fuerza cortante 
y momento flexionante 

Es posible graficar rapidamente los 
diagramas de fuerza cortante y de 
momento flexionante mediante las rela¬ 
ciones diferenciales que existen entre la 
carga distribuida wyVyM. 


La pendiente del diagrama de fuerza 
cortante es igual a la carga distribuida en 
cualquier punto. La pendiente es positiva 
si la carga distribuida actua hacia arriba 
y viceversa. 


La pendiente del diagrama de momento 
flexionante es igual a la fuerza cortan¬ 
te en cualquier punto. La pendiente es 
positiva si la fuerza cortante es positiva 
o viceversa. 


El cambio en la fuerza cortante entre cual- 
quiera de dos puntos es igual al area bajo 
la carga distribuida entre los puntos. 


dV_ 

dx 


w 


dM 

dx 


V 


AV = 


/ 


w dx 


AM = V dx 


El cambio en el momento flexionante es 
igual al area bajo el diagrama de fuerza 
cortante entre los puntos. 


Cables 

Cuando un cable flexible e inextensi- 
ble esta sometido a una serie de fuerzas 
concentradas, el analisis puede realizarse 
mediante las ecuaciones de equilibrio apli- 
cadas a los diagramas de cuerpo libre de 
segmentos, o bien, de puntos de aplicacion 
de la carga. 



Si deben considerarse cargas distribuidas 
externas o el peso del cable, entonces las 
fuerzas y la forma del cable deben deter- 
minarse al analizar primero las fuerzas 
sobre un segmento diferencial del cable 
e integrar despues este resultado. Las dos 
constantes, digamos C 1 y C 2 , resultantes de 
la integracion se determinan al aplicar las 
condiciones de frontera para el cable. 



w(x) dx 


dx 


Carga distribuida 





211/2 


Peso del cable 
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PROBLEMAS DE REPASO 


7-114. Un cable de 100 lb esta unido entre dos puntos 
separados por una distancia de 50 pies con elevaciones 
iguales. Si la tension maxima desarrollada en el cable es de 
75 lb, determine la longitud del cable y la flecha. 

7-115. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
menta flexionante para la viga CD. 



•7-117. Determine la fuerza normal interna, la fuerza cor¬ 
tante y el momento flexionante en los puntos D y E del 
bastidor. 


0.25 m 



Prob. 7-115 


Prob. 7-117 


*7-116. Determine la fuerza normal interna, la fuerza cor¬ 
tante y el momento flexionante en los puntos B y C de la 
viga. 



7-118. Determine la distancia a entre los soportes en ter- 
minos de la longitud L de la viga de manera que el momen¬ 
to flexionante en la viga simetrica sea cero en el centro de 
la viga. 




Prob. 7-116 


Prob. 7-118 
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7-119. Una cadena esta suspendida entre puntos con la 
misma elevation y separados por una distancia de 60 pies. 
Si la cadena tiene un peso por unidad de longitud de 
0.5 lb/pie y la flecha es de 3 pies, determine la tension maxi¬ 
ma en la cadena. 

*7-120. Trace los diagramas de fuerza cortante y de 
momento flexionante para la viga. 


7-122. La grua movil consiste en una viga de 5 m de largo 
cuya masa uniforme por unidad de longitud es de 20 kg/m. 
La cadena del malacate y su carga soportada ejercen una 
fuerza de 8 kN sobre la viga cuando x = 2 m. Trace los 
diagramas de fuerza cortante y de momento flexionante 
para la viga. Las ruedas de guia en los extremos A y B 
ejercen solo reacciones verticales sobre la viga. Ignore el 
tamano del cargador en C. 



•7-121. Determine la fuerza cortante interna y el momen¬ 
to flexionante en el elemento ABC como una funcion de x, 
donde el origen para x esta en A. 


*7-123. Determine la fuerza normal interna, la fuerza 
cortante y el momento flexionante como una funcion de 
0° < 0 < 180° y 0 < y < 2 pies para el elemento cargado 
como se muestra en la figura. 




Prob. 7-121 


Prob. 7-123 
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*7-124. El yate esta anclado con una cadena cuya lon- 
gitud total es de 40 m y una masa por unidad de longi- 
tud de 18 kg/m; la tension de la cadena en A es de 7 kN. 
Determine la longitud de la cadena I d que descansa en el 
fondo del mar. ^Cual es el valor de la distancia dl Suponga 
que se ignoran los efectos de la flotacion del agua sobre 
la cadena. Sugerencia: establezca el origen del sistema de 
coordenadas en B como se muestra, a fin de determinar la 
longitud BA de la cadena. 



7-126. La viga uniforme pesa 500 lb y se mantiene en 
posicion horizontal por medio del cable AB , el cual tiene 
un peso de 5 lb/pie. Si la pendiente del cable en A es de 
30°, determine la longitud del cable. 



•7-125. Determine la fuerza normal interna, la fuerza 
cortante y el momento flexionante en los puntos D y E 
del bastidor. 


7-127. El globo se mantiene en posicion por una cuerda 
de 400 pies que pesa 0.8 lb/pie y forma un angulo de 60° 
con la horizontal. Si la tension en la cuerda en el punto A 
es de 150 lb, determine la longitud l de la cuerda que esta 
en el suelo y la altura h. Sugerencia: establezca el sistema 
de coordenadas en B como se muestra. 





x 


Prob. 7-125 


Prob. 7-127 











































El diseno efectivo de un sistema de frenos, como el de esta bicicleta, requiere 
una capacidad eficiente del mecanismo para que pueda resistir las fuerzas de 
friccion. En este capitulo estudiaremos la naturaleza de la friccion y mostrare- 
mos como se consideran estas fuerzas de friccion en el analisis y el diseno de 
ingenieria. 


|-riccion 



OBJETIVOS DEL CAPITULO 

• Introducir el concepto de friccion seca y mostrar como se analiza 
el equilibrio de los cuerpos rigidos sujetos a esta fuerza. 

• Presentar aplicaciones especificas del analisis de fuerzas de fric¬ 
cion en cunas, tornillos, bandas y chumaceras. 

• Investigar el concepto de resistencia al rodamiento. 


8.1 Caracterfsticas de la friccion seca 

La friccion es una fuerza que resiste el movimiento de dos superficies 
en contacto que se deslizan relativamente entre si. Esta fuerza actua 
siempre tangencialmente a la superficie en los puntos de contacto y esta 
dirigida en sentido opuesto al movimiento posible o existente entre las 
superficies. 

En este capitulo estudiaremos los efectos de la friccion seca , que en 
ocasiones se denomina friccion de Coulomb ya que sus caracterfsticas 
fueron estudiadas de manera extensa por C. A. Coulomb en 1781. La 
friccion seca ocurre entre las superficies de cuerpos en contacto cuando 
no hay un fluido lubricante.* 



El calor que genera la action abra- 
siva de la friction puede observarse 
cuando se usa esta esmeriladora 
para afilar una hoja metalica. 


*Otro tipo de friccion, llamada friccion fluida, se estudia en la mecanica de fluidos. 
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(b) 


W 



Fuerzas resultantes, 
normal y de friccion 

(d) 


Fig. 8-1 



Teorfa de la friccion seca. La teoria de la friccion seca puede 
explicarse si se consideran los efectos que ocasiona jalar horizontal- 
mente un bloque de peso uniforme W que descansa sobre una super- 
ficie horizontal rugosa que es no rigida o deformable , figura 8-1*2. Sin 
embargo, la parte superior del bloque se puede considerar rigida. 
Como se muestra en el diagrama de cuerpo libre del bloque, figura 
8-1 b, el piso ejerce una distribucion dispar de fuerza normal AN n y de 
fuerza de friccion AF n a lo largo de la superficie de contacto. Por equi- 
librio, las fuerzas normales deben actuar hacia arriba para equilibrar 
el peso W del bloque, y las fuerzas de friccion deben actuar hacia la 
izquierda para evitar que la fuerza aplicada P mueva el bloque hacia 
la derecha. Un examen preciso de las superficies en contacto entre el 
piso y el bloque revela como se desarrollan esas fuerzas de friccion y 
normales, figura 8-lc. Puede verse que existen muchas irregularidades 
microscopicas entre las dos superficies y, como resultado, se desarrollan 
fuerzas reactivas AR„ en cada uno de los puntos de contacto.* Como se 
muestra, cada fuerza reactiva contribuye con una componente de fric¬ 
cion AF„ y con una componente normal AN„. 


Sin importar el peso del rastrillo o la 
pala que se cuelgue, este dispositivo 
se diseno para que el pequeno rodi- 
llo mantenga el mango en equilibrio 
debido a las fuerzas de friccion que se 
desarrollan en los puntos de contacto 
A, B, C. 


EquE ibrio. El efecto de las cargas distribuidas normal y de fric¬ 
cion esta indicado por sus resultantes N y F, las cuales se muestran 
en el diagrama de cuerpo libre, figura 8-1 d. Observe que N actua a 
una distancia r a la derecha de la linea de accion de W, figura 8-1 d. 
Esta ubicacion, que coincide con el centroide o centro geometrico de 
la distribucion de fuerza normal en la figura 8-1 b, es necesaria para 
equilibrar el “efecto de volteo” causado por P. Por ejemplo, si P se 
aplica a una altura h sobre la superficie, figura 8-1 d, entonces el equi¬ 
librio de momento con respecto al punto O se satisface si Wx = Ph o 
x = Ph/W. 


*Ademas de las interacciones mecanicas explicadas aqui, que conforman lo que se 
denomina un enfoque clasico, un tratamiento detallado de la naturaleza de las fuer¬ 
zas de friccion tambien debe incluir los efectos de temperatura, densidad, limpieza y 
atraccion atomica o molecular entre las superficies de contacto. Vea J. Krim, Scientific 
American , octubre de 1996. 
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Movimiento 

inminente 


Movimiento inminente. En los casos donde las superficies 
de contacto son “resbalosas”, la fuerza F de friccion puede no ser lo 
suficientemente grande como para equilibrar a P y, en consecuencia, 
el bloque tendera a resbalar antes que a volcarse. En otras palabras, al 
incrementarse lentamente P, F aumenta de manera correspondiente 
hasta que alcanza un cierto valor maximo F s , llamado fuerza Umite de fric¬ 
cion estatica , figura 8-le. Cuando se alcanza este valor, el bloque esta en 
equilibrio inestable ya que cualquier incremento adicional en P ocasiona- 
ra que el bloque se mueva. De manera experimental, se ha determinado 
que la fuerza limite de friccion estatica F s es directamente proporcional a 
la fuerza normal resultante N. Expresado en forma matematica, 


F s = p, s N 


(8-1) 


donde la constante de proporcionalidad, p s se llama coeficiente de fric¬ 
cion estatica. 

Asi, cuando el bloque esta a punto de deslizarse , la fuerza normal N y 
la fuerza de friccion se combinan para crear una resultante R^, figura 
8-le. El angulo <f s que forma K s con N se llama angulo de friccion esta- 
tica. A partir de la figura, 

4> s = tan_1 (^) = tan_1 (^") = tan" 1 fi s 

En la tabla 8-1 se proporcionan los valores tipicos de p s . Observe que 
estos valores pueden variar ya que los ensayos experimentales se hicie- 
ron bajo condiciones variables de rugosidad y limpieza de las superfi¬ 
cies en contacto. Por lo tanto, en las aplicaciones es importante tener 
cuidado y buen juicio al seleccionar un coeficiente de friccion para 
un conjunto dado de condiciones. Cuando se requiere un calculo mas 
preciso de F s el coeficiente de friccion debe determinarse directamente 
por medio de un experimento que implique los dos materiales que se 
van a usar. 


TABLA 8-1 

Valores ti'picos para /x v 

Materiales 

en contacto 

Coeficiente de 
friccion estatica 

(M.v) 

Metal sobre hielo 

0.03-0.05 

Madera sobre 
madera 

0.30-0.70 

Cuero sobre 
madera 

0.20-0.50 

Cuero sobre metal 

0.30-0.60 

Aluminio sobre 
aluminio 

1.10-1.70 
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Fig. 8-2 


Movimiento. Si la magnitud de P que actua sobre el bloque se 
incrementa de manera que resulta mayor que F s , la fuerza de friccion 
en las superficies de contacto cae a un valor menor F k , llamada fuer¬ 
za de friccion cinetica. El bloque comenzara a deslizarse con rapidez 
creciente, figura 8-2 a. Cuando ocurre esto, el bloque se “montara” en 
la parte superior de estos picos en los puntos de contacto, como se mues- 
tra en la figura 8-2 b. El rompimiento continuo de la superficie es el 
mecanismo dominante que crea friccion cinetica. 

Los experimentos con bloques deslizantes indican que la magnitud 
de la fuerza de friccion cinetica es directamente proporcional a la mag¬ 
nitud de la fuerza normal resultante. Esto se puede expresar en forma 
matematica como 


8 


Fk = VkN 


(8-2) 


Aqui la constante de proporcionalidad, p k , se llama coeficiente de fric¬ 
cion cinetica. Los valores tipicos para p k son aproximadamente 25 por 
ciento mas pequehos que los enunciados en la tabla 8-1 para p s . 

Como se muestra en la figura 8-2*3, en este caso, la fuerza resultante 
en la superficie de contacto tiene una linea de action definida por <fi k . 
Este angulo se denomina angulo de friccion cinetica , donde 


4>k = tan L { F 


-if ± -1 

- tan 1 - 1 - 


N 


= tan i± k 


Por comparacion, <f s > f> k . 
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Los efectos anteriores referentes a la friccion pueden resumirse con 
la referencia a la grafica de la figura 8-3, el cual muestra la variation 
de la fuerza de friccion F contra la carga aplicada P. Aqui, la fuerza de 
friccion se clasifica de tres formas diferentes: 


• F es una fuerza de friccion estatica si se mantiene el equilibrio. 

• F es una fuerza de friccion estatica limitante F s , cuando alcanza un 
valor maximo necesario para mantener el equilibrio. 



• F se llama fuerza de friccion cinetica F k cuando ocurre el desliza- 
miento en la superficie de contacto. 


Observe tambien en la grafica que para valores muy grandes de P o 
para velocidades altas, los efectos aerodinamicos causaran que F k asi 
como p k empiecen a disminuir. 


Caracteristicas de la friccion seca. Como resultado de expe- 
rimentos que son pertinentes para el analisis anterior, podemos esta- 
blecer las siguientes reglas aplicables a cuerpos sometidos a friccion 
seca. 


• La fuerza de friccion actua tangencialmente a las superficies de 
contacto en una direction opuesta al movimiento o a la tendencia 
al movimiento de una superficie con respecto a otra. 


• La fuerza de friccion estatica maxima F s que puede desarrollarse 
es independiente del area de contacto, siempre que la presion nor¬ 
mal no sea ni muy baja ni muy grande para deformar o aplastar 
severamente las superficies de contacto de los cuerpos. 

• Por lo general, la fuerza de friccion estatica maxima es mayor que 
la fuerza de friccion cinetica para cualquiera de las dos superficies 
de contacto. Sin embargo, si uno de los cuerpos se esta moviendo a 
velocidad muy baja sobre la superficie de otro cuerpo, F k se vuelve 
aproximadamente igual a F s , es decir, p s ~ p k . 


8 


• Cuando en la superficie de contacto el deslizamiento esta a punto 
de ocurrir , la fuerza de friccion estatica maxima es proporcional a 
la fuerza normal, de manera que F s = p s N. 


• Cuando esta ocurriendo el deslizamiento en la superficie de con¬ 
tacto, la fuerza de friccion cinetica es proporcional a la fuerza nor¬ 
mal, de manera que F k = p k N. 
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8.2 Problemas que implican 
friccion seca 

Si un cuerpo rigido esta en equilibrio cuando se somete a un sistema de fuer- 
zas que incluye el efecto de la friccion, el sistema de fuerzas debe satis- 
facer no solo las ecuaciones de equilibrio sino tambien las leyes que 
gobiernan a las fuerzas de friccion. 



Fig. 8-4 


8 


B 

4 


H B = 0.4 


Tipos de problemas de friccion. En general, hay tres tipos 
de problemas mecanicos que implican la friccion seca. Estos problemas 
pueden clasificarse facilmente una vez que se trazan los diagramas de 
cuerpo libre y que se identifica el numero total de incognitas y se com- 
para con el numero total de ecuaciones de equilibrio disponibles. 


Movimiento inminente no evidente. Los problemas de este 
tipo son estrictamente problemas de equilibrio que requieren que el 
numero total de incognitas sea igual al numero total de ecuaciones de 
equilibrio disponibles. Sin embargo, una vez determinadas las fuerzas 
de friccion por la solucion, sus valores numericos deben revisarse para 
garantizar que satisfacen la desigualdad F < fi s N; de otra manera, ocu- 
rrira el deslizamiento y el cuerpo no permanecera en equilibrio. En la 
figura 8-4*2, se muestra un problema de este tipo. Aqui debemos deter- 
minar las fuerzas de friccion en A y C para verificar si se puede mante- 
ner la posicion de equilibrio del bastidor de dos elementos. Si las barras 
son uniformes y tienen pesos conocidos de 100 N cada una, entonces los 
diagramas de cuerpo libre son como se muestra en la figura 8-4 b. Se tie¬ 
nen seis componentes de fuerza que pueden determinarse estrictamente 
a partir de las seis ecuaciones de equilibrio (tres para cada elemento). 
Una vez que se determinan F A , N A , F c y N c , las barras permaneceran 
en equilibrio si se cumple que F A < 0.3A^ y F c < 0.5 N c . 



Ba = 0.3 

(a) 



(b) 

Fig. 8-5 


Movimiento inminente en todos los puntos de contacto. En 

este caso, el numero total de incognitas sera igual al numero total de 
ecuaciones disponibles mas el numero total de ecuaciones de friccion, 
F = /jlN. Cuando el movimiento es inminente en los puntos de contac¬ 
to, entonces F s = j± s N\ mientras que si el cuerpo se desliza , entonces 
F k = fi k N. Por ejemplo, considere el problema de encontrar el angulo 6 
mas pequeno bajo el cual la barra de 100 N que se muestra en la figura 
8-5*2 puede recargarse contra la pared sin que se deslice. El diagrama 
de cuerpo libre se muestra en la figura 8-5 b. Aqui las cinco incognitas 
se determinan a partir de las tres ecuaciones de equilibrio y de las dos 
ecuaciones de friccion que se aplican en ambos puntos de contacto, de 
manera que F A = 0.3A^ y F B = 0AN B . 
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Movimiento inminente en algunos puntos de contacto. Aqui 
el numero de incognitas sera menor que el de ecuaciones de equilibrio 
disponibles, mas el numero total de ecuaciones de friccion o ecuaciones 
condicionales para el volteo. Como resultado, existiran varias posibili- 
dades para que se produzca el movimiento o el movimiento inminente 
y el problema implicara determinar que tipo de movimiento ocurrira 
realmente. Por ejemplo, considere el bastidor de dos elementos que 
se muestra en la figura 8-6^. En este problema queremos determinar 
la fuerza horizontal P necesaria para ocasionar el movimiento. Si cada 
elemento tiene un peso de 100 N, entonces los diagramas de cuerpo 
libre son como se muestran en la figura 8-6/?. Se tienen siete incognitas. 
Para encontrar una solucion unica debemos satisfacer las seis ecuacio¬ 
nes de equilibrio (tres para cada elemento) y solo una de dos posibles 
ecuaciones de friccion estatica. Esto significa que conforme P aumente 
causara deslizamiento en A y ningun deslizamiento en C, de manera que 
F A = 0.3A^4 y Fq — 0.5 N c ; o bien ocurre deslizamiento en C y ningun 
deslizamiento en A, en cuyo caso F c = 0.5N C y F A < 0.3A^. La situacion 
real puede determinarse al calcular P en cada caso y al seleccionar des¬ 
pues el caso para el cual P es mas pequeha. Si en ambos casos se calcula 
el mismo valor para P, lo que en la practica seria altamente improbable, 
entonces el deslizamiento ocurre simultaneamente en ambos puntos; es 
decir, las siete incognitas satisfacen ocho ecuaciones. 



(a) 



Fig. 8-6 



Considere que se empuja el embalaje uniforme con peso W y que descansa sobre una superficie rugosa. Como se muestra en el 
primer diagrama de cuerpo libre, si la magnitud de P es pequena, el embalaje permanecera en equilibrio. Cuando P aumenta, 
el embalaje estara a punto de deslizarse sobre la superficie (F = ijl s N), o si la superficie es muy rugosa (n s grande) entonces la 
fuerza normal resultante se movera a la esquina, x = b/2, como se muestra en el segundo diagrama de cuerpo libre. En este punto 
el embalaje comenzara a volcarse; incluso, podra volcarse mas facilmente si se aplica P a una mayor altura h sobre la superficie, 
o si el ancho b del embalaje es mas pequeno. 
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Ecuaciones de equilibrio contra ecuaciones de friccion. 

Siempre que resolvamos problemas donde la fuerza de friccion F debe 
ser una “fuerza de equilibrio” y satisface la desigualdad F< p s N , pode- 
mos suponer el sentido de la direccion de F en el diagrama de cuerpo 
libre. El sentido correcto se conoce despues de obtener F a partir de 
las ecuaciones de equilibrio. Si F es un escalar negativo, el sentido 
de F es opuesto del que se supuso. Esta conveniencia de suponer el 
sentido de F es posible porque las ecuaciones de equilibrio igualan a 
cero las componentes de los vectores que actuan en la misma direccion. 
Sin embargo, en los casos en que la ecuacion de friccion F = pN se usa 
para resolver un problema, la conveniencia de suponer el sentido de F 
se pierde , como la ecuacion de friccion relaciona solo las magnitudes de 
dos vectores perpendiculares. En consecuencia, siempre que la ecua¬ 
cion de friccion se use para resolver un problema, F debe mostrarse 
actuando con su sentido correcto en el diagrama de cuerpo libre. 


La fuerza vertical P aplicada sobre este 
rollo debe ser lo bastante grande para 
veneer la resistencia de friccion en las 
superficies de contacto A y B a fin de 
causar la rotacion. 


Procedimiento para el analisis 


Los problemas de equilibrio que implican friccion seca pueden 

resolverse con el siguiente procedimiento. 

Diagramas de cuerpo libre. 

• Trace los diagramas de cuerpo libre necesarios, y a menos que 
se indique en el problema que el movimiento es inminente o 
que ocurre deslizamiento, muestre siempre las fuerzas de fric¬ 
cion como incognitas (es decir, no suponga que F = pN). 

• Determine el numero de incognitas y comparelo con el numero 
de ecuaciones de equilibrio disponibles. 

• Si hay mas incognitas que ecuaciones de equilibrio, sera nece- 
sario aplicar la ecuacion de friccion en algunos, si no es que 
en todos, los puntos de contacto para obtener las ecuaciones 
adicionales necesarias para una solucion completa. 

• Si ha de usarse la ecuacion F = pN , sera necesario mostrar 
que F actua en la direccion correcta en el diagrama de cuerpo 
libre. 

Ecuaciones de equilibrio y de friccion. 

• Aplique las ecuaciones de equilibrio y las ecuaciones de fric¬ 
cion necesarias (o ecuaciones condicionales si es posible el vol- 
teo) y despeje las incognitas. 

• Si el problema implica un sistema tridimensional de fuerzas tal 
que resulta dificil obtener las componentes de fuerza o los bra- 
zos de momento necesarios, aplique las ecuaciones de equili¬ 
brio usando vectores cartesianos. 
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EJEMPLO 8.1 


El embalaje uniforme que se muestra en la figura 8-7 a tiene una 
masa de 20 kg. Si una fuerza P = 8 0 N se aplica al embalaje, determi¬ 
ne si este permanece en equilibrio. El coeficiente de friccion estatica 
es fi s = 0.3. 



(a) 

Fig. 8-7 


SOLUCION 

Diagrama de cuerpo libre. Como se muestra en la figura 8-7 b, la 
fuerza normal resultante N c debe actuar a una distancia % de la linea 
central del embalaje para contrarrestar el efecto de volteo causado 
por P. Hay tres incognitas , F, N c y x, que pueden determinarse estric- 
tamente a partir de las tres ecuaciones de equilibrio. 



196.2 N 


P 


Ecuaciones de equilibrio. 


^ ZF X = 0 ; 
+ t2F y = 0; 
C + 2M 0 = 0; 


80 cos 30° N - F = 0 
-80 sen 30° N + N c — 196.2 N = 0 
80 sen 30° N(0.4 m) - 80 cos 30° N(0.2 m) + N c (x) = 0 


(b) 


Al resolver, 


F = 69.3 N 
N c = 236 N 

x = -0.00908 m = -9.08 mm 


Como x es negativa, eso indica que la fuerza normal resultante actua 
(ligeramente) a la izquierda de la lmea central del embalaje. No ocu- 
rrira ningun vuelco, ya que x < 0.4 m. Ademas, la fuerza de friccion 
maxima que se puede desarrollar en la superficie de contacto es 
fmax = pjfc = 0.3(236 N) = 70.8 N. Como F = 69.3 N < 70.8 N, 
el embalaje no se deslizara, aunque estara muy cerca de hacerlo. 
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EJEMPLO 8.2 


Se observa que cuando la caja del camion de volteo se eleva a un 
angulo de 0 = 25°, las maquinas expendedoras comienzan a deslizar- 
se fuera de la caja, figura 8 - 8 * 2 . Determine el coeficiente de friccion 
estatica entre las maquinas y la superficie de la caja del camion. 


SOLUCION 

En la figura 8 - 8 b, se muestra un modelo idealizado de una maqui- 
na expendedora que descansa sobre la caja del camion. Se han 
medido las dimensiones y se ha localizado el centro de gravedad. 
Supondremos que la maquina pesa W. 

Diagrams de cuerpo libre. Como se muestra en la figura 8 - 8 c, 
la dimension x se usa para localizar la posicion de la fuerza normal 
resultante N. Hay cuatro incognitas, N, F, fi s y x. 

Ecuaciones de equilibrio. 

+\2E X = 0; W sen 25° - F = 0 (1) 

F/^F y = 0; N - W cos 25° = 0 (2) 

C +EM 0 = 0 ; -W sen 25°(2.5 pies) + W cos 25°(x) = 0 (3) 

Como el movimiento es inminente en 0 = 25°, con las ecuaciones 1 

y 2 , tenemos 

F s = /l s N ; W sen 25° = fi s {W cos 25°) 

li s = tan 25° = 0.466 Resp. 

El angulo de 6 = 25° se denomina angulo de reposo , y por compa- 
racion, es igual al angulo de friccion estatica, 6 = cj) s . Observe a par- 
tir de los calculos que 6 es independiente del peso de la maquina 
expendedora, por lo que si se conoce 6 se tiene un metodo conve- 
niente para determinar el coeficiente de friccion estatica. 


NOTA: a partir de la ecuacion 3, encontramos x = 1.17 pies. Como 
1.17 pies < 1.5 pies, la maquina expendedora se desliza antes de que 
pueda volcarse, como se observa en la figura 8 -8a. 

(C) 

Fig. 8-8 
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EJEMPLO 8.3 


La escalera uniforme de 10 kg que se muestra en la figura 8-9 a, esta 
recargada contra la pared lisa en B , y el extremo A descansa sobre 
el piano horizontal rugoso cuyo coeficiente de friccion estatica es 
fji s = 0.3. Determine el angulo de inclinacion 6 y la reaccion normal 
en B si la escalera esta a punto de deslizarse. 




Fig. 8-9 

SOLUCION 

Diagrama de cuerpo libre. Como se muestra en el diagrama de 
cuerpo libre, figura 8-9 b, la fuerza de friccion F A debe actuar hacia la 
derecha ya que el movimiento inminente en A es hacia la izquierda. 


Ecuaciones de equilibrio y de friccion. Como la escalera esta a 
punto de deslizarse, entonces F A = [i s N A = 0.3N A . Por inspeccion, 
N a se puede obtener directamente. 


-t 2F V = 0; 


N a - 10(9.81) N = 0 


N a = 98.1 N 


Con este resultado, F A = 0.3(98.1 N) = 29.43 N. Ahora se puede 
encontrar N B . 


^ ?F X = 0 ; 


29.43 N - N b = 0 
N b = 29.43 N = 29.4 N 


Resp. 


Por ultimo, el angulo 6 puede determinarse al sumar momentos con 
respecto al punto A. 

C +^M a = 0; (29.43 N)(4 m) sen 0 - [10(9.81) N](2 m) cos 6 = 0 
sen 0 


cos 6 


= tan 0 = 1.6667 


0 = 59.04° = 59.0° 


Resp. 
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EJEMPLO 8.4 


nTTITTTm : 


200 N/m 



(a) 


La viga AB esta sometida a una carga uniforme de 200 N/m y esta 
sostenida en B mediante el poste BC , figura 8-10*2. Si los coeficientes 
de friccion estatica en B y C son p B = 0.2 y p c = 0.5, determine la 
fuerza P necesaria para jalar el poste por debajo de la viga. Ignore 
el peso de los elementos y el espesor de la viga. 

SOLUCI6N 

Diagramas de cuerpo libre. En la figura 8-106, se muestra el 
diagrama de cuerpo libre de la viga. A1 aplicar 2 M A = 0, obtene- 
mos N b = 400 N. Este resultado se muestra en el diagrama de cuer¬ 
po libre del poste, figura 8-10c. Con referencia a este elemento, las 
cuatro incognitas F B , P, F c y N c se determinan a partir de las tres 
ecuaciones de equilibrio y una ecuacion de friccion aplicada en5o 
en C. 


Ecuaciones de equilibrio y friccion. 

■*> 2F X = 0; P- F B - F c = 0 

+ tSF y = 0; N c — 400 N = 0 

C+2M c = 0; —F(0.25 m) + F B (1 m) = 0 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 


(El poste se desliza en B y gira alrededor de C.) Esto requiere 

que F c < n c N c y 



Como F c = 240 N > /x, c iV c = 0.5(400 N) = 200 N, ocurre desli- 
zamiento en C. Por consiguiente, debe estudiarse el otro caso de 
deslizamiento. 



(El poste se desliza en 

C y gira alrededor de B.) 

Aqui F b < 

fbN b y 




F c = ncN c ', 

F c - 

= 0.5 A^ c 

(4) 

A1 resolver las ecuaciones 

1 a 4 se obtiene 



p = 

267 N 

Resp. 


N c = 

400 N 



F c = 

200 N 



F b = 

66.7 N 



Fig. 8-10 


Resulta obvio que este caso se presenta primero ya que requiere un 
valor menor para P. 
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EJEMPLO 8.5 


Los bloques Ay B tienen una masa de 3 kg y 9 kg, respectivamen- 
te, y estan conectados a las articulaciones sin peso que se muestran 
en la figura 8-11 a. Determine la fuerza vertical P mas grande que 
puede aplicarse en el pasador C sin causar ningun movimiento. El 
coeficiente de friccion estatica entre los bloques y las superficies 
en contacto es j jl s = 0.3. 

SOLUCI6N 

Diagrama de cuerpo libre. Las articulaciones son elementos de 
dos fuerzas, como lo muestran los diagramas de cuerpo libre del pa¬ 
sador C y de los bloques A y B en la figura 8-11 b. Como la componente 
horizontal de r ac tiende a mover el bloque A hacia la izquierda, 
debe actuar hacia la derecha. Del mismo modo, F B debe actuar 
hacia la izquierda para oponerse a la tendencia de movimiento del 
bloque B hacia la derecha, causada por F BC . Hay siete incognitas 
y seis ecuaciones de equilibrio de fuerzas disponibles, dos para el 
pasador y dos para cada bloque, de manera que solo se necesita una 
ecuacion de friccion. 

Ecuaciones de equilibrio y friccion. La fuerza en las articulacio¬ 
nes AC y BC pueden relacionarse con P al considerar el equilibrio 
del pasador C. 

+ T ZFy = 0; F ac cos 30° - P = 0; F AC = 1.155 P 

J,F X = 0; 1.155P sen 30° - F BC = 0; F BC = 0.5774P 

Con el resultado de F AC para el bloque A, 

- ± >2F X = 0; F a - 1.155/* sen 30° = 0; F A = 0.5774 P (1) 

+ T = 0; N a - 1.155 P cos 30°-3(9.81 N) = 0; (2) 

N a = P + 29.43 N 

Con el resultado de F BC , para el bloque B , 

1F X = 0; (0.5774P) — F B = 0; F B = 0.5774 P (3) 

+12 F y = 0; N b - 9(9.81) N = 0; N B = 88.29 N 

El movimiento del sistema puede estar causado o bien por el desli- 
zamiento inicial del bloque A o por el del bloque B. Si suponemos 
que el bloque A se desliza primero, entonces 

Fa = FsN a = 0.3 N a ( 4 ) 

Al sustituir las ecuaciones 1 y 2 en la ecuacion 4, 

0.5774P = 0.3(P + 29.43) 


P 





p 

v 



(b) 

Fig. 8-11 


P = 31.8 N 


Resp. 


Si sustituimos este resultado en la ecuacion 3, obtenemos F B = 18.4 N. 
Como la fuerza de friccion estatica maxima en B es (F B ) nvAx = /jl s N b = 
0.3(88.29 N) = 26.5 N > F B , el bloque B no se deslizara. Por lo tanto, 
el supuesto anterior es correcto. Observe que si la desigualdad no 
se satisficiera, tendriamos que suponer deslizamiento del bloque B y 
despues despejar P. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F8-1. Si P = 200 N, determine la friccion desarrollada 
entre el embalaje de 50 kg y el suelo. El coeficiente de fric¬ 
cion estatica entre el embalaje y el suelo es /x 5 = 0.3. 


F8-4. Si el coeficiente de friccion estatica en los puntos de 
contacto A y B es i± s = 0.3, determine la fuerza P maxima 
que puede aplicarse sin que el carrete de 100 kg se mueva. 



F8-2. Determine la fuerza minima P para evitar que la 
barra AB de 30 kg se deslice. La superficie de contacto en 
B es lisa, mientras que el coeficiente de friccion estatica 
entre la barra y la pared en A es /x 5 = 0.2. 



F8-4 



F8-5. Determine la fuerza P minima que puede aplicarse 
sin causar el movimiento del embalaje de 250 lb, el cual 
tiene un centro de gravedad en G. El coeficiente de fric¬ 
cion estatica en el piso es ii s = 0.4. 


F8-2 


F8-3. Determine la fuerza P maxima que puede aplicar¬ 
se sin hacer que los dos embalajes de 50 kg se muevan. 
El coeficiente de friccion estatica entre cada embalaje y el 
suelo es ji i s = 0.25. 




F8-3 


F8-5 
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PROBLEMAS 


•8-1. Determine la fuerza horizontal P minima necesaria 
para evitar que el embalaje se deslice hacia abajo sobre el 
piano inclinado. El embalaje tiene una masa de 50 kg y 
el coeficiente de friccion estatica entre el embalaje y el 
piano es /x 5 = 0.25. 

8-2. Determine la fuerza P minima necesaria para empu- 
jar el embalaje hacia arriba sobre el piano inclinado. La 
masa del embalaje es de 50 kg y el coeficiente de friccion 
estatica entre el embalaje y el piano es /x 5 = 0.25. 

8-3. Una fuerza horizontal de P = 100 N es justo la nece¬ 
saria para evitar que el embalaje se deslice hacia abajo sobre 
el piano, y se requiere una fuerza horizontal de P = 350 N 
para comenzar a empujar el embalaje hacia arriba sobre el 
piano. Determine el coeficiente de friccion estatica entre 
el piano y el embalaje, y encuentre la masa del embalaje. 



*8-4. Si el coeficiente de friccion estatica en A es i± s = 0.4 
y el collarfn en B es liso, de manera que solo ejerce una fuer¬ 
za horizontal sobre el tubo, determine la distancia minima x 
para que la mensula pueda soportar el cilindro de cualquier 
masa sin deslizarse. Ignore la masa de la mensula. 


100 mm 



Prob. 8-4 


•8-5. El hombre de 180 lb sube por la escalera y se detie- 
ne en la posicion que se muestra despues de sentir que la 
escalera esta a punto de deslizarse. Determine la inclina- 
cion 6 de la escalera si el coeficiente de friccion estatica 
entre la almohadilla de friccion A y el suelo es /x 5 = 0.4. 
Suponga que la pared en B es lisa. El centro de gravedad 
para el hombre esta en G. Ignore el peso de la escalera. 


8-6. El hombre de 180 lb sube por la escalera y se detie- 
ne en la posicion mostrada despues de sentir que la esca¬ 
lera esta a punto de deslizarse. Determine el coeficiente 
de friccion estatica entre la almohadilla de friccion A y el 
suelo si la inclinacion de la escalera es 6 = 60° y la pared 
en B es lisa. El centro de gravedad para el hombre esta en 
G. Ignore el peso de la escalera. 



8-7. El peso del poste uniforme y delgado es de 30 lb y 
su longitud de 26 pies. Si se le coloca contra la pared lisa 
y sobre el piso rugoso en la posicion d = 10 pies, ^perma- 
necera en esa posicion cuando se libere? El coeficiente de 
friccion estatica es /x 5 = 0.3. 

*8-8. El peso del poste uniforme es de 30 lb y su longitud 
de 26 pies. Determine la distancia d maxima a la que puede 
colocarse de la pared lisa sin deslizarse. El coeficiente 
de friccion estatica entre el piso y el poste es /jl s = 0.3. 
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•8-9. Si el coeficiente de friccion estatica de todas las 
superficies en contacto es /x s , determine la inclinacion 6 a 
la cual los bloques identicos, cada uno de peso W, comien- 
zan a deslizarse. 



8-10. La escalera uniforme de 20 lb descansa sobre el piso 
rugoso, cuyo coeficiente de friccion estatica es \u s = 0.8, y 
contra la pared lisa en B. Determine la fuerza horizontal P 
que debe ejercer el hombre sobre la escalera para que esta 
se mueva. 

8-11. La escalera uniforme de 20 lb descansa sobre el piso 
rugoso, cuyo coeficiente de friccion estatica es i± s = 0.4, y 
contra la pared lisa en B. Determine la fuerza horizontal P 
que debe ejercer el hombre sobre la escalera para que esta 
se mueva. 


*8-12. Los coeficientes de friccion estatica y cinetica entre 
el tambor y la barra de frenado son [i s = 0.4 y [i k = 0.3, 
respectivamente. Si M = 50 N • m y P = 85 N, determine 
las componentes horizontal y vertical de la reaccion en el 
pasador O. Ignore el peso y el espesor del freno. El tambor 
tiene una masa de 25 kg. 

•8-13. El coeficiente de friccion estatica entre el tam¬ 
bor y la barra de frenado es /x 5 = 0.4. Si el momento 
M = 35 N • m, determine la fuerza P mas pequena que 
debe aplicarse a la barra de frenado a fin de evitar que el 
tambor gire. Ademas, determine las componentes horizon¬ 
tal y vertical correspondientes de la reaccion en el pasador 
O. Ignore el peso y el espesor de la barra de frenado. El 
tambor tiene una masa de 25 kg. 



8-14. Determine el coeficiente de friccion estatica mini- 
mo entre el carrete uniforme de 50 kg y la pared, de modo 
que el carrete no se deslice. 




Probs. 8-10/11 


Prob. 8-14 

































8.2 Problemas que implican friccion seca 


403 


8-15. El carrete tiene una masa de 200 kg y descansa con¬ 
tra la pared y sobre el piso. Si el coeficiente de friccion 
estatica en B es (ju s ) B = 0.3, el coeficiente de friccion cine- 
tica es (ja^) B = 0.2, y la pared es lisa, determine la fuer- 
za de friccion desarrollada en B cuando la fuerza vertical 
aplicada al cable es P = 800 N. 



8-18. Las tenazas se usan para elevar el embalaje de 150 kg, 
cuyo centro de masa esta en G. Determine el menor coefi¬ 
ciente de friccion estatica en los bloques de pi vote, de mane- 
ra que el embalaje se pueda levantar. 



Prob. 8-18 


*8-16. El muchacho de 80 lb esta de pie sobre la viga y 
jala la cuerda con tanta fuerza que lo hace resbalar. Si el 
coeficiente de friccion estatica entre sus zapatos y la viga 
es (i± s ) D = 0.4, determine las reacciones en A y B. La viga es 
uniforme y pesa 100 lb. Ignore el tamano de las poleas y el 
espesor de la viga. 

•8-17. El muchacho de 80 lb esta de pie sobre la viga y 
jala con una fuerza de 40 lb. Si (/u s ) D = 0.4, determine la 
fuerza de friccion entre sus zapatos y la viga y las reaccio¬ 
nes enAyB. La viga es uniforme y pesa 100 lb. Ignore el 
tamano de las poleas y el espesor de la viga. 



8-19. Dos bloques Ay B tienen un peso de 10 lb y 6 lb, 
respectivamente. Descansan sobre el piano inclinado 
cuyos coeficientes de friccion estatica son i± A = 0.15 y 
/ x B = 0.25. Determine el angulo de inclinacion 6 para el 
cual ambos bloques empiezan a resbalar. Encuentre ade- 
mas el alargamiento o la compresion requerida en el resor- 
te que los conecta para que esto ocurra. El resorte tiene 
rigidez de k = 2 lb/pie. 

*8-20. Dos bloques Ay B tienen un peso de 10 lb y 6 lb, 
respectivamente. Descansan sobre el piano inclinado para 
el cual los coeficientes de friccion estatica son \x A = 0.15 y 
H B = 0.25. Determine el angulo 6 que ocasionara el movi- 
miento de uno de los bloques. ^Cual sera la fuerza de fric¬ 
cion bajo cada uno de los bloques cuando esto ocurra? La 
rigidez del resorte es k = 2 lb/pie y en un principio no esta 
alargado. 



Probs. 8-16/17 


Probs. 8-19/20 
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•8-21. Los embalajes A y B pesan 200 lb y 150 lb, res- 
pectivamente. Estan conectados entre si con un cable y se 
colocan sobre el piano inclinado. Si el angulo 6 se aumen- 
ta de manera gradual, determine 6 cuando los embala¬ 
jes comienzan a deslizarse. Los coeficientes de friccion 
estatica entre los embalajes y el piano son = 0.25 y 
/x# = 0.35. 


Prob. 8-21 


8-22. Un hombre intenta sostener una pila de libros de 
manera horizontal al aplicar con sus manos una fuerza 
compresiva de F = 120 N sobre los extremos de la pila. Si 
cada libro tiene una masa de 0.95 kg, determine el numero 
maximo de libros que puede sostener en la pila. El coefi- 
ciente de friccion estatica entre las manos del hombre y un 
libro es ( i± s ) h = 0.6 y entre dos libros (j m s ) b = 0.4. 


8-23. El dispensador de toallas contiene dos rollos de 
papel. El que esta en uso se llama rollo de consumo A y 
el otro es el rollo completo B. Pesan 2 lb y 5 lb, respectiva- 
mente. Si los coeficientes de friccion estatica en los puntos 
de contacto C y D son (/ u s ) c = 0.2 y (ja s ) D = 0.5, determine 
la fuerza vertical inicial P que debe aplicarse al papel sobre 
el rollo de consumo para jalar una hoja. El rollo de con¬ 
sumo tiene un pasador en el centro, mientras que el rollo 
completo no lo tiene. Ignore la friccion en el pasador. 



Prob. 8-23 

*8-24. El tambor tiene un peso de 100 lb y descansa sobre 
el piso cuyo coeficiente de friccion estatica es = 0.6. Si 
a = 2 pies y b = 3 pies, determine la magnitud mas peque- 
na de la fuerza P que causara el movimiento inminente del 
tambor. 

•8-25. El tambor tiene un peso de 100 lb y descansa sobre 
el piso cuyo coeficiente de friccion estatica es i± s = 0.5. Si 
a = 3 pies y b = 4 pies, determine la magnitud mas peque- 
na de la fuerza P que causara el movimiento inminente del 
tambor. 





Prob. 8-22 


Probs. 8-24/25 






































8.2 Problemas que implican friccion seca 


405 


8-26. El refrigerador tiene un peso de 180 lb y descan- 
sa sobre un piso de mosaicos para el cual /jl s = 0.25. Si el 
hombre empuja horizontalmente sobre el refrigerador en 
la direccion que se muestra, determine la magnitud de la 
fuerza horizontal necesaria para moverlo. Ademas, si el 
hombre tiene un peso de 150 lb, determine el coeficiente 
de friccion mas pequeno entre sus zapatos y el piso para 
que no resbale. 

8-27. El refrigerador tiene un peso de 180 lb y descansa 
sobre un piso de mosaicos para el cual /x 5 = 0.25. Ademas, 
el hombre tiene un peso de 150 lb y el coeficiente de fric¬ 
cion estatica entre el piso y sus zapatos es /jl s = 0.6. Si 
empuja horizontalmente sobre el refrigerador, determine 
si puede moverlo. De ser asi, ^el refrigerador se deslizara 
o se volcara? 



Probs. 8-26/27 


*8-28. Determine la fuerza minima P necesaria para 
empujar los dos cilindros de 75 kg hacia arriba sobre la 
pendiente. La fuerza actua en forma paralela al piano y los 
coeficientes de friccion estatica de las superficies en con- 
tacto son = 0.3, /x 5 = 0.25 y \x c = 0.4. Cada cilindro 
tiene un radio de 150 mm. 


•8-29. Si el centro de gravedad de las mesas apiladas esta 
en G, y la pila pesa 100 lb, determine la fuerza P minima 
que debe aplicar el nino sobre la pila para ocasionar un 
movimiento. El coeficiente de friccion estatica en A y B es 
j ul s = 0.3. Las mesas estan aseguradas entre si. 



-2 pies- 


^2 pies- 


Prob. 8-29 


8-30. El tractor tiene un peso de 8000 lb con centro de 
gravedad en G. Determine si puede empujar el tronco 
de 550 lb hacia arriba sobre la pendiente. El coeficiente de 
friccion estatica entre el tronco y el suelo es i± s = 0.5, y 
entre las ruedas traseras del tractor y el suelo /x' s = 0.8. 
Las ruedas delanteras del tractor pueden girar libremente. 
Suponga que el motor puede desarrollar suficiente par de 
torsion para hacer que las ruedas traseras resbalen. 

8-31. El tractor tiene un peso de 8000 lb con centro de 
gravedad en G. Determine el peso mas grande del tron¬ 
co que pueda empujarse hacia arriba sobre la pendiente. 
El coeficiente de friccion estatica entre el tronco y el suelo 
es /x s = 0.5, y entre las ruedas traseras del tractor y el sue¬ 
lo i±' s = 0.7. Las ruedas delanteras del tractor pueden girar 
libremente. Suponga que el motor puede desarrollar sufi¬ 
ciente par de torsion para hacer que las ruedas traseras 
resbalen. 




Prob. 8-28 


Probs. 8-30/31 
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*8-32. El poste uniforme de 50 kg esta a punto de desli- 
zarse en A cuando 0 = 45°. Determine el coeficiente de 
friccion estatica en A. 



•8-33. Se aplica una fuerza P = 20 lb en forma perpen¬ 
dicular al mango de la barra cuello de ganso que se mues- 
tra en la figura. Si el coeficiente de friccion estatica entre 
la barra y la madera es /x 5 = 0.5, determine la fuerza nor¬ 
mal de los dientes en A sobre la tabla superior. Suponga 
que la superficie en C es lisa. 



8-34. La barra delgada tiene un peso W y descansa contra 
el piso y la pared, los cuales tienen coeficientes de friccion 
estatica de y /x 5 , respectivamente. Determine el valor 
minirno de 6 para el cual la barra no se movera. 



8-35. Un rollo de papel tiene un peso uniforme de 0.75 lb 
y esta colgado de un gancho de alambre de manera que 
descansa sobre la pared. Si no se toma en cuenta el peso 
del gancho y la chumacera en O puede considerarse sin 
friccion, determine la fuerza P necesaria para empezar a 
girar el rollo si 6 = 30°. El coeficiente de friccion estatica 
entre la pared y el papel es /jl s = 0.25. 

*8-36. Un rollo de papel tiene un peso uniforme de 0.75 lb 
y esta colgado de un gancho de alambre de manera que 
descansa sobre la pared. Si no se toma en cuenta el peso 
del gancho y la chumacera en O puede considerarse sin fric¬ 
cion, determine la fuerza P minima y el angulo asociado 6 
necesarios para empezar a girar el rollo. El coeficiente de 
friccion estatica entre la pared y el papel es /x 5 = 0.25. 



Probs. 8-35/36 


•8-37. Si el coeficiente de friccion estatica entre la cade- 
na y el piano inclinado es = tan 6 , determine la longitud 
colgante b de manera que la cadena este a punto de resba- 
lar hacia arriba sobre el piano inclinado. La cadena pesa w 
por unidad de longitud. 



Prob. 8-34 


Prob. 8-37 
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8-38. Determine la altura maxima h en metros hasta 
donde puede subir la nina sobre la resbaladilla sin soste- 
nerse en los rieles o sobre su pierna izquierda. El coefi- 
ciente de friccion estatica entre los zapatos de la nina y la 
resbaladilla es /jl s = 0.8. 



8-39. Si el coeficiente de friccion estatica en B es [i s = 0.3, 
determine el maximo angulo 6 y el mmimo coeficiente de 
friccion estatica en A para que el rodillo permanezca auto- 
bloqueado, sin importar la magnitud de la fuerza P aplica- 
da a la banda. Ignore el peso del rodillo y la friccion entre 
la banda y la superficie vertical. 

*8-40. Si 0 = 30°, determine el mfnimo coeficiente de 
friccion estatica en A y en B para que el rodillo permanez¬ 
ca autobloqueado, sin importar la magnitud de la fuerza P 
aplicada a la banda. Ignore el peso del rodillo y la friccion 
entre la banda y la superficie vertical. 


•8-41. La abrazadera se usa para apretar la conexion 
entre dos tubos de drenaje de concreto. Determine el 
menor coeficiente de friccion estatica en A y B de manera 
que la abrazadera no se deslice sin importar la fuerza en 
el eje CD. 


100 mm 



Prob. 8-41 


8-42. El coeficiente de friccion estatica entre el embalaje 
de 150 kg y el suelo es /x 5 = 0.3, mientras que el coeficien¬ 
te de friccion estatica entre los zapatos del hombre de 80 kg 
y el suelo es /jl' s = 0.4. Determine si el hombre puede mover 
el embalaje. 

8-43. Si el coeficiente de friccion estatica entre el embala¬ 
je y el suelo es /x s = 0.3, determine el coeficiente de friccion 
estatica mmimo entre los zapatos del hombre y el suelo, de 
manera que el hombre pueda mover el embalaje. 




Probs. 8-39/40 


Probs. 8-42/43 
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*8-44. El cargador por deslizamiento de 3 Mg tiene 
traccion trasera y el centro de masa en G. Determine el 
maximo de embalajes que el cargador puede empujar si 
cada embalaje tiene una masa de 500 kg. El coeficiente de 
friccion estatica entre un embalaje y el suelo es /x 5 = 0.3, y 
el coeficiente de friccion estatica entre las ruedas traseras 
del cargador y el suelo es /jl' s = 0.5. Las ruedas delante- 
ras giran libremente. Suponga que el motor del cargador 
tiene suficiente potencia para generar un par de torsion 
que ocasione el deslizamiento de las ruedas traseras. 



Prob. 8-44 


8-47. El bloque C tiene masa de 50 kg y esta confinado 
entre dos paredes mediante rodillos lisos. Si este bloque 
descansa sobre un carrete de 40 kg, determine la fuer- 
za P minima necesaria en el cable para mover el carrete. 
El cable esta enrollado alrededor del nucleo central del 
carrete. Los coeficientes de friccion estatica en A y B son 
Pa = 0-3 y p B = 0-6. 

*8-48. El bloque C tiene masa de 50 kg y esta confinado 
entre dos paredes mediante rodillos lisos. Si este bloque 
descansa sobre un carrete de 40 kg, determine los coefi¬ 
cientes de friccion estatica necesarios en A y B de modo 
que el carrete se deslice en A y en B cuando la magnitud 
de la fuerza aplicada se aumenta a P = 300 N. 



Probs. 8-47/48 


•8-45. El disco de 45 kg descansa sobre la superficie cuyo 
coeficiente de friccion estatica es fx A = 0.2. Determine el 
momento de par M mas grande que puede aplicarse a la 
barra sin producir movimiento. 

8-46. El disco de 45 kg descansa sobre la superficie 
cuyo coeficiente de friccion estatica es \x A = 0.15. Si M = 
50 N • m, determine la fuerza de friccion en A. 



•8-49. La camioneta (SUV) de 3 Mg, con traccion en las 
cuatro ruedas, tiene un centro de masa en G. Determine 
la masa maxima del tronco que puede remolcar la camio¬ 
neta. El coeficiente de friccion estatica entre el tronco y el 
suelo es /x 5 = 0.8, y el coeficiente de friccion estatica entre 
las ruedas de la camioneta y el suelo es yj s = 0.4. Suponga 
que el motor de la camioneta tiene la suficiente potencia 
para generar un par de torsion que ocasionara que todas 
las ruedas patinen. 

8-50. La camioneta (SUV) de 3 Mg, con traccion en las 
cuatro ruedas, tiene un centro de masa en G. Determine 
la masa maxima del tronco que puede remolcar la camio¬ 
neta. El coeficiente de friccion estatica entre el tronco y 
el suelo es /x 5 = 0.8, y el coeficiente de friccion estatica 
entre las ruedas delanteras de la camioneta y el suelo es 
l±’ s = 0.4. Las ruedas traseras pueden girar libremente. 
Suponga que el motor de la camioneta tiene la suficien¬ 
te potencia para generar un par de torsion que ocasionara 
que las ruedas delanteras patinen. 



Probs. 8-45/46 


Probs. 8-49/50 
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8-51. Si los coeficientes de friccion estatica en los puntos 855 S lajomd75 lb estaenlapsidch d = 4 pies, 

de contacto Ay B son /x 5 = 0.3 y /jl' s = 0.4 respectivamen- (tanked adi d ate cl fri d cn estdi ca /x 5 miiimom 

te, determine la fuerza P minima que ocasionara un movi- les piles dentato A y B ± mocbqe d tebichd 

miento inminente en el carrete de 150 kg. mafeamsecMice Igoed psod tcbl di 

*8-52. Si los coeficientes de friccion estatica en los pun- *855. S d ataaledfricdmestdicaadcspilcs d 

tos de contacto Ay B son /i s = 0.4 y /x' 5 = 0.2 respectiva- cotato A y B es /jl s = 0.4, ctaniieladstaba d miri- 

mente, determine la fuerza P minima que ocasionara un macteped pause lajomd 75 lb sdbred tcbl ch 


movimiento inminente en el carrete de 150 kg. sinqeestesecMicE Igned peoefl tdta 



Probs. 85P2 


Probs. 85756 


• 8S. El crpitoo empja lota y hadxitdmatc la 

tibia uifame sdbre la pate sqsrior cl la mesa & tra 

bqo Lalib 1 atioc inptsoui 1dme d 3 lb /pq lamesa 

d tabqotiene rnpssod 15 lb ymaitradgiMiid 

ai G. Determines! lamesapmiamaaipsidcb rcs- 

bdata, ose^sdteaasi se anpja la tdala haia date 

cuub d = 10 p es, Lcs odidates dfricdmest&case 

mustrmokaligra 

851. El crpitoo cmpja lerta y hoi/otdmote la 

tibia uifame scbiela pate srpaiar cl la mesa cl tra 

bqo La tibia tiocmpsouifcimec!3lb /pq lamesa 

dtabcjotiaempsodl5 lb y m cutro cl gac- 

dden G. Detomines 1 amesapom atKEta oi \m dcn 

resbdaaoseviteaas seempjalatcblahaiaclate 

euiii) d = 14 p es. Lcsodidatesdfricdmest&case 

mirstrmenlafigia 



•857. S cadqapEsal50 lb, ctan iita turn hoi- 
xrtd P m l rim a qe db e ej our d hanbresdbielaqa 
sipaiar a lincl cmr moamiato El adidatedfric 

adfiestdicaatielascq 2 Bes /x 5 = 0.5 yd ccdidaled 

fdcdmestdicaatrelacgayd psoes j ul' s = 0 . 2 . 

858 S cadqapsal50 lb, ctaninelafuotaai- 

xrtd P mirimaqec&egerm’d honbiesdbrelaqa 

sipaiar afind casar moamiato El adidatedfric 

ddaestdkaatrelasqjases /jl s = 0.65 yd adi doted 

fricdmestdicaaltelacgayd psoes j ul' s = 0.35. 



Probs. 8S/51 


Probs. 857/5B 
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8-59. Si el coeficiente de friccion estatica entre los colla- 
rines A y B y la barra es /x 5 = 0.6, determine el angulo 
maximo 0 para que el sistema permanezca en equilibrio, 
sin importar el peso del cilindro D. Las articulaciones AC 
y BC tienen un peso insignificante y se conectan entre si 
en C mediante un pasador. 

*8-60. Si 0 = 15°, determine el coeficiente de friccion 
estatica minirno entre los collarines A y B y la barra que se 
requiere para que el sistema permanezca en equilibrio, sin 
importar el peso del cilindro D. El peso de las articulacio¬ 
nes AC y BC se puede omitir y se conectan entre si en C 
mediante un pasador. 



•8-61. Cada uno de los cilindros tiene una masa de 50 kg. 
Si los coeficientes de friccion estatica en los puntos de con- 
tacto son i± A = 0.5, /x# = 0.5, ja c = 0.5 y i±d = 0.6, deter¬ 
mine el momento de par M necesario para hacer girar el 
cilindro E. 



8-62. Los bloques A, B y C tienen pesos de 50 lb, 25 lb y 
15 lb, respectivamente. Determine la fuerza horizontal P 
minima que causara un movimiento inminente. El coefi¬ 
ciente de friccion estatica entre A y B es f± s = 0.3, entre B y 
C, i±' s = 0.4 y entre el bloque C y el suelo, /x" 5 = 0.35. 



Prob. 8-62 


8-63. Determine la fuerza P minima que ocasionara un 
movimiento inminente. El embalaje y la rueda tienen 
masas de 50 kg y 25 kg, respectivamente. El coeficiente de 
friccion estatica entre el embalaje y el suelo es /jl s = 0.2, y 
entre la rueda y el suelo es /x' 5 = 0.5. 

*8-64. Determine la fuerza P minima que ocasionara 
un movimiento inminente. El embalaje y la rueda tienen 
masas de 50 kg y 25 kg, respectivamente. El coeficiente de 
friccion estatica entre el embalaje y el suelo es /jl s = 0.5, y 
entre la rueda y el suelo es /x' 5 = 0.3. 


P 



Prob. 8-61 


Probs. 8-63/64 
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PROBLEMAS CONCEPTUALES 


P8-1. ^Es mas efectivo mover la carga hacia delante a 
velocidad constante con el brazo completamente exten- 
dido, o deberfa estar totalmente contraido? La potencia 
se suministra en las ruedas traseras. Las ruedas delante- 
ras giran libremente. Haga un analisis de equilibrio para 
explicar su respuesta. 



P8-1 


P8-2. La tuerca de una rueda que puede girar libremente 
debe quitarse con la Have de torsion. ^Cual es la forma 
mas efectiva de aplicar fuerza a la Have? Ademas, ^por 
que resulta mejor mantener la rueda del automovil sobre 
el suelo en vez de primero levantarla? Explique sus res- 
puestas con un analisis de equilibrio. 



P8-3. Se usa una cuerda para remolcar el refrigerador. 
^Que es mejor: jalar la cuerda ligeramente hacia arriba 
como se muestra en la fotografia, jalar horizontalmente 
o jalar un poco hacia abajo? Ademas, <do mejor es atar 
la cuerda en una posicion alta como se muestra, o en una 
posicion mas baja? Haga un analisis de equilibrio para 
explicar su respuesta. 

P8-4. Se usa una cuerda para remolcar el refrigerador. 
Para evitar que se resbale al remolcar el refrigerador, ^es 
mejor jalar como se muestra, jalar horizontalmente o jalar 
hacia abajo con la cuerda? Haga un analisis de equilibrio 
para explicar su respuesta. 



P8-3/4 


P8-5. ^Resulta mas facil jalar la carga al aplicar una fuer¬ 
za a lo largo de la barra cuando esta en una posicion casi 
horizontal como se muestra, o es mejor jalar la barra cuan¬ 
do tiene una pendiente mas pronunciada? Haga un anali¬ 
sis de equilibrio para explicar su respuesta. 



P8-2 


P8-5 
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8.3 Curias 



Las cunas se usan a menudo para ajus- 
tar la elevacion de partes estructurales 
o mecanicas. Tambien proporcionan 
estabilidad a objetos como este tubo. 


Una cuha es una maquina simple que se usa a menudo para transfor- 
mar una fuerza aplicada en fuerzas mucho mas grandes, dirigidas apro- 
ximadamente en angulo recto con respecto a la fuerza aplicada. Las 
cunas tambien pueden utilizarse para hacer desplazamientos pequenos o 
ajustes en cargas pesadas. 

Por ejemplo, considere la cuha de la figura 8-12*3, la cual se usa para 
levantar el bloque al aplicar una fuerza a la cuna. Los diagramas de 
cuerpo libre de bloque y cuna se muestran en la figura 8-12 b. Aqui 
hemos excluido el peso de la cuna ya que usualmente es pequeho com- 
parado con el peso W del bloque. Ademas, observe que las fuerzas de 
friccion F 1 y F 2 deben oponerse al movimiento de la cuna. De la misma 
manera, la fuerza de friccion F 3 de la pared sobre el bloque debe actuar 
hacia abajo para oponerse al movimiento hacia arriba del bloque. Las 
posiciones de las fuerzas normales resultantes no tienen importan- 
cia en el analisis de fuerzas ya que ni el bloque ni la cuna se “volca- 
ran”. Por consiguiente, las ecuaciones de equilibrio de momento no se 
consideraran. Hay siete incognitas que consisten en la fuerza aplicada 
P, necesaria para generar el movimiento de la cuna, y las seis fuerzas 
normales y de friccion. Las siete ecuaciones disponibles consisten en 
cuatro ecuaciones de equilibrio de fuerzas = 0, HF y = 0 aplicadas 
a la cuna y al bloque y tres ecuaciones de friccion, F = pN, aplica¬ 
das en la superficie de contacto. 

Si el bloque debe descender , entonces las fuerzas de friccion actuaran 
en sentido opuesto al que se muestra en la figura 8-12 b. Si el coeficiente 
de friccion es muy pequeho o si el angulo 6 de la cuna es grande , la fuer¬ 
za aplicada P debe actuar hacia la derecha para sostener el bloque. De 
otra manera, P puede tener el sentido inverso de direccion para jalar 
la cuha y retirarla. Si P no se aplica y las fuerzas de friccion mantienen 
el bloque en su lugar, entonces se dice que la cuha es autobloqueante. 


8 



Fig. 8-12 
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EJEMPLO 8.6 


La piedra uniforme que se muestra en la figura 8-13 a tiene una masa 
de 500 kg y se mantiene en posicion horizontal con una cuna en B. 
Si el coeficiente de friccion estatica es fi s = 0.3, en las superficies 
de contacto, determine la fuerza P minima necesaria para retirar la 
cuna. Suponga que la piedra no se desliza en A. 
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Fig. 8-13 


SOLUCION 

La fuerza P minima requiere que F = /jl s N en las superficies de con¬ 
tacto con la cuna. Los diagramas de cuerpo libre de la piedra y la 
cuna se muestran en la figura 8-13 b. Sobre la cuna, la fuerza de fric¬ 
cion se opone al movimiento, y sobre la piedra en A, F A < (Jl s N a , 
ya que el deslizamiento no ocurre ahi. Hay cinco incognitas. Para 
encontrar la solucion se dispone de tres ecuaciones de equilibrio 
para la piedra y de dos para la cuna. A partir del diagrama de cuerpo 
libre de la piedra, 

C+2M a = 0; —4905 N(0.5 m) + (N B cos 7° N)(l m) 

+ (0.3N b sen 7° N)(l m) = 0 
N b = 2383.1 N 

Con este resultado para la cuna, tenemos 

+ T ZF y = 0; N c - 2383.1 cos 7° N - 0.3(2383.1 sen 7° N) = 0 
N c = 2452.5 N 

2 F x = 0; 2383.1 sen 7° N - 0.3(2383.1 cos 7° N) + 

P - 0.3(2452.5 N) = 0 
P = 1154.9 N = 1.15 kN Resp. 

NOTA: como P es positiva, habra que retirar la cuna. Si P fuese 
cero, la cuna permaneceria en su lugar (autobloqueante) y las fuer- 
zas de friccion desarrolladas en B y C podrian satisfacer F B < [i s N B 

y f c < p s n c . 




























414 


Capitulo 8 Friccion 



Los tornillos de rosea cua- 
drada tienen aplicaciones 
en valvulas, gatos y pren- 
sas, donde particularmente 
deben desarrollarse gran- 
des fuerzas a lo largo del 
eje del tornillo. 


8.4 Fuerzas de friccion sobre tornillos 

En la mayoria de los casos los tornillos se usan como sujetadores; sin 
embargo, en muchos tipos de maquinas se incorporan para transmitir 
potencia o movimiento desde una parte de una maquina a otra. Un tor¬ 
nillo de rosea cuadrada se usa comunmente para este ultimo proposito, 
sobre todo cuando se aplican grandes fuerzas a lo largo de su eje. En 
esta seccion analizaremos las fuerzas que actuan sobre los tornillos de 
rosea cuadrada. El analisis de otros tipos de tornillos, como el de rosea 
en V, se basa en los mismos principios. 

Para el analisis, un tornillo de rosea cuadrada, como el de la figura 
8-14, puede considerarse un cilindro que tiene un filo cuadrado inclina- 
do o una rosea enrollada alrededor de el. Si se desenrolla la rosea una 
revolucion, como se muestra en la figura 8-14 b, la pendiente o el angulo 
de paso 6 se determina a partir de 6 = tan _1 (//27rr). Aqui / y 2irr son 
las distancias vertical y horizontal entre Ay B, donde r es el radio medio 
de la rosea. La distancia / se llama paso del tornillo y es equivalente 
a la distancia que avanza el tornillo cuando gira una revolucion. 


Movimiento inminente hacia arriba. Consideremos ahora 
el caso de un tornillo de rosea cuadrada que esta sometido a un movi¬ 
miento inminente hacia arriba causado por el momento de torsion M 
aplicado, figura 8-15.* Un diagrama de cuerpo libre de la rosea com- 
pleta desenrollada puede representarse como un bloque, figura 8-14*2. 
La fuerza W es la fuerza vertical que actua sobre la rosea o la fuerza 
axial aplicada a la flecha, figura 8-15, y M/r es la fuerza horizontal 
resultante producida por el momento de par M con respecto al eje de 
la flecha. La reaccion R de la muesca sobre la rosea tiene componentes 
de friccion y normales, donde F = p s N. El angulo de friccion estatica 
es 4> s = tan _1 (E/A) = tan -1 ^- Si aplicamos las ecuaciones de equili- 
brio de fuerzas al bloque, tenemos 

EiJ = 0; M/r R sen (<fi s + 6) = 0 
+ T ZF y = 0; cos(0, + 0) - W= 0 

Al eliminar R de estas ecuaciones, obtenemos 



(8-3) 



Fig. 8-14 


*Para aplicaciones, M se desarrolla mediante una fuerza horizontal P en angulo recto 
al extremo de una palanca que se deberia fijar al tornillo. 
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Fig. 8-15 


Tornillo autobloqueante. Se dice que un tornillo es autoblo- 
queante si permanece en su lugar bajo cualquier carga axial W cuando 
el momento M se retira. Para que esto ocurra, la direccion de la fuerza de 
friccion debe invertirse de manera que R actue sobre el otro lado de N. 
Aqui el angulo de friccion estatica <fi s es mayor o igual que 6 , figura 8-1 6d. 
Si 4> s = 6 , figura 8-16 b, entonces R actuara verticalmente para equilibrar 
W, y el tornillo estara a punto de girar hacia abajo. 

Movimiento inminente hacia abajo. (</> 5 > e). Si un tornillo 
es autobloqueante, debe aplicarse un momento de par M' al tornillo en 
la direccion opuesta al movimiento del tornillo hacia abajo (4> s > 6). 
Esto ocasiona una fuerza horizontal inversa Mjr que empuja la rosea 
hacia abajo como se indica en la figura 8-16c. Con el mismo procedi- 
miento anterior, obtenemos 


M' = rW tan (6 <fi s ) 


(8-4) 


Movimiento inminente hacia abajo. (</> 5 < 6). Si el tornillo 
no es autobloqueante, es necesario aplicar un momento M" para evitar 
que el tornillo gire hacia abajo (4> s < 6). Aqui, se requiere que una 
fuerza horizontal M"/r empuje contra la rosea para evitar que esta se 
deslice hacia abajo por el piano, figura 8-1 6d. Por lo tanto, la magnitud 
del momento M" para evitar este giro es 


M" = Wr tan (0, - 6) 


(8-5) 


Si ocurre movimiento del tornillo , pueden aplicarse las ecuaciones 8-3, 
8-4 y 8-5 con solo reemplazar <fr s por <j) k . 


w 



n 

Movimiento del tornillo hacia arriba 


(a) 


W 



Tornillo autobloqueante (6 = cf> s ) 
(a punto de girar hacia abajo) 


(b) 


W 



n 

Movimiento del tornillo hacia abajo (6 > 4> s ) 

(c) 


W 



n 


Movimiento del tornillo hacia abajo (0 < 4> s ) 

(d) 

Fig. 8-16 
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EJEMPLO 8.7 


El tensor que se muestra en la figura 8-17 tiene una rosea cuadra- 
da con radio medio de 5 mm y paso de 2 mm. Si el coeficiente de 
friccion estatica entre el tornillo y el tensor es /jl s = 0.25, determine 
el momento M que debe aplicarse para acercar los extremos de los 
tornillos. 



2kN 



2kN 


Fig. 8-17 


SOLUCION 

El momento se puede obtener con la ecuacion 8-3. Como se debe 
veneer la friccion en dos tornillos , esto requiere 


M = 2 [Wr tan (0 + 0)] (1) 


Aqui W = 2000 N, r = 5 mm, c fi s = tan -1 (jl s = tan -1 (0.25 ) = 14.04° 
y 6 = tan _1 (//27 tv) = tan _1 (2 mm/[27r(5 mm)]) = 3.64°. A1 sustituir 
estos valores en la ecuacion 1 y resolver se obtiene 


M = 2[(2000 N)(5 mm) tan(14.04° + 3.64°)] 

= 6374.7 N • mm = 6.37 N • m Resp. 


NOTA: cuando se retire el momento, el tensor sera autobloquean- 
te; es decir, no se desatornillara, ya que cj) s > 0. 
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PROBLEMAS 


•8-65. Determine la fuerza horizontal P minima requeri- 
da para sacar la cuna A. El embalaje tiene un peso de 300 lb 
y el coeficiente de friccion estatica en todas las superficies 
en contacto es = 0.3. Ignore el peso de la cuna. 



*8-68. La cuna tiene peso insignificante y un coeficien¬ 
te de friccion estatica /jl s = 0.35 con todas las superficies 
en contacto. Determine el angulo 6 mas grande posible de 
manera que sea “autobloqueante”. Esto no implica desli- 
zamiento alguno para cualquier magnitud de la fuerza P 
aplicada a la junta. 



Prob. 8-65 

8-66. Determine la fuerza horizontal P minima reque- 
rida para elevar el embalaje de 200 kg. El coeficiente de 
friccion estatica en todas las superficies en contacto es 
/x 5 = 0.3. Ignore la masa de la cuna. 



8-67. Determine la fuerza horizontal P minima requerida 
para elevar el cilindro de 100 kg. Los coeficientes de fric¬ 
cion estatica en los puntos de contacto Ay B son (/x s )^ = 0.6 
y (Bs)b = 0.2, respectivamente; y el coeficiente de friccion 
estatica entre la cuna y el suelo es /x 5 = 0.3. 



Prob. 8-68 

•8-69. Determine la fuerza horizontal P minima requeri¬ 
da para comenzar a mover el bloque hacia la derecha si la 
fuerza del resorte es de 600 N y el coeficiente de friccion 
estatica en todas las superficies de contacto sobre A es 
/jl s = 0.3. El casquillo en C es liso. Ignore la masa de A y B. 



8-70. Los tres bloques de piedra tienen pesos de W A = 
600 lb, W B = 150 lb y W c = 500 lb. Determine la fuerza 
horizontal P minima que debe aplicarse al bloque C a fin 
de mover este bloque. El coeficiente de friccion estatica 
entre los bloques es i± s = 0.3 y entre el piso y cada bloque 
p's = °-5. 




45\r 



A 

b y c 



_ &jL 

<L. _i£ 



Prob. 8-67 


Prob. 8-70 
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8-71. Determine la fuerza horizontal P minima reque- 
rida para mover la cuna hacia la derecha. El coeficiente 
de friccion estatica en todas las superficies en contacto es 
j u s = 0.3. Considere que 0 = 15° y F = 400 N. Ignore el 
peso de la cuna. 

*8-72. Si se retira la fuerza horizontal P, determine el 
angulo 6 maximo que ocasionara que la cuna sea autoblo- 
queante sin importar la magnitud de la fuerza F aplicada 
al mango. El coeficiente de friccion estatica en todas las 
superficies en contacto es i± s = 0.3. 


8-75. Si el bloque de concreto uniforme tiene una masa 
de 500 kg, determine la fuerza horizontal P minima para 
mover la cuna hacia la izquierda. El coeficiente de friccion 
estatica entre la cuna y el concreto, y la cuna y el piso es 
/jl s = 0.3. El coeficiente de friccion estatica entre el concre¬ 
to y el piso es i±' s = 0.5. 




•8-73. Determine la fuerza vertical P minima requerida 
para mantener la cuna entre los dos cilindros identicos, 
cada uno de los cuales tiene un peso de W. El coeficiente 
de friccion estatica en todas las superficies en contacto es 

IX S = 0.1. 

8-74. Determine la fuerza vertical P minima requerida 
para mantener la cuna entre los dos cilindros identicos, 
cada uno de los cuales tiene un peso de W. El coeficiente 
de friccion estatica en todas las superficies en contacto es 
Ps = °- 3 - 


P 


v 



*8-76. Los bloques de cuna se usan para sostener la pro¬ 
beta en una maquina de pruebas a tension. Determine el 
maximo angulo 6 de diseno de las cunas de manera que la 
probeta no se deslice cualquiera que sea la carga aplicada. 
Los coeficientes de friccion estatica son i± A = 0.1 en A y 
= 0.6 en B. Ignore el peso de los bloques. 



Probs. 8-73/74 


Prob. 8-76 
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•8-77. El tornillo de rosea cuadrada de la prensa tiene 
un diametro medio de 14 mm y paso de 6 mm. Si i± s = 0.2 
para las roscas, y el par de torsion aplicado a la manija es 
de 1.5 N • m, determine la fuerza de compresion F sobre el 
bloque. 


8-79. El mecanismo del gato consiste en una articulacion 
que tiene un tornillo de rosea cuadrada con diametro medio 
de 0.5 pulg, paso de 0.20 pulg y coeficiente de friccion 
estatica i± s = 0.4. Determine el par de torsion M que debe 
aplicarse al tornillo para que comience a levantar la carga 
de 6000 lb que actua en el extremo del elemento ABC. 



1.5 N • m 



: ^ 


“T 



Prob. 8-77 



8-78. El dispositivo se usa para extraer la terminal del 
cable de baterfa C del poste de una bateria. Si la fuerza de 
extraccion requerida es de 85 lb, determine el par de tor¬ 
sion M que debe aplicarse a la manija localizada sobre el 
tornillo para apretarlo. El tornillo tiene roscas cuadradas, 
diametro medio de 0.2 pulg, paso de 0.08 pulg y el coefi¬ 
ciente de friccion estatica es /x s = 0.5. 



*8-80. Determine la magnitud de la fuerza horizontal P 
que debe aplicarse a la palanca de la prensa de banco a 
fin de producir una fuerza de apriete de 600 N sobre el 
bloque. El tornillo de rosea cuadrada tiene un diametro 
medio de 25 mm y un paso de 7.5 mm. El coeficiente de 
friccion estatica es /jl s = 0.25. 

•8-81. Determine la fuerza de apriete ejercida sobre el 
bloque si se aplica una fuerza de P = 30 N sobre la palanca 
de la prensa de banco. El tornillo de rosea cuadrada tiene 
un diametro medio de 25 mm y un paso de 7.5 mm. El 
coeficiente de friccion estatica es /jl s = 0.25. 



Prob. 8-78 


Probs. 8-80/81 
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8-82. Determine la fuerza horizontal requerida que debe 
aplicarse en forma perpendicular a la manija a fin de desa- 
rrollar una fuerza de apriete de 900 N sobre el tubo. El 
tornillo de rosea cuadrada tiene un diametro medio de 
25 mm y un paso de 5 mm. El coeficiente de friccion esta- 
tica es /x 5 = 0.4. Nota: el tornillo es un elemento de dos 
fuerzas, puesto que se encuentra contenido dentro de 
collarines articulados en A y B. 

8-83. Si la fuerza de apriete sobre el tubo es de 900 N, 
determine la fuerza horizontal requerida que debe aplicar¬ 
se en forma perpendicular a la manija a fin de aflojar el 
tornillo. El tornillo de rosea cuadrada tiene un diametro 
medio de 25 mm y un paso de 5 mm. El coeficiente de fric¬ 
cion estatica es i± s = 0.4. Nota: el tornillo es un elemento 
de dos fuerzas puesto que se encuentra contenido dentro de 
collarines articulados en A y B. 


[J3E 


30 = 


200 mm 


B 

200 mm 


T 

150 mm 



•8-85. Si el gato soporta el embalaje de 200 kg, determine 
la fuerza horizontal que debe aplicarse en forma perpen¬ 
dicular a la manija en E para bajarlo. Cada tornillo de ros¬ 
ea cuadrada tiene un diametro medio de 25 mm y un paso 
de 7.5 mm. El coeficiente de friccion estatica es / ul s = 0.25. 

8-86. Si es necesario usar el gato para elevar el embalaje 
de 200 kg, determine la fuerza horizontal que debe apli¬ 
carse en forma perpendicular a la manija en E. Cada torni¬ 
llo de rosea cuadrada tiene un diametro medio de 25 mm 
y un paso de 7.5 mm. El coeficiente de friccion estatica es 
AL = 0.25. 



Probs. 8-82/83 


Probs. 8-85/86 


8 


*8-84. La prensa proporciona presion desde varias direc- 
ciones sobre los bordes de la tabla. Si el tornillo de rosea cua¬ 
drada tiene un paso de 3 mm, radio de 10 mm, y su coefi¬ 
ciente de friccion estatica es /x 5 = 0.4, determine la fuerza 
horizontal desarrollada sobre la tabla en A y las fuerzas 
verticales desarrolladas en B y C cuando se aplica un par de 
torsion de M = 1.5 N • m a la manija para apretarla mas 
aun. Los bloques en B y C estan conectados a la tabla me- 
diante pasadores. 


8-87. La parte de maquina se mantiene en su lugar con la 
prensa de doble sujecion. El perno en B tiene roscas cua- 
dradas con un radio medio de 4 mm y un paso de 2 mm, y 
el coeficiente de friccion estatica con la tuerca es /jl s = 0.5. 
Si se aplica un par de torsion de M = 0.4 N • m a la tuerca 
para apretarla, determine la fuerza normal de la prensa en 
los contactos lisos Ay C. 




Prob. 8-84 


Prob. 8-87 
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8.5 Fuerzas de friccion sobre bandas 
planas 

Cuando se disenan bandas impulsoras o de frenado, es necesario deter- 
minar las fuerzas de friccion desarrolladas entre la banda y su super- 
ficie de contacto. En esta seccion analizaremos las fuerzas de friccion 
que actuan sobre una banda plana, aunque el analisis de otros tipos de 
banda como la banda V, se basa en principios semejantes. 

Considere la banda plana que se ilustra en la figura 8-1 8a, la cual pasa 
sobre una superficie curva fija, de manera que el angulo total de con¬ 
tacto entre la banda y la superficie es /3 en radianes y el coeficiente de 
friccion entre las dos superficies es p . Deseamos determinar la tension 
T 2 que es necesaria en la banda para jalarla en sentido contrario al de 
las manecillas del reloj sobre la superficie, y asi veneer las fuerzas 
de friccion en la superficie de contacto y la tension T x en el otro extre- 
mo de la banda. Obviamente, T 2 > 7\. 



Movimiento o movimiento 
inminente de la banda 
con relation a la superficie 


Analisis de friccion. En la figura 8-186 se muestra un diagrama 
de cuerpo libre del segmento de banda que esta en contacto con la 
superficie. Como se muestra, la fuerza normal y las fuerzas de fric¬ 
cion, que actuan en puntos diferentes a lo largo de la banda, variaran 
en magnitud y direccion. Debido a esta distribucion desconocida , el 
analisis del problema requerira primero un estudio de las fuerzas que 
actuan sobre un elemento diferencial de la banda. 

En la figura 8-18c se muestra un diagrama de cuerpo libre de un 
elemento con longitud ds. Si se supone movimiento inminente o movi¬ 
miento de la banda, la magnitud de la fuerza de friccion es dF = p dN. 
Esta fuerza se opone al movimiento deslizante de la banda, de modo 
que aumenta la magnitud de la fuerza de tension que actua en la banda 
mediante dT. Al aplicar las dos ecuaciones de equilibrio de fuerzas, 
tenemos 



\+2F x = 0; 
+S'2F y = 0; 


T cos(f) + fi dN - (T + dT) cosfy) = 0 
dN - (T + dT) ~ F sen {~^j = ® 


8 


Como dO es de tamaho infinitesimal , sen (dO/2) = d0/2 y cos (dO/2) = 1. 
Ademas, el producto de las dos infinitesimales dT y dO/2 puede ser ignorado 
al compararlo con infinitesimales de primer orden. Como resultado, las dos 
ecuaciones anteriores se convierten en 


y 


p dN = dT 

dN = T dO 



Al eliminar dN resulta 


— = p dO 
T 


(c) 

Fig. 8-18 


x 
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Movimiento o movimiento 
inminente de la banda 
con relacion a la superficie 



1 



Las bandas planas o en V se usan para 
transmitir el par de torsion desarrollado 
por un motor hacia una rueda unida a 
una bomba, un ventilador o un com- 
presor. 


A1 integrar esta ecuacion entre todos los puntos de contacto de la banda 
con el tambor, y observar que T = 7\ en 0 = 0 y T = T 2 en 0 = /3, 
resulta 



Inp = fiP 
1 1 


A1 despejar T 2 , obtenemos 


T 2 = T x e^ 


donde 


( 8 - 6 ) 


T 2 , T\ = tensiones en la banda; T ] se opone a la direccion del 
movimiento (o movimiento inminente) de la banda 
medido con relacion a la superficie, mientras que T 2 
actua en la direccion del movimiento relativo de la 
banda (o movimiento inminente); debido a la friccion, 

T 2 > Ti. 

Ijl = coeficiente de friccion estatica o cinetica entre la banda 
y la superficie de contacto. 

j8 = angulo entre la banda y la superficie de contacto, medi¬ 
do en radianes. 

e = 2.718..., base del logaritmo natural. 


Observe que T 2 es independiente del radio del tambor y que mas bien 
es una funcion del angulo de contacto entre la banda y la superficie de 
contacto, /3. Como resultado, esta ecuacion es valida para bandas planas 
que pasan sobre cualquier superficie de contacto curva. 
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EJEMPLO 8.8 


La tension maxima que puede desarrollarse en la cuerda que se 
muestra en la figura 8-19 a es de 500 N. Si la polea en A puede girar 
libremente y el coeficiente de friccion estatica en los tambores fijos 
B y C es jul s = 0.25, determine la masa mas grande que puede tener 
el cilindro y aun ser levantado por la cuerda. 



(a) 


SOLUCION 

Levantar el cilindro, que tiene un peso W = mg , ocasiona que la 
cuerda se mueva en sentido contrario al de las manecillas del reloj 
sobre los tambores localizados en B y C; por lo tanto, la tension 
maxima T 2 en la cuerda ocurre en D. Asi, F = T 2 = 500 N. Una 
seccion de la cuerda que pasa sobre el tambor en B se muestra en 
la figura 8-19 b. Como 180° = it rad, el angulo de contacto entre 
el tambor y la cuerda es /3 = (135 o /180°)7r = 37 t/ 4 rad. Si usamos la 
ecuacion 8-6, tenemos 


T 2 = 7y^; 500 N = T x e a25[(3/4)7rl 

Por consiguiente, 


500 N 

^0.25[(3/4)t7] 


500 N 
1.80 


277.4 N 


Como la polea en A puede girar libremente, el equilibrio requiere 
que la tension en la cuerda permanezca igual en ambos lados de la 
polea. 

La seccion de la cuerda que pasa sobre el tambor en C se mues¬ 
tra en la figura 8-19c. El peso W < 211A N. ^Por que? Al aplicar la 
ecuacion 8-6, obtenemos 


T 2 = T t e^\ 211A N = w e °- 25 [(3/ 4 M 

W = 153.9 N 


de modo que 


_ W _ 153.9 N 
g 9.81 m/s 2 

= 15.7 kg Resp. 


Movimiento 

inminente 



(b) 


Movimiento 

inminente 



Fig. 8-19 
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PROBLEMAS 


*8-88. Los bloques Ay B pesan 50 lb y 30 lb, respectiva- 
mente. Con los coeficientes de friccion estatica indicados, 
determine el peso mas grande del bloque D que no genere 
movimiento. 

•8-89. Los bloques Ay B pesan 75 lb cada uno, y D pesa 
30 lb. Con los coeficientes de friccion estatica indicados, 
determine la fuerza de friccion entre los bloques Ay B,y 
entre el bloque A y el piso C. 



8-91. Una cuerda que se enrolla sobre el tubo soportara 
un cilindro con masa de 250 kg. Determine la fuerza ver¬ 
tical F mas grande que puede aplicarse a la cuerda sin que 
el cilindro se mueva. La cuerda pasa ( a ) una vez sobre el 
tubo, (3 = 180°, y ( b ) dos veces sobre el tubo, [3 = 540°. 
Considere = 0.2. 



8-90. La cuerda que se enrolla sobre el tubo sostendra un 
cilindro con masa de 250 kg. Determine la fuerza vertical F 
mas pequena necesaria para soportar la carga si la cuerda 
pasa (a) una vez sobre el tubo, j8 = 180°, y ( b ) dos veces 
sobre el tubo, f3 = 540°. Considere /x 5 = 0.2. 


8 



*8-92. El bote tiene un peso de 500 lb y se mantiene en 
posicion a un lado del barco mediante los pescantes situa- 
dos en A y B. Un hombre con peso de 130 lb, y que esta 
de pie en el bote, enrolla una cuerda alrededor de un agui¬ 
lon situado en lo alto en el punto C y lo une al extremo 
del bote como se muestra. Si el bote se desconecta de los 
pescantes, determine el numero mmimo de medias vueltas 
que la cuerda debe tener alrededor del aguilon para que el 
bote pueda ser bajado con seguridad al agua a velocidad 
constante. Ademas, ^cual es la fuerza normal entre el bote 
y el hombre? El coeficiente de friccion cinetica entre la 
cuerda y el aguilon es /x 5 = 0.15. Sugerencia: el problema 
requiere que la fuerza normal entre los pies del hombre y 
el bote sea lo mas pequena posible. 



Prob. 8-90 


Prob. 8-92 
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•8-93. El nino de 100 lb ubicado en A esta suspendido 
del cable que pasa sobre la saliente rocosa con forma de 
un cuarto de circulo. Determine si es posible que la mujer 
de 185 lb lo suba; y si esto es posible, ^cual es la fuerza 
mas pequena que debe ejercer sobre el cable horizontal? 
El coeficiente de friccion estatica entre el cable y la roca 
es jn s = 0.2 y entre los zapatos de la mujer y el suelo es 
= 0 . 8 . 


•8-97. Determine la fuerza P mas pequena que es nece- 
saria en la palanca para impedir que la rueda gire cuan- 
do esta sometida a un par de torsion M = 250 N • m. El 
coeficiente de friccion estatica entre la banda y la rueda es 
l± s = 0.3. La rueda esta conectada mediante un pasador en 
su centro, B. 


8-94. El nino de 100 lb ubicado en A esta suspendido del 
cable que pasa sobre la saliente rocosa con forma de un 
cuarto de circulo. ^Cual es la fuerza horizontal que debe 
ejercer la mujer en A sobre el cable a fin de que el nino 
descienda a velocidad constante? Los coeficientes de fric¬ 
cion estatica y de friccion cinetica entre el cable y la roca 
son i± s = 0.4 y fL k = 0.35, respectivamente. 



Probs. 8-93/94 

8-95. Un cilindro D de 10 kg, que se encuentra unido a 
una pequena polea B , se coloca sobre la cuerda como se 
muestra en la figura. Determine el angulo 6 mas pequeno 
de modo que la cuerda no se deslice sobre la clavija en C. 
El cilindro en E tiene una masa de 10 kg, y el coeficiente 
de friccion estatica entre la cuerda y la clavija es /x 5 = 0.1. 



Prob. 8-97 


8-98. Si se aplica una fuerza de P = 200 N sobre el mango 
de la manivela de campana, determine el par de torsion M 
maximo que puede resistirse de modo que el volante no 
este a punto de girar en el sentido de las manecillas del 
reloj. El coeficiente de friccion estatica entre el freno de 
banda y el aro de la rueda es /jl s = 0.3. 


*8-96. Un cilindro D de 10 kg, que se encuentra unido a 
una pequena polea B , se coloca sobre la cuerda como se 
muestra en la figura. Determine el angulo 0 mas grande de 
modo que la cuerda no se deslice sobre la clavija en C. El 
cilindro en E tiene una masa de 10 kg, y el coeficiente de 
friccion estatica entre la cuerda y la clavija es /jl s = 0.1. 
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8-99. Demuestre que la relacion de friccion entre las 
tensiones en la banda, el coeficiente de friccion /x y 
los contactos angulares a y (3 para la banda en V es 

T 2 = 0/sen(a/2). 


8-102. El freno simple de banda esta construido de mane- 
ra que los extremos de la banda de friccion se conectan al 
pasador en A y al brazo de palanca en B. Si la rueda esta 
sometida a un par de torsion de M = 80 lb • pie, deter¬ 
mine la fuerza P mas pequena aplicada a la palanca que 
se requiere para mantener la rueda estacionaria. El coefi¬ 
ciente de friccion estatica entre la banda y la rueda es 
Us = 0.5. 







*8-100. Determine la fuerza desarrollada en el resorte 
AB a fin de evitar que la rueda gire cuando esta sometida 
a un momento de par de M = 200 N • m. El coeficiente de 
friccion estatica entre la banda y el aro de la rueda es /jl s = 
0.2, y entre la banda y la clavija C, i±' s = 0.4. La polea en B 
puede girar libremente. 

•8-101. Si la tension en el resorte es F AB = 2.5 kN, deter¬ 
mine el momento de par mas grande que puede aplicarse a 
la rueda sin causar que esta gire. El coeficiente de friccion 
estatica entre la banda y el aro de la rueda es /jl s = 0.2, 
y entre la banda y la clavija C, fi' s = 0.4. La polea en B 
puede girar libremente. 



8-103. Un granjero de 180 lb trata de evitar que la vaca 
escape al enrollar la cuerda dos vueltas alrededor del 
tronco del arbol, como se muestra en la figura. Si la vaca 
ejerce una fuerza de 250 lb sobre la cuerda, determine si 
el granjero puede detener de manera exitosa a la vaca. El 
coeficiente de friccion estatica entre la cuerda y el tronco 
es i± s = 0.15 y entre los zapatos del granjero y el suelo 
p's = 0-3. 



Probs. 8-100/101 


Prob. 8-103 
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*8-104. La viga uniforme de 50 lb esta sostenida por 
la cuerda que se encuentra unida al extremo de la viga, 
se enrolla sobre la clavija rugosa y despues se conecta 
al bloque de 100 kg. Si el coeficiente de friccion estatica 
entre la viga y el bloque, y entre la cuerda y la clavija, es 
/ i s = 0.4, determine la distancia maxima desde A a la que 
puede colocarse el bloque y aun permanecer en equilibrio. 
Suponga que el bloque no se volcara. 


8-107. La polea impulsora B en una videograbadora esta 
a punto de deslizarse cuando se somete a un par de torsion 
de M = 0.005 N • m. Si el coeficiente de friccion estatica 
entre la cinta y la polea impulsora y entre la cinta y las fle- 
chas fijas A y C es /jl s = 0.1, determine las tensiones T A y T 2 
desarrolladas en la cinta para lograr el equilibrio. 




•8-105. El hombre de 80 kg trata de bajar el embalaje de 
150 kg con una cuerda que pasa sobre la clavija rugosa. 
Determine el menor numero de vueltas completas ademas 
del enrollamiento basico (165°) alrededor de la clavija 
para realizar el trabajo. Los coeficientes de friccion estati¬ 
ca entre la cuerda y la clavija y entre los zapatos del hom¬ 
bre y el suelo son = 0.1 y /x' 5 = 0.4, respectivamente. 

8-106. Si la cuerda se enrolla tres vueltas completas ade¬ 
mas del enrollamiento basico (165°) alrededor de la cla¬ 
vija, determine si el hombre de 80 kg puede evitar que el 
embalaje de 300 kg se mueva. Los coeficientes de friccion 
estatica entre la cuerda y la clavija, y entre los zapatos del 
hombre y el suelo son /jl s = 0.1 y /jl' s = 0.4, respectivamente. 




Prob. 8-107 


*8-108. Determine el numero maximo de paquetes de 
50 lb que puede colocarse sobre la banda sin hacer que esta 
resbale en la rueda impulsora A que gira con una veloci- 
dad angular constante. La rueda B puede girar libremente. 
Ademas, encuentre el momento de torsion M correspon- 
diente que debe proporcionarse a la rueda A. La banda 
transportadora se tensa previamente con la fuerza hori¬ 
zontal de 300 lb. El coeficiente de friccion cinetica entre 
la banda y la plataforma P es i± k = 0.2, y el coeficiente de 
friccion estatica entre la banda y el aro de cada rueda es 
[i s = 0.35. 



a 


0.5 pie 



Probs. 8-105/106 


Prob. 8-108 
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•8-109. Los bloques Ay B tienen masas de 7 kg y 10 kg, 
respectivamente. Con los coeficientes de friccion estati- 
ca indicados, determine la fuerza P vertical maxima que 
puede aplicarse a la cuerda sin generar movimiento. 



8-110. Los bloques Ay B tienen masas de 100 kg y 150 kg, 
respectivamente. Si el coeficiente de friccion estatica entre 
Ay B,y entre B y C es /x 5 = 0.25, y entre las cuerdas y las 
clavijas D y E es i±' s = 0.5, determine la fuerza F mini¬ 
ma necesaria para generar el movimiento del bloque B si 
P = 30 N. 


*8-111. El bloque A tiene un peso de 100 lb y descan- 
sa sobre una superficie cuyo j ul s = 0.25. Si el coeficiente 
de friccion estatica entre la cuerda y la clavija fija en C es 
[jl s = 0.3, determine el peso mas grande del cilindro B sus- 
pendido que no genere movimiento. 



*8-112. El bloque A tiene una masa de 50 kg y descan- 
sa sobre una superficie B cuya /x 5 = 0.25. Si el coeficiente 
de friccion estatica entre la cuerda y la clavija fija en C es 
l±' s = 0.3, determine la masa mas grande del cilindro D 
suspendido que no genere movimiento. 

•8-113. El bloque A tiene una masa de 50 kg y descansa 
sobre una superficie B cuya /x s = 0.25. Si la masa del cilin¬ 
dro D suspendido es 4 kg, determine la fuerza de friccion 
que actua en A y verifique si ocurre movimiento. El coefi¬ 
ciente de friccion estatica entre la cuerda y la clavija fija en 
C es /ul' s = 0.3. 



Prob. 8-110 


Probs. 8-112/113 
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*8.6 Fuerzas de friccion en chumaceras 
de collarfn, chumaceras de pivote 
y discos 

Las chumaceras de pivote y de collarm se usan comunmente en maqui- 
nas para soportar una carga axial sobre una flecha en rotacion. En la 
figura 8-20 se muestran ejemplos tipicos. Siempre que las chumaceras 
no esten lubricadas o cuando lo esten solo parcialmente, pueden apli- 
carse las leyes de la friccion seca para determinar el momento necesario 
para girar la flecha cuando esta soporte una carga axial. 


P 


d? M 



R 


Chumacera de pivote 

(a) 



Chumacera de collarm 


(b) 


Fig. 8-20 


ma sis de friccion. La chumacera de collarm que se utiliza en 
la flecha de la figura 8-21 esta sometida a una fuerza axial P y tiene un 
area total de contacto o de apoyo - R\)- Siempre que la chuma¬ 
cera sea nueva y soportada uniformemente, la presion normal p sobre 
la chumacera sera uniformemente distribuida sobre esta area. Como 
= 0, entonces p , medida como una fuerza por unidad de area, es 

p = p/<R 2 2 - R\)- 

El momento necesario para causar una rotacion inminente de la flecha 
puede ser determinado a partir del equilibrio de momentos con respecto 
al eje z- Un elemento diferencial de area dA = (r d6)(dr), mostrado en la 
figura 8-21, esta sometido a una fuerza normal dN = p dA y una fuerza 
de friccion asociada, 



dF = p s dN = p s p dA 


PsP 

7t(R 2 2 ~ R\) 


dA 


Fig. 8-21 
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Friccion 



Fig. 8-21 (repetida) 


La fuerza normal no genera un momento con respecto al eje z de la 
flecha; sin embargo, la fuerza de friccion si lo hace y es dM = r dF. 
La integracion es necesaria para calcular el momento aplicado M nece- 
sario para veneer todas las fuerzas de friccion. Por lo tanto, para un 
movimiento rotacional inminente, 


= 0 ; 




El motor que hace girar el disco de esta 
pulidora desarrolla un par de torsion 
que debe veneer las fuerzas de fric¬ 
cion que actuan sobre el disco. 


Al sustituir para dFy dAe integrar sobre toda el area de apoyo resulta 


[ R 'f\ 

t^ s P 

JR x Jo 

Itt(R 2 2 - R\) \ 


(r d6 dr) 


7t(R 2 2 - R\) 



o bien, 



(8-7) 


El momento desarrollado en el extremo de la flecha, al girar esta con 
rapidez constante, puede encontrarse al sustituir p k por p s en la ecua¬ 
cion 8-7. 

En el caso de una chumacera de pivote, figura 8-20a, entonces R 2 = R 
y i?! = 0, y la ecuacion 8-7 se reduce a 


M = | ii s PR (8-8) 

Recuerde que tanto la ecuacion 8-7 como la 8-8 se aplican solo a 
superficies de apoyo sometidas a presion constante. Si la presion no 
es uniforme, debe determinarse una variacion de la presion como una 
funcion del area de apoyo antes de integrar para obtener el momento. 
El siguiente ejemplo ilustra este concepto. 
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EJEMPLO 8.9 


La barra uniforme que se muestra en la figura 8-22 a tiene un peso 
de 4 lb. Si se supone que la presion normal que actua en la superfi- 
cie de contacto varia linealmente a lo largo de la longitud de la barra 
como se muestra, determine el momento de par M requerido para 
girar la barra. Suponga que el ancho de la barra es insignificante en 
comparacion con su longitud. El coeficiente de friccion estatica es 
igual a i± s = 0.3. 


SOLUCI6N 

En la figura 8-22 b se muestra un diagrama de cuerpo libre de la 
barra. La intensidad w 0 de la carga distribuida en el centro (x = 0) se 
determina a partir del equilibrio de fuerzas verticales, figura 8-22*3. 



■ T = 0; -41b+ 2 


11 2 piesjwo 


= 0 w () = 


Como w = 0 en % = 2 pies, la carga distribuida expresada 
funcion de x es 


2 lb/pie 

como una 


»..(21b/pi e )(l-^).2 — , 

La magnitud de la fuerza normal que actua sobre un segmento dife- 
rencial de area con longitud dx es entonces 

dN = w dx = (2 — x)dx 

La magnitud de la fuerza de friccion que actua sobre el mismo ele- 
mento de area es 


dF = fjj s dN = 0.3(2 - x)dx 

Por lo tanto, el momento generado por esta fuerza con respecto al 
eje z es 


dM = x dF = 0.3(2x - x 2 )dx 

La sumatoria de momentos con respecto al eje z de la barra se deter¬ 
mina por integracion, de donde se obtiene 

2M Z = 0; M - 2 J (0.3)(2x - x 2 ) dx = 0 

M = 0.8 lb • pie Resp. 


z 



Fig. 8-22 
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Desenrollar el cable de este carrete 
requiere veneer la friccion de la flecha 
de soporte. 





(a) 

Fig. 8-23 


8.7 Fuerzas de friccion en chumaceras 
lisas 

Cuando una flecha o un eje estan sometidos a cargas laterales, comun- 
mente se usa una chumacera lisa como soporte. Si la chumacera no esta 
lubricada, o lo esta solo en parte, un analisis razonable de la resistencia 
a la friccion puede basarse en las leyes de la friccion seca. 


Analisis de friccion. En la figura 8-23# se muestra un soporte 
tipico de chumacera lisa. Cuando la flecha gira, el punto de contacto se 
mueve hacia arriba sobre la pared de la chumacera hasta algun punto 
A donde ocurre el deslizamiento. Si la carga vertical que actua en el 
extremo de la flecha es P, entonces la fuerza reactiva de apoyo R que 
actua en A sera igual y opuesta a P, figura 8-23 b. El momento necesa- 
rio para mantener la rotacion constante de la flecha se puede encon- 
trar sumando momentos con respecto al eje z de la flecha; es decir, 

= 0; M - (R sen (f> k )r = 0 


o bien 


M = Rr sen <f k (8-9) 

donde f> k es el angulo de friccion cinetica definido por tan <j) k = F/N = 
fi k N/N = fi k . En la figura 8-23c, se ve que r sen <j) k = r y-. El circulo de 
lmeas discontinuas y de radio Vf se llama circulo de friccion, y conforme 
la flecha gira, la reaccion R sera siempre tangente a el. Si la chumacera 
esta parcialmente lubricada, i± k es pequena y, por lo tanto, sen <j> k ~ tan 
c f> k ~ [JL k . En estas condiciones, una aproximacion razonable al momento 
necesario para veneer la resistencia a la friccion se convierte en 

M ~ Rri± k (8-10) 

En la practica, este tipo de chumacera lisa no es adecuado para servi- 
cio de larga duracion ya que la friccion entre la flecha y la chumacera 
desgastara las superficies. En vez de esta chumacera, los disenadores 
incorporan “chumaceras de bola” o “rodillos” para minimizar las per- 
didas de friccion. 
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EJEMPLO 8.10 


La polea de 100 mm de diametro que se muestra en la figura 8-24? 
cabe holgadamente en una flecha de 10 mm de diametro cuyo coefi- 
ciente de friccion estatica es fi s = 0.4. Determine la tension T minima 
necesaria en la banda para ( a ) elevar el bloque de 100 kg y ( b ) bajar 
el bloque. Suponga que no ocurre deslizamiento entre la banda y la 
polea e ignore el peso de la polea. 


50 mm 



100 kg T (a) 


SOLUCION 

Parte (a). En la figura 8-24 b se muestra un diagrama de cuerpo libre 
de la polea. Cuando la polea esta sometida a tensiones de la banda de 
981 N cada una, hace contacto con la flecha localizada en el punto P x . 
Conforme la tension T se incremente , el punto de contacto se movera 
alrededor de la flecha hasta el punto P 2 antes de que el movimiento 
sea inminente. Conforme a la figura, el circulo de friccion tiene un 
radio jy = r sen 4> s . Con la simplificacion sen 4> s ~ tan 4> s ~ /x 5 , entonces 
rf ~ r/ji s = (5 mm)(0.4) = 2 mm, por lo que al sumar momentos con 
respecto a P 2 se obtiene 

C +2M ?2 = 0; 981 N(52 mm) - T( 48 mm) = 0 

T = 1063 N = 1.06 kN Resp. 

Si se usa un analisis mas exacto, entonces <fi s = tan -1 0.4 = 21.8°. 
Asi, el radio del circulo de friccion seria rf = r sen 4> s = 5 sen 
21.8° = 1.86 mm. Por lo tanto, 

C+EMp 2 = 0; 

981N(50mm + 1.86 mm) - T (50 mm - 1.86 mm) = 0 

T = 1057 N = 1.06 kN Resp. 

Parte (b). Cuando el bloque se baja, la fuerza resultante R que 
actua sobre la flecha pasa por el punto que se muestra en la figura 
8-24c. Al sumar momentos con respecto a este punto resulta 

C+2Mp 3 = 0; 981 N(48 mm) - 7(52 mm) = 0 

T = 906 N Resp. 

NOTA: por lo tanto, la diferencia entre subir y bajar el bloque es 
157 N. 




Fig. 8-24 
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*8.8 Resistencia al rodamiento 



Superficie rigida de contacto 


(a) 



(d) 

Fig. 8-25 


Cuando un cilindro rigido rueda a velocidad constante a lo largo de una 
superficie rigida , la fuerza normal ejercida en el cilindro por la superficie 
actua perpendicularmente a la tangente en el punto de contacto, como 
se muestra en la figura 8-25 a. Sin embargo, en la realidad no existen los 
materiales perfectamente rigidos y, por lo tanto, la reaccion de la super¬ 
ficie en el cilindro consiste en una distribucion de presion normal. Por 
ejemplo, considere que el cilindro esta hecho de un material muy duro 
y que la superficie sobre la cual rueda es relativamente suave. Debido a 
su peso, el cilindro comprime la superficie que esta debajo de el, figura 
8-25 b. Cuando el cilindro rueda, el material de la superficie frente al cilin¬ 
dro retarda el movimiento ya que se deforma , en tanto que el material 
en la parte posterior se restaura del estado deformado y por ello tiende 
a empujar al cilindro hacia delante. Las presiones normales que actuan 
de esta manera sobre el cilindro estan representadas en la figura 8-25 b 
mediante sus fuerzas resultantes N d y N r . Como la magnitud de la fuerza 
de deformation, N d , y su componente horizontal es siempre mayor 
que la de restauracion , N r , en consecuencia se debe aplicar una fuerza 
impulsora horizontal P al cilindro para mantener el movimiento, figura 
8-256.* 

La resistencia al rodamiento es causada principalmente por este 
efecto, aunque es tambien, en menor grado, el resultado de la adhe¬ 
sion superficial y el microdeslizamiento relativo entre las superficies 
de contacto. Como la fuerza real P necesaria para veneer esos efectos 
es dificil de determinar, desarrollaremos aqui un metodo simplificado 
para explicar una manera en que los ingenieros han analizado este feno- 
meno. Para hacer esto, consideraremos la resultante de to da la presion 
normal, N = + N r , que actua sobre el cilindro, figura 8-25c. Como 

se muestra en la figura 8-25 d, esta fuerza actua a un angulo 6 con la 
vertical. Para mantener el cilindro en equilibrio, esto es, que ruede con 
una rapidez constante, es necesario que N sea concurrente con la fuerza 
impulsora P y el peso W. Al sumar momentos con respecto al punto A 
se obtiene Wa = P(r cos 6). Puesto que por lo general las deformacio- 
nes son muy pequenas en relacion con el radio del cilindro, cos 6 ~ 1; 
por consiguiente, 

Wa-Pr 


o bien, 



( 8 - 11 ) 


La distancia a se denomina coeficiente de resistencia al rodamiento , la 
cual tiene la dimension de longitud. Por ejemplo, a ~ 0.5 mm para una 
rueda que gira sobre un riel, ambos hechos de acero dulce. Para cojinetes 


*En realidad, la fuerza de deformation N d ocasiona que se almacene energta en el 
material cuando su magnitud aumenta, mientras que la fuerza restauradora N r , cuando 
su magnitud disminuye, permite que parte de esta energia sea liberada. La energia 
restante se pierde ya que se usa para calentar la superficie, y si el peso del cilindro es 
muy grande, eso explica la deformation permanente de la superficie. Para compensar 
esta perdida, la fuerza horizontal P debe realizar su trabajo. 
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de bolas de acero endurecido, a « 0.1 mm. Sin embargo, experimental- 
mente este factor es dificil de medir, ya que depende de parametros 
como la velocidad de rotacion del cilindro y las propiedades elasticas 
de las superficies de contacto, asi como del acabado de la superficie. 
Por esta razon, a los datos para la determinacion de a se les concede 
poca confianza. De cualquier manera, el analisis presentado aqui indi- 
ca por que, en las mismas condiciones, una carga pesada (W) ofrece 
mayor resistencia al movimiento (P) que una carga ligera. Ademas, 
como Wa/r es generalmente muy pequena comparada con la fuer- 
za necesaria para hacer rodar el cilindro sobre la superficie sera mucho 
menor que la requerida para deslizarlo sobre la misma superficie. Por 
esta razon, con frecuencia se usan los rodillos o los cojinetes de bolas 
para minimizar la resistencia a la friccion entre partes moviles. 




La resistencia al rodamiento de las ruedas 
de ferrocarril sobre los rieles es pequena 
ya que el acero es muy rigido. Por compa- 
racion, la resistencia al rodamiento de las 
ruedas de un tractor en un campo mojado 
es muy grande. 


EJEMPLO 8.11 


La rueda de acero de 10 kg que se muestra en la figura 8-26^ tiene 
un radio de 100 mm y descansa sobre un piano inclinado hecho de 
madera. Si 6 se incrementa de manera que la rueda comienza a girar 
con velocidad constante cuando 6 = 1.2°, determine el coeficiente 
de resistencia al rodamiento. 



98.1 N 


soluciOn 

Como se muestra en el diagrama de cuerpo libre, figura 8-2 6b, cuan¬ 
do la rueda esta a punto de moverse, la reaccion normal N actua en 
el punto A definido por la dimension a. Al resolver el peso en las 
componentes paralela y perpendicular al piano inclinado, y sumar 
momentos con respecto al punto A, se obtiene 

Q + 2M a = 0; 

- (98.1 cos 1.2° N)(a) + (98.1 sen 1.2° N)(100 cos 1.2° mm) = 0 
Al despejar, obtenemos 

a = 2.09 mm Resp. 



(b) 

Fig. 8-26 
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PROBLEMAS 


8-114. La chumacera de collarfn soporta de manera uni¬ 
forme una fuerza axial de P = 800 lb. Si el coeficiente de 
friccion estatica es /x 5 = 0.3, determine el par M requerido 
para veneer la friccion. 

8-115. La chumacera de collarin soporta de manera uni¬ 
forme una fuerza axial de P = 500 lb. Si se aplica un par de 
torsion de M = 3 lb • pie a la flecha y la hace girar a veloci- 
dad constante, determine el coeficiente de friccion cinetica 
en la superficie de contacto. 



•8-117. El embrague de disco se usa en las transmisio- 
nes manuales de los automoviles. Si se usan cuatro resortes 
para forzar las dos placas Ay B una contra la otra, deter¬ 
mine la fuerza en cada resorte requerida para transmitir 
un momento de M = 600 lb • pie a traves de las placas. El 
coeficiente de friccion estatica entre A y B es /jl s = 0.3. 



Prob. 8-117 


8 


*8-116. Si el resorte ejerce una fuerza de 900 lb sobre el 
bloque, determine el par de torsion requerido para girar 
la flecha. El coeficiente de friccion estatica en todas las 
superficies de contacto es /x s = 0.3. 


8-118. Si se aplica P = 900 N a la manija de la manivela 
de campana, determine el maximo par de torsion M que 
puede transmitir el embrague de cono. El coeficiente de 
friccion estatica en la superficie de contacto es /jl s = 0.3. 



M 



Prob. 8-116 


Prob. 8-118 
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8-119. Debido al desgaste en los bordes, la chumacera de 
pivote esta sometida a una distribucion de presion conica 
en su superficie de contacto. Determine el par de torsion 
M requerido para veneer la friccion y girar la flecha, la 
cual soporta una fuerza axial P. El coeficiente de friccion 
estatica es i± s . Para la solucion, es necesario determinar la 
presion pico p 0 en terminos de P y del radio R de la chu¬ 
macera. 


P 



Prob. 8-119 


•8-121. La flecha esta sometida a una fuerza axial P. Si 
la presion reactiva sobre la chumacera conica es uniforme, 
determine el par M que solo es suficiente para girar la fle¬ 
cha. El coeficiente de friccion estatica en la superficie de 
contacto es /x 5 . 



Prob. 8-121 


*8-120. La chumacera de pivote esta sometida a una dis¬ 
tribucion de presion parabolica en su superficie de contac¬ 
to. Si el coeficiente de friccion estatica es /x s , determine el 
par de torsion M requerido para veneer la friccion y girar 
la flecha, si esta soporta una fuerza axial P. 



8-122. El tractor se usa para empujar el tubo de 1500 lb. 
Para lograrlo, debe veneer las fuerzas de friccion en el 
suelo causadas por la arena. Suponga que la arena ejerce 
una presion sobre el fondo del tubo como se muestra, y que 
el coeficiente de friccion estatica entre el tubo y la arena 
es j u s = 0.3; determine la fuerza requerida para empujar el 
tubo hacia delante. Encuentre tambien la presion pico p 0 . 


8 



Prob. 8-120 


Prob. 8-122 
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8-123. La chumacera conica esta sometida a una distri- 
bucion constante de presion en su superficie de contacto. 
Si el coeficiente de friccion estatica es fi s , determine el par 
de torsion M requerido para veneer la friccion si la flecha 
soporta una fuerza axial P. 


P 



*8-124. Si se supone que la variacion de presion en la 
parte baja de la chumacera de pivote se define como p = 
Po(R 2 / r ), determine el par de torsion M necesario para 
veneer la friccion si la flecha esta sometida a una fuer¬ 
za axial P. El coeficiente de friccion estatica es p, s . Para la 
solucion, es necesario determinar p 0 en terminos de P y las 
dimensiones de la chumacera Rx y R 2 . 


P 



•8-125. La flecha de radio r entra holgadamente en la 
chumacera lisa. Si la flecha transmite una fuerza vertical P 
a la chumacera y el coeficiente de friccion cinetica entre la 
flecha y la chumacera es [i k , determine el par de torsion M 
requerido para girar la flecha con velocidad constante. 



Prob. 8-125 


8-126. La polea esta soportada por un pasador con dia- 
metro de 25 mm. Si la polea entra holgadamente en el 
pasador, determine la fuerza P minima requerida para 
levantar la cubeta, cuya masa es de 20 kg y el coeficiente 
de friccion estatica entre la polea y el pasador es p, s = 0.3. 
Ignore la masa de la polea y suponga que el cable no se 
desliza sobre ella. 

8-127. La polea esta soportada por un pasador con dia- 
metro de 25 mm. Si la polea entra holgadamente en el 
pasador, determine la fuerza P maxima que puede aplicar- 
se a la cuerda y aun asi bajar la cubeta. La cubeta tiene una 
masa de 20 kg y el coeficiente de friccion estatica entre la 
polea y el pasador es /x 5 = 0.3. Ignore la masa de la polea y 
suponga que el cable no se desliza sobre ella. 



Prob. 8-124 


Probs. 8-126/127 
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*8-128. Los cilindros estan suspendidos del extremo de la 
barra, la cual entra holgadamente en un pasador de 40 mm. 
Si A tiene una masa de 10 kg, determine la masa requerida 
B que solo baste para evitar que la barra gire en el sentido 
de las manecillas del reloj. El coeficiente de friccion esta- 
tica entre la barra y el pasador es /x 5 = 0.3. Ignore la masa 
de la barra. 

•8-129. Los cilindros estan suspendidos del extremo de la 
barra, la cual entra holgadamente en un pasador de 40 mm. 
Si A tiene una masa de 10 kg, determine la masa requerida 
B que solo baste para evitar que la barra gire en sentido 
contrario al de las manecillas del reloj. El coeficiente de 
friccion estatica entre la barra y el pasador es \ul s = 0.3. 
Ignore la masa de la barra. 



8-130. La biela esta unida al piston mediante un pasa¬ 
dor de 0.75 pulg de diametro en B y la flecha de manivela 
mediante una chumacera A de 2 pulg de diametro. Si el 
piston se mueve hacia abajo y el coeficiente de friccion 
estatica en los puntos de contacto es jn s = 0.2, determine el 
radio del cfrculo de friccion en cada conexion. 

8-131. La biela esta unida al piston mediante un pasa¬ 
dor de 20 mm de diametro en B y la flecha de manivela 
mediante una chumacera A de 50 mm de diametro. Si el 
piston se mueve hacia arriba y el coeficiente de friccion 
estatica en los puntos de contacto es jn s = 0.3, determine el 
radio del cfrculo de friccion en cada conexion. 



Probs. 8-130/131 


*8-132. La polea de 5 kg tiene un diametro de 240 mm y 
el eje tiene un diametro de 40 mm. Si el coeficiente de fric¬ 
cion cinetica entre el eje y la polea es jL k = 0.15, determine 
la fuerza vertical P sobre la cuerda requerida para levantar 
el bloque de 80 kg a velocidad constante. 

•8-133. Resuelva el problema 8-132 si la fuerza P se apli- 
ca horizontalmente hacia la derecha. 



8-134. La manivela de campana entra con holgura en un 
pasador de 0.5 pulg de diametro. Determine la fuerza P 
requerida que baste para girar la manivela de campana en 
el sentido de las manecillas del reloj. El coeficiente de fric¬ 
cion estatica entre el pasador y la manivela de campana es 
Ms = 0.3. 

8-135. La manivela de campana entra cn holgura en un 
pasador de 0.5 pulg de diametro. Si P = 41 lb, la manivela 
de campana esta a punto girar en sentido contrario al de 
las manecillas del reloj. Determine el coeficiente de fric¬ 
cion estatica entre el pasador y la manivela de campana. 
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*8-136. El vagon de mina junto con su carga pesa 150 lb. 
Si el coeficiente de resistencia al rodamiento es a = 0.03 
pulg, determine la fuerza P requerida para jalar el vagon 
con velocidad constante. 



Prob. 8-136 


•8-137. El rodillo de podadora tiene una masa de 80 kg. 
Si el brazo BA se mantiene en un angulo de 30° con la 
horizontal y el coeficiente de resistencia al rodamiento del 
rodillo es de 25 mm, determine la fuerza P necesaria para 
empujar el rodillo con velocidad constante. Ignore la fric¬ 
cion desarrollada en el eje y suponga que la fuerza resultan- 
te P que actua sobre la manija se aplica a lo largo de BA. 



Prob. 8-137 

8-138. Determine la fuerza P requerida para veneer la 
resistencia al rodamiento y jalar el rodillo de 50 kg hacia 
arriba sobre el piano inclinado con velocidad constante. El 
coeficiente de resistencia al rodamiento es a = 15 mm. 

8-139. Determine la fuerza P requerida para veneer la 
resistencia al rodamiento y sostener el rodillo de 50 kg si 
este rueda hacia abajo sobre el piano inclinado con veloci¬ 
dad constante. El coeficiente de resistencia al rodamiento 
es a = 15 mm. 



*8-140. El cilindro esta sometido a una carga que tiene 
un peso W. Si los coeficientes de resistencia al rodamiento 
para las superficies superior e inferior del cilindro son a A y 
a B , respectivamente, demuestre que se requiere una fuerza 
con magnitud P = [W(a A + a B )\/2r para mover la carga y 
hacer rodar el cilindro hacia delante. Ignore el peso del 
cilindro. 



Prob. 8-140 


•8-141. La viga de acero de 1.2 Mg se mueve sobre una 
superficie plana con una serie de rodillos de 30 mm de dia- 
metro, para los cuales el coeficiente de resistencia al roda¬ 
miento es de 0.4 mm en el suelo y 0.2 mm en la superficie 
inferior de la viga. Determine la fuerza horizontal P nece¬ 
saria para empujar la viga hacia delante a velocidad cons¬ 
tante. Sugerencia: utilice el resultado del problema 8-140. 


oooooooooo 


Prob. 8-141 


8-142. Determine la fuerza horizontal P minima que 
debe ejercerse sobre el bloque de 200 lb para moverlo 
hacia delante. Cada uno de los rodillos pesa 50 lb, y el 
coeficiente de resistencia al rodamiento en las superficies 
superior e inferior es a = 0.2 pulg. 



Probs. 8-138/139 


Prob. 8-142 
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REPASO DEL CAPITULO 


Friccion seca 

Entre dos superficies rugosas en con¬ 
tacts existen fuerzas de friccion. Estas 
fuerzas actuan sobre un cuerpo al opo- 
nerse al movimiento o a la tendencia de 
su movimiento. 


Una fuerza de friccion estatica se aproxi- 
ma a un valor maximo de F s = jjl s N, 
donde /x v es el coeficiente de friccion esta¬ 
tica. En este caso, el movimiento entre 
las superficies de contacto es inminente. 


Si ocurre el deslizamiento, entonces la 
fuerza de friccion permanece esencial- 
mente constante e igual a F k = ii k N. 
Aqui, [ifc es el coeficiente de friccion 
cinetica. 



W 


W 



r 

P 



P 







Superficie rugosa 

F i 





N 




La solucion de un problema que impli- 
ca friccion requiere trazar primero el 
diagrama de cuerpo libre del cuerpo. Si 
las incognitas no pueden ser determina- 
das estrictamente a partir de las ecuacio- 
nes de equilibrio, y existe la posibilidad 
de que ocurra el deslizamiento, entonces 
la ecuacion de friccion debe aplicarse en 
los puntos de contacto apropiados para 
completar la solucion. 


Tambien es posible que objetos esbel- 
tos, como embalajes, se vuelquen, y esta 
situacion debe ser investigada. 



Deslizamiento inminente 
F=ti s N 
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Cunas 

Las cunas son pianos inclinados usados 
para aumentar la aplicacion de una fuer- 
za. Las dos ecuaciones de equilibrio de 
fuerzas se usan para relacionar las fuer- 
zas que actuan sobre la cuna. 

Una fuerza aplicada P debe empujar 
sobre la cuna para moverlo hacia la 
derecha. 


ZF X = 0 

ZFy = 0 


Si los coeficientes de friccion entre las 
superficies son suficientemente grandes, 
entonces P puede retirarse y la cuna 
sera autobloqueante y permanecera en 
su lugar. 


P 


Tornillos 


Los tornillos de rosea cuadrada se usan 
para mover cargas pesadas. Representan 
un piano inclinado, enrollado alrededor 
de un cilindro. 

El momento necesario para girar un tor- 
nillo depende del coeficiente de friccion 
y del angulo 6 de paso del tornillo. 


M = Wr tan (6 + </) s ) 
Movimiento inminente 
del tornillo hacia arriba 

M' = Wr tan (0 - <fc) 
Movimiento inminente 
del tornillo hacia abaio 
6 > cp 


Si el coeficiente de friccion entre las 
superficies es suficientemente grande, 
entonces el tornillo soportara la carga sin 
que tienda a girar, es decir, sera auto¬ 
bloqueante. 


M" = Wr tan(c f> - 0 S ) 
Movimiento del tornillo 
hacia abajo 

<p s > e 



inminente 



W 

\ 

-LLJiM 


gl 

'I! 

/ 2 * > 


Momento o momento 
inminente de la banda relativo 
a la superficie 


Bandas planas 

La fuerza necesaria para mover una 
banda plana sobre una superficie curva 
rugosa depende solo del angulo de con- 
tacto de la banda, p, y del coeficiente de 
friccion. 
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Chumaceras de collarm y discos 

El analisis de friccion de una chumacera 
de collarm o disco requiere considerar 
un elemento diferencial del area de con¬ 
tacts. La fuerza normal que actua sobre 
este elemento se determina a partir del 
equilibrio de fuerzas a lo largo de la fle- 
cha, y el momento necesario para girar 
la flecha a una razon constante se deter¬ 
mina a partir del equilibrio de momentos 
con respecto al eje de la flecha. 

Si la presion sobre la superficie de una 
chumacera de collarm es uniforme, 
entonces la integracion da el resultado 
que se muestra. 



* 1 -*? 

Rl-R\ 


Chumaceras lisas 


Cuando se aplica un momento a una 
flecha en una chumacera lisa no lubri- 
cada o parcialmente lubricada, la flecha 
tendera a rodar en la chumacera hasta 
que ocurra el deslizamiento. Lo anterior 
define el radio de un cfrculo de friccion, 
y con base en este se puede determinar el 
momento necesario para girar la flecha. 


Resistencia al rodamiento 


La resistencia de una rueda a girar sobre 
una superficie la ocasiona la deforma¬ 
tion de los dos materiales que entran 
en contacto. Esto hace que la fuerza 
normal resultante que actua sobre el 
cuerpo rodante se incline y proporcione 
una componente que actua en la direc- 
cion opuesta a la fuerza aplicada P que 
genera el movimiento. El efecto se carac- 
teriza por el coeficiente de resistencia al 
rodamiento , a , el cual se determina de 
manera experimental. 


P 


Wa 

r 



P 
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PROBLEMAS DE REPASO 


8-143. Una sola fuerza P se aplica a la manija del cajon. 
Si no se considera la friccion en el fondo y el coeficiente de 
friccion estatica a lo largo de los lados es /x 5 = 0.4, deter¬ 
mine la separacion s mas grande posible entre las manijas 
simetricamente colocadas de manera que el cajon no se 
trabe en las esquinas Ay B cuando se aplique la fuerza P 
a una de las manijas. 


•8-145. La camioneta tiene masa de 1.25 Mg y su centro 
de masa en G. Determine la carga mas grande que esta 
camioneta puede jalar si (a) tiene traccion en las ruedas 
traseras mientras que las delanteras pueden girar libre- 
mente, y ( b ) tiene traccion en las cuatro ruedas. El coefi¬ 
ciente de friccion estatica entre las ruedas y el suelo es 
Ijl s = 0.5, y entre el embalaje y el terreno es i±' s = 0.4. 

8-146. Resuelva el problema 8-145 si la camioneta y el 
embalaje suben por un piano inclinado de 10°. 



Prob. 8-143 


Probs. 8-145/146 


*8-144. El arco semicircular delgado de peso W y centro 
de gravedad en G esta suspendido por la clavija peque- 
na en A. Una fuerza horizontal P se aplica lentamente en 
B. Si el arco comienza a deslizarse en A cuando 6 = 30°, 
determine el coeficiente de friccion estatica entre el arco 
y la clavija. 


8 


8-147. Si el bloque A tiene una masa de 1.5 kg, determine 
la masa maxima del bloque B que no genere movimien- 
to del sistema. El coeficiente de friccion estatica entre los 
bloques y los pianos inclinados es /jl s = 0.2. 




Prob. 8-144 


Prob. 8-147 
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*8-148. El cono tiene un peso W y centro de gravedad en 
G. Si una fuerza horizontal P se aplica gradualmente a la 
cuerda unida a su vertice, determine el coeficiente maxi- 
mo de friccion estatica para que ocurra el deslizamiento. 



Prob. 8-148 


•8-149. El tractor jala el tronco fijo de un arbol. Deter¬ 
mine el par de torsion que debe aplicar el motor a las ruedas 
traseras para causar su deslizamiento. Las ruedas delante- 
ras pueden girar libremente. El tractor pesa 3500 lb y tiene 
un centro de gravedad en G. El coeficiente de friccion esta¬ 
tica entre las ruedas posteriores y el terreno es i± s = 0.5. 

8-150. El tractor jala el tronco fijo de un arbol. Si el 
coeficiente de friccion estatica entre las ruedas traseras y 
el terreno es /jl s = 0.6, determine si las ruedas traseras se 
deslizan o las delanteras se levantan del terreno cuando 
el motor proporciona un par de torsion a las ruedas tra¬ 
seras. ^Cual es el par de torsion necesario para ocasionar 
el movimiento? Las ruedas delanteras pueden girar libre¬ 
mente. El tractor pesa 2500 lb y tiene su centro de grave¬ 
dad en G. 


8-151. Un constructor de techos, cuya masa es de 70 kg, 
camina lentamente hacia abajo desde la posicion mas alta 
a lo largo de la superficie de un domo que tiene un radio 
de curvatura de r = 20 m. Si el coeficiente de friccion esta¬ 
tica entre sus zapatos y el domo es /x 5 = 0.7, determine el 
angulo 6 al cual comenzara a resbalarse. 



Prob. 8-151 

*8-152. La columna D esta sometida a una carga verti¬ 
cal de 8000 lb. Esta soportada sobre dos curias identicas 
Ay B para las cuales el coeficiente de friccion estatica en 
las superficies de contacto entre A y B y entre B y C es 
l± s = 0.4. Determine la fuerza P necesaria para levantar la 
columna y la fuerza de equilibrio F necesaria para man- 
tener fija la cuna A. La superficie de contacto entre A y 
D es lisa. 

•8-153. La columna D esta sometida a una carga verti¬ 
cal de 8000 lb. Esta soportada sobre dos cunas identicas 
Ay B para las cuales el coeficiente de friccion estatica en 
las superficies de contacto entre A y B y entre B y C es 
l± s = 0.4. Si se retiran las fuerzas P y P', ^son autoblo- 
queantes las cunas? La superficie de contacto entre A y 
D es lisa. 



8000 lb 
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Probs. 8-149/150 


Probs. 8-152/153 
















































Cuando se disena un tanque de agua, es importante tener la capacidad de 
determinar su centro de gravedad, calcular su volumen y area superficial, y 
reducir las cargas tridimensionales distribuidas, causadas por la presion del 
agua a sus resultantes. Todos estos temas se analizan en el presente capitulo. 






Centro de gravedad 
y centroide 



OBJETIVOS DEL CAPITULO 

• Analizar los conceptos de centro de gravedad, centro de masa y 
centroide. 

• Mostrar como se determina la ubicacion del centro de gravedad 
y el centroide para un sistema de particulas discretas y un cuerpo 
de forma arbitraria. 

• Utilizar los teoremas de Pappus y Guldinus para encontrar el area 
superficial y el volumen de un cuerpo que tiene simetria axial. 

• Presentar un metodo para encontrar la resultante de una carga 
general distribuida y mostrar como se aplica para encontrar la 
fuerza resultante de una carga de presion causada por un fluido. 


9.1 Centro de gravedad, centro de 
masa y el centroide de un cuerpo 

En esta seccion mostraremos primero como localizar el centro de grave¬ 
dad para un cuerpo y despues demostraremos que el centro de masa y el 
centroide de un cuerpo pueden desarrollarse con este mismo metodo. 

Centro de gravedad. Un cuerpo esta compuesto de un numero 
infinito de particulas de tamano diferencial, y por tal razon si el cuerpo 
se ubica dentro de un campo gravitatorio, entonces cada una de estas 
particulas tendra un peso dW , figura 9-1*2. Estos pesos formaran un 
sistema de fuerzas aproximadamente paralelas, y la fuerza resultante 
de este sistema es el peso total del cuerpo, la cual pasa a traves de un 
solo punto llamado el centro de gravedad , G, figura 9-1 b* 


*Esto es cierto mientras se suponga que el campo de gravedad tiene la misma magnitud 
y direccion en todas partes. Ese supuesto es apropiado para la mayona de las aplica- 
ciones de ingenieria, ya que la gravedad no varfa apreciablemente entre, por ejemplo, 
la parte inferior y la superior de un edificio. 
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Con los metodos delineados en la section 4.8, el peso de un cuerpo es 
la suma de los pesos de todas sus particulas, es decir 

+ lF R = J,F Z ; W = JdW 

La ubicacion del centro de gravedad, medida desde el eje y, se determi- 
na al igualar el momento de W con respecto al eje y, figura 9-16, con la 
suma de los momentos de los pesos de las particulas con respecto a ese 
mismo eje. Si dW se ubica en el punto (x, y, z), figura 9-1 a, entonces 

(M r ) v = EM y ; xW = fxdW 

De la misma manera, si se suman los momentos con respecto al eje x, 
(M r ) x = 2M X ; yW = JydW 

Por ultimo, imagine que el cuerpo esta fijo dentro del sistema de coor- 
denadas y este sistema se gira 90° con respecto al eje y, figura 9-lc. 
Entonces la suma de los momentos con respecto al eje y es 

(M R ) y = ^My, zW = fzdw 

Por lo tanto, la ubicacion del centro de gravedad G con respecto a los 
ejes x, y y z se convierte en 


j~ xd W j 

ydW J 

z dW 

X n y 

) dw J 

f dW j 

[ dW 


Aqui 

x, y, z son las coordenadas del centro de gravedad G, figura 9-16. 
x, y, z son las coordenadas de cada particula en el cuerpo, figura 9-1 a. 
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Centro de masa de un cuerpo. A fin de estudiar la respuesta 
dinamica o el movimiento acelerado de un cuerpo, resulta importan- 
te localizar el centro de masa del cuerpo C m , figura 9-2. Esta ubica- 
cion puede determinarse al sustituir dW = g dm en las ecuaciones 9-1. 
Como g es constante, se cancela y entonces 



(9-2) 


Centroide de un volumen. Si el cuerpo de la figura 9-3 esta 
hecho de un material homogeneo, entonces su densidad p (ro) sera 
constante. Por lo tanto, un elemento diferencial de volumen dV tiene 
una masa dm = p dV. Al sustituir esto en las ecuaciones 9-2 y al cance- 
lar p, obtenemos formulas que localizan el centroide C o centro geome- 
trico del cuerpo; a saber 



(9-3) 


Estas ecuaciones representan un equilibrio de los momentos del volumen 
del cuerpo. Por tanto, si el volumen posee dos pianos de simetria, en¬ 
tonces su centroide debe descansar a lo largo de la linea de interseccion 
de estos dos pianos. Por ejemplo, el cono de la figura 9-4 tiene un cen¬ 
troide que se encuentra sobre el eje y de modo que x = z = 0. La 
ubicacion y puede encontrarse con una integracion simple al elegir un 
elemento diferencial representado por un disco delgado de grosor dy y 
un radio r = z- Su volumen es dV = irr 2 dy = i tz 2 dy y su centroide se 
encuentra en x = 0, y = y, 'z = 0. 


z 



Fig. 9-2 


z 



z 
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Fig. 9-4 
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(b) 

Fig. 9-5 


(c) 



Para determinar la ubicacion del centro de 
gravedad de este poste de gol de campo, es 
necesario utilizar integracion debido a la 
curvatura del elemento de soporte. 


Centroide de un area. Si un area se encuentra en el piano x-y 
y esta delimitada por la curva y = f(x ), como se muestra en la figura 
9-5 a, entonces su centroide pertenecera a este piano y podra determi- 
narse a partir de integrates similares a las ecuaciones 9-3, a saber, 



(9-4) 


Estas integrates pueden evaluarse mediante una integracion simple si 
usamos una franja rectangular como elemento de area diferencial. Por 
ejemplo, si se usa una franja vertical, figura 9-5 b, el area del elemento 
es dA = y dx , y su centroide se localiza en 3c = x y y = yj 2. Si consi- 
deramos una franja horizontal, figura 9-5c, entonces dA = x dy, y su 
centroide se ubica enx = x/2 y y = y. 

Centroide de una Imea. Si un segmento de linea (o barra) per- 
tenece al piano x-y y puede describirse mediante una curva delgada 
y = /(x), figura 9 -6a, entonces su centroide esta determinado por 



(9-5) 
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Aqui, la longitud del elemento diferencial esta dada por el teorema de 
Pitagoras, dL = V (dx) 2 + ( dy ) 2 , que tambien se puede escribir en 
la forma 


dL = 




2 

dx 2 



dx 


y 



(a) 


o bien 


dL = 




dy 2 



dy 


Cualquiera de estas expresiones puede usarse; sin embargo, para su 
aplicacion debe seleccionarse aquella que implique una integracion mas 
sencilla. Por ejemplo, considere la carga de la figura 9 -6b, definida por 

y = 2x 2 , la longitud del elemento es dL = Vl + ( dy/dx ) 2 dx y como 

dy/dx = 4x , entonces dL = Vl + (4x) 2 dx. El centroide para este ele¬ 
mento se localiza enx=xyy=y. 


Puntos importantes 



• El centroide representa el centro geometrico de un cuerpo. 
Este punto coincide con el centro de masa o con el centro de 
gravedad solo si el material que compone el cuerpo es unifor¬ 
me u homogeneo. 


• Las formulas usadas para localizar el centro de gravedad o el 
centroide simplemente representan un balance entre la suma 
de momentos de todas las partes del sistema y el momento de 
la “resultante” para el sistema. 


• En algunos casos, el centroide se ubica en un punto fuera del 
objeto, como en el caso de un anillo, donde el centroide esta 
en el centro del anillo. Ademas, este punto se encontrara sobre 
cualquier eje de simetria del cuerpo, figura 9-7. 





9 


Fig. 9-7 
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Procedimiento para el analisis 


El centro de gravedad o centroide de un objeto o forma, se puede 

determinar mediante integraciones simples por el siguiente pro¬ 
cedimiento. 

Elemento diferencial. 

• Seleccione un sistema coordenado apropiado, especifique los 
ejes coordenados, y luego elija un elemento diferencial para la 
integracion. 

• Para lmeas, el elemento se representa mediante un segmento 
diferencial de linea con longitud dL. 

• Para areas, por lo general el elemento es un rectangulo de area 
dA , con una longitud finita y ancho diferencial. 

• Para volumenes, el elemento puede ser un disco circular de 
volumen dV , con un radio finito y espesor diferencial. 

• Localice el elemento de manera que toque el punto arbitrario 
(%, y, z ) sobre la curva que define la frontera de la forma. 

Tamano y brazos de momento. 

• Exprese la longitud dL, el area dA, o el volumen dV del ele¬ 
mento en terminos de las coordenadas que describen la curva. 

• Exprese los brazos de momento x, y, z para el centroide o cen¬ 
tro de gravedad del elemento en terminos de las coordenadas 
que describen la curva. 

Integraciones. 

• Sustituya las formulaciones para x, r y, z y dL, dA o dV en las 
ecuaciones apropiadas (ecuaciones 9-1 a 9-5). 

• Exprese la funcion en el integrando en terminos de la misma 
variable aplicada al espesor del elemento. 

• Los limites de la integral se definen a partir de las dos ubicacio- 
nes extremas del espesor diferencial del elemento, de manera 
que cuando los elementos se “suman” o la integracion se reali- 
za, toda la region queda cubierta.* 

*Las formulas de integracion se dan en el apendice A. 
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EJEMPLO 


Localice el centroide de la varilla doblada en forma de arco parabo- 
lico, como se muestra en la figura 9-8. 

SOLUCION 

Elemento diferencial. El elemento diferencial se muestra en la 
figura 9-8. Se ubica sobre la curva en el punto arbitrario (x, y). 

Area y brazos de momento. El elemento diferencial de longitud 
dL puede expresarse en terminos de las diferenciales dx y dy con el 
teorema de Pitagoras. 

dL = V (dx) 2 + (dy) 2 = ^J + 1 dy 



Fig. 9-8 


Como x = y 2 , entonces dx/dy = 2y. Por lo tanto, al expresar dL en 
terminos de y y dy, tenemos 

dL = V(2 y) 2 + 1 dy 

Como se muestra en la figura 9-8, el centroide del elemento se ubica 
en x = x, y = y. 

Integraciones. Al aplicar las ecuaciones 9-5 y con las formulas del 
apendice A para evaluar las integrates, obtenemos 


/> nlm _ nlm 

x dL / x\/4y 2 + 1 dy / y 2 V 4y 2 + 1 dy 
Jl __ Jo __ Jo _ 

lm _ f‘\m 

V4p + 1 dy / V4y 2 + 1 dy 
0 Jo 


l dL I 


0.6063 

1.479 


= 0.410 m 


Resp. 


y = 


I* p 1 m 

lj dL l 0.8484 


^ /:■ 


V4p + 1 dy 


1.479 


= 0.574 m Resp. 


NOTA: estos resultados para C parecen razonables cuando se gra- 
fican en la figura 9-8. 
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Capitulo 9 Centro de gravedad y centroide 


EJEMPLO 


9.2 


Localice el centroide del segmento circular de alambre que se mues- 
tra en la figura 9-9. 



SOLUCION 

Para resolver este problema usaremos coordenadas polares puesto 
que el arco es circular. 

Elemento diferencial. Se selecciona un arco circular diferencial 
como se muestra en la figura. Este elemento interseca la curva en 

(R,6). 

Longitud y brazo de momento. La longitud del elemento dife¬ 
rencial es dL = R dO, y su centroide se localiza en 3c = R cos 0 y 
y = R sen 0 . 

Integraciones. A1 aplicar las ecuaciones 9-5 e integrar con respec- 
to a 0, obtenemos. 



rr/2 /*7 t/2 

(R cos 0)R dO R 2 / cos 0 dO 

J o 


c tt/2 


RdO 


/•V 2 

R dO 

Jo 


2R n 
= — Resp. 

77 


^»7r/2 /*7 t/2 

(R sen 0)R dO R 2 sen 0 dO 


Jo 


nir/l 


RdO 


r V 2 

R / dO 


2R 

77 


Resp . 


70 


NOTA: como se esperaba, las dos coordenadas son numericamen- 
te iguales debido a la simetria del alambre. 
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EJEMPLO 9.3 


Determine la distancia y medida desde el eje x hasta el centroide del 
area del triangulo que se muestra en la figura 9-10. 



SOLUCI6N 

Elemento diferencial. Considere un elemento rectangular que 
tiene un espesor dy y que se ubica en una posicion arbitraria de 
manera que interseca la frontera en (%, y ), figura 9-10. 

Area y brazos de momento. El area del elemento es dA = x dy , 

= 7 (h — y) dy , y su centroide esta localizado a una distancia y = y 
h 

del eje x. 

Integration. A1 aplicar la segunda de las ecuaciones 9-4 e integrar 
con respecto a y, resulta 



f h 

b, 

/ y 

Jo 

~{h - y) dy 


l V h -y)“y 


W 

\bh 


h 

3 


Resp. 


NOTA: este resultado es valido para cualquier forma de triangulo. 
Establece que el centroide se localiza a un tercio de la altura medi¬ 
da desde la base del triangulo. 
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Capitulo 9 Centro de gravedad y centroide 


EJEMPLO 


Localice el centroide para el area de un cuadrante de circulo que se 
muestra en la figura 9-11. 



SOLUCI6N 

Elemento diferencial. Se usaran coordenadas polares, ya que 
la frontera es circular. Seleccionamos el elemento en forma de un 
triangulo , figura 9-11. (En realidad la forma es un sector circular; sin 
embargo, al ignorar las diferenciales de orden superior, el elemento se 
vuelve triangular). El elemento interseca la curva en el punto ( R , 0 ). 

Area y brazos de momento. El area del elemento es 

dA = \(R)(RdO) = —de 

y al usar los resultados del ejemplo 9.3, el centroide del elemento 
(triangular) se ubica en x = \R cos 0,y = \R sen 0. 

Integraciones. Al aplicar las ecuaciones 9-4 e integrar con respec- 
to a 6 , obtenemos 


r z 477 / 2 

/ x dA 

Ja Jo 


2 \ 7^ 2 

—R cos 6 )—d0 

3 7 2 


fir/2 

^ R ) / cos 6 d6 
3 JJo 4 R 


dA 


y dA 


dA 


r 77 / 2 j^2 


r* 77 / 2 


— Resp. 
377 


dO 


dO 


Jo 


7t/2 


2 \ 7^ 2 

—R sen 0 )—d0 

3 J 2 

r 77 / 2 z?2 

/ ^rde 


I* 77 / 2 

J-R I / sen 0 dO 
3 JJo 4 R 


/» 77 / 2 


— Resp. 
37 T 


de 
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EJEMPLO 9.5 


Localice el centroide del area que se muestra en la figura 9-12a. 

SOLUCION I 

Elemento diferencial. En la figura 9-12a se muestra un elemento 
diferencial de espesor dx. El elemento interseca la curva en el pun- 
to arbitrario (x, y), por lo que tiene una altura y. 

Area y brazos de momento. El area del elemento es dA = y dx, 
y su centroide se localiza en x = x, y = y/2. 

Integraciones. A1 aplicar las ecuaciones 9-4 e integrar con respec- 
to a x se obtiene 


x dA 


dA 


y dA 


dA 


/* 1 m Mm 

xy dx / x 3 dx 

Jo _ Jo _ 0.250 

f lm 0.333 

/ x 2 dx 


elm 


= 0.75 m 



y dx 


Jo 


Mm 


rim 


(y/2)y dx 


( x 2 /2)x 2 dx 


rim 


Mm 


y dx 


x 2 dx 


0.100 

0.333 


0.3 m Resp. 


SOLUCI6N II 

Elemento diferencial. En la figura 9-126 se muestra el elemento 
diferencial de espesor dy. El elemento interseca la curva en el punto 
arbitrario (x, y), por lo que tiene una longitud (1 - x). 

Area y brazos de momento. El area del elemento es dA = (1 - jc) 
dy, y su centroide se localiza en 


x = x + 


1 — X \ 1 + X 


2 9 


y = y 


Integraciones. A1 aplicar las ecuaciones 9-4 e integrar con respec- 
to a y, obtenemos 


4m 


4m 



X = 


x dA 


dA 


y dA 


dA 


[(1 + x)/2](l - x) dy -\ (1 ~y)dy 


Jo 


4m 


(1 - x ) dy 


Jo 


__ 0.250 

^ lm “ 0.333 

(1 - Vy) dy 


= 0.75 m 


Resp. 


4 m 


Mm 


y( 1 - 4 dy / (y - y 3/2 ) dy 


4m 


r*lm 


(1 — x) dy 


(1 - Vy) dy 


0.100 

0.333 


= 0.3 m 


Resp. 


NOTA: grafique estos resultados y observe que parezcan razo- 
nables. Ademas, para este problema, los elementos de espesor dx 
ofrecen una solucion mas simple. 
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Capitulo 9 Centro de gravedad y centroide 


EJEMPLO 9.6 


Localice el centroide del area semieliptica que se muestra en la figu- 
ra 9-13*2. 



SOLUCION I 

Elemento diferencial. Se considerara el elemento diferencial rec¬ 
tangular paralelo al eje y que se muestra sombreado en gris en la figu- 
ra 9-13*2. Este elemento tiene un espesor de dx y una altura de y. 

Area y brazos de momento. Asi, el area es dA = y dx, y su cen¬ 
troide se localiza en x = x y y = y/2. 

Integracion. Como el area es simetrica con respecto al eje y. 


x = 0 


Resp. 


Si aplicamos la segunda de las ecuaciones 9-4 con y 
tenemos 




0.424 pie Resp. 


y = 



SOLUCION II 


Elemento diferencial. Se considerara el elemento diferencial rec¬ 
tangular sombreado en gris de grosor dy y ancho 2x, paralelo al eje x, 
figura 9-136. 

Area y brazos de momento. El area es dA = 2x dy, y su centroi¬ 
de esta en x = 0 y y = y. 

Integracion. Si aplicamos la segunda de las ecuaciones 9-4 con 
x = 2\/l ~y 2 , tenemos 



4/3 

-pie = 0.424 pie Resp. 
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Capitulo 9 Centro de gravedad y centroide 


EJEMPLO 


9.8 


Determine la ubicacion del centro de masa del cilindro que se mues- 
tra en la figura 9-15 si su densidad varia directamente con la distancia 
desde su base, es decir, p = 200z kg/m 3 . 



Fig. 9-15 


SOLUCION 

Por razones de simetria del material, 

x = y = 0 Resp. 

Elemento diferencial. Para realizar la integracion se elige un ele- 
mento en forma de disco, con radio de 0.5 m y espesor dz , figura 
9-15, ya que la densidad de todo el elemento es constante para un 
valor dado de z. El elemento se localiza a lo largo del eje z en el 
punto arbitrario (0, 0, z). 

Volumen y brazo de momento. El volumen del elemento es 
dV = 7t(0.5) 2 dz, y su centroide se localiza en z = z. 

Integraciones. Con una ecuacion similar a la tercera de las ecua- 
ciones 9-2 e integrar con respecto a z, observamos que p = 200z, y 
tenemos 


rim 


zpdV 

Iv Jo 


z(200z)[7t(0.5) 2 dz] 


rim 


JV 
nl m 

Jo 


pdV 
z 2 dz 


(200z)t7(0.5) 2 dz 


r 1 m 


= 0.667 m 


Resp. 


z dz 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F9-1. Determine el centroide (x, y) del area sombreada. 



F9-4. Localice el centro de masa x de la barra recta 
si su masa por unidad de longitud esta dada por m = 
m 0 ( 1 + x 2 /L 2 ). 

y 

i -x 

-- L -- 

F9-4 


F9-1 


F9-2. Determine el centroide (x, y) del area sombreada. 



F9-5. Localice el centroide y del solido homogeneo que 
se forma al girar el area sombreada (gris claro) con respec- 
to al eje y. 



lm 


F9-2 F9-5 


F9-3. Determine el centroide y del area sombreada. 



F9-6. Localice el centroide z del solido homogeneo que 
se forma al girar el area sombreada en azul con respecto 
al eje z. 


9 



F9-3 


F9-6 
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Capitulo 9 Centro de gravedad y centroide 


PROBLEMAS 


•9-1. Determine la masa y la ubicacion del centro de ma- 
sa (x , y) de la barra uniforme con forma parabolica. La masa 
por unidad de longitud de la barra es 2 kg/m. 



9-3. Determine la distancia x hasta el centro de masa 
de la barra homogenea doblada en la forma que se mues- 
tra. Si la barra tiene una masa por unidad de longitud de 
0.5 kg/m, determine las reacciones en el soporte fijo O. 


y 



Prob. 9-3 


9-2. La barra uniforme esta doblada en forma de una *9-4. Determine la masa y localice el centro de masa (x, y) 

parabola y tiene un peso por unidad de longitud de 6 lb/pie. de la barra uniforme. La masa por unidad de longitud de la 

Determine las reacciones en el soporte fijo A. barra es 3 kg/m. 




Prob. 9-2 


Prob. 9-4 
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•9-5. Determine la masa y la ubicacion del centro de 
masa x de la barra si su masa por unidad de longitud es 
m = m 0 (l + x/L). 

y 


- - L -- 

Prob. 9-5 

9-6. Determine la ubicacion (x, y) del centroide del 
cable. 


y 



9-7. Localice el centroide x de la barra circular. Expre- 
se la respuesta en terminos del radio r y el angulo a del 
medio arco. 


y 



*9-8. Determine el area y el centroide (x, y) del area. 



•9-9. Determine el area y el centroide (x, y) del area. 



9-10. Determine el area y el centroide (x, y) del area. 


y 



Prob. 9-7 


Prob. 9-10 




















































464 


Capitulo 9 Centro de gravedad y centroide 


9-11. Determine el area y el centroide (x, y) del area. 9-14. Determine el area y el centroide (x, y) del area. 



Prob. 9-11 


*■9-12. Localice el centroide x del area. 
•■9-13. Localice el centroide y del area. 



y 



*9-16. Localice el centroide (x, y) del area. 


y 



Probs. 9-12/13 


Prob. 9-16 
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•9-17. Determine el area y el centroide (x, y ) del area. 



9-18. La placa esta hecha de acero que tiene una densi- 
dad de 7850 kg/m 3 . Si el espesor de la placa es de 10 mm, 
determine las componentes horizontal y vertical de la 
reaccion en el pasador A y la tension en el cable BC. 



9-19. Determine la ubicacion x del centroide C de la por- 
cion superior del cardioide, r = a( 1 - cos 6). 



*9-20. La placa tiene un espesor de 0.5 pulg y esta hecha 
de acero que tiene un peso especifico de 490 lb/pie 3 . Deter¬ 
mine las componentes horizontal y vertical de la reaccion 
en el pasador A y la fuerza en la cuerda en B. 


y 



•9-21. Localice el centroide x del area sombreada. 


y 



Prob. 9-19 


Prob. 9-21 
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Capitulo 9 Centro de gravedad y centroide 


9-22. Localice el centroide x del area. *9-25. Determine el area y el centroide (x, y ) del area. 

9-23. Localice el centroide y del area. 


y 



Probs. 9-22/23 


y 



*9-24. Localice el centroide (x, y) del area. 


9-26. Localice el centroide x del area. 
9-27. Localice el centroide y del area. 


y 




Prob. 9-24 


Probs. 9-26/27 
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*9-28. Localice el centroide x del area. 
•9-29. Localice el centroide y del area. 


9-31. Localice el centroide del area. Sugerencia: elija ele- 
mentos de espesor dy y longitud [(2 - y) - y 2 ]. 


y 



y 



Prob. 9-31 


9-30. La placa de acero tiene un espesor de 0.3 m y una *9-32. Localice el centroide x del area, 
densidad de 7850 kg/m 3 . Determine la ubicacion de su _ 

centre de masa. Tambien determine las reacciones hori- * 9 ’ 33 - Localice el centroide v del area, 
zontal y vertical en el pasador y la reaccion en el soporte 
de rodillo. Sugerencia: la fuerza normal en B es perpen¬ 
dicular a la tangente en B , que se encuentra a partir de 
tan 6 = dy/dx. 


y 




Prob. 9-30 


Probs. 9-32/33 
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Capitulo 9 Centro de gravedad y centroide 


9-34. Si la densidad en cualquier punto de la placa rec¬ 
tangular esta definida por p = p 0 ( 1 + x/a), donde p 0 es una 
constante, determine la masa y localice el centro de masa 
x de la placa. La placa tiene un espesor t. 



•9-37. Localice el centroide y del solido homogeneo que 
se forma al girar el area sombreada alrededor del eje y. 


z 



9-35. Localice el centroide y del solido homogeneo que 
se forma al girar el area sombreada alrededor del eje y. 

Prob. 9-37 


z 



9-38. Localice el centroide z del paraboloide truncado 
solido homogeneo que se forma al girar el area sombreada 
alrededor del eje z. 


Prob. 9-35 


9 


*9-36. 


Localice el centroide z del solido. 



z 



Prob. 9-36 


Prob. 9-38 
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9-39. Localice el centroide y del solido homogeneo que 
se forma al girar el area sombreada (gris claro) alrededor 
del eje y. 


•9-41. Determine la masa y localice el centro de masa 
y de la semiesfera que se forma al girar el area en azul 
alrededor del eje y. La densidad en cualquier punto de la 
semiesfera se define mediante p = p 0 (l + y/a), donde p 0 es 
una constante. 


z 



z 



Prob. 9-41 

9-42. Determine el volumen y localice el centroide (y, z) 
de la cuna conica homogenea. 


Prob. 9-39 


*9-40. Localice el centro de masa y del cono circular que 
se forma al girar el area sombreada alrededor del eje y. La 
densidad en cualquier punto del cono se define mediante 
p = (po/h)y, donde p 0 es una constante. 


z 



z 



■y 


Prob. 9-42 


9-43. La semiesfera de radio r esta hecha con una pila 
de placas tan delgadas que la densidad varia con la altura, 
p = kz , donde k es una constante. Determine su masa y la 
distancia z al centro de masa G. 


9 


z 



Prob. 9-40 


Prob. 9-43 






























470 


Capitulo 9 Centro de gravedad y centroide 


9.2 Cuerpos compuestos 

Un cuerpo compuesto consiste en una serie de cuerpos “mas simples” 
conectados, los cuales pueden ser rectangulares, triangulares, semicircu- 
lares, etcetera. Un cuerpo de este tipo a menudo puede ser seccionado 
o dividido en sus partes componentes y, si se conocen el peso y la ubi- 
cacion de cada una de esas partes, es posible eliminar la necesidad de 
la integracion para determinar el centro de gravedad de todo el cuerpo. 
El metodo para hacer esto sigue el mismo procedimiento delineado en 
la seccion 9.1. Se obtienen formulas analogas a las ecuaciones 9-1; sin 
embargo, en vez de tomar un numero infinito de pesos diferenciales, 
tenemos un numero finito de pesos. Por lo tanto, 



SyW 

SzW 


y ~ 2W 

sir 


(9-6) 


Aqui 

x, y, z representan las coordenadas del centro de gravedad G del 
cuerpo compuesto. 

x,y, z representan las coordenadas del centro de gravedad de cada 
parte componente del cuerpo. 

es la suma de los pesos de todas las partes componentes del 
cuerpo, o simplemente el peso total del cuerpo. 

Cuando el cuerpo tiene densidad o peso especifico constantes , el cen¬ 
tro de gravedad coincide con el centroide del cuerpo. El centroide para 
lmeas, areas y volumenes compuestos puede encontrarse con relaciones 
analogas a las ecuaciones 9-6; sin embargo, a las W las reemplazan las 
L', A' y V\ respectivamente. Los centroides para formas comunes de 
lmeas, areas, cascarones y volumenes, que a menudo constituyen un 
cuerpo compuesto, estan dados en la tabla que se muestra en la cubierta 
posterior interna de este libro. 



A fin de determinar la fuerza requerida 
para voltear esta barrera de concreto, es 
necesario encontrar primero la ubicacion 
de su centro de gravedad G. Por la sime- 
tria, G descansara en el eje de simetria 
vertical. 
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Procedimiento para el analisis 


La ubicacion del centro de gravedad de un cuerpo o el centroide 
de un objeto geometrico compuesto representado por una linea, 
area o un volumen, puede ser determinada por el siguiente pro¬ 
cedimiento. 

Partes compuestas. 

• Mediante un croquis, divida el cuerpo u objeto en un numero 
finito de partes componentes que tengan formas mas simples. 

• Si una parte componente tiene un agujero , o una region geome- 
trica que no contenga material, entonces considered sin el agu¬ 
jero y a este como una parte componente adicional con peso o 
tamano negativos. 

Brazos de momento. 

• Establezca los ejes coordenados sobre el croquis y determine 
las coordenadas x, y, z del centro de gravedad o centroide de 
cada parte. 

Sumatorias. 

• Determine x, y, z por la aplicacion de las ecuaciones del centro 
de gravedad, las ecuaciones 9-6, o las ecuaciones analogas del 
centroide. 

• Si un objeto es simetrico con respecto a un eje, su centroide se 
encuentra sobre este eje. 

Si se desea, los calculos pueden arreglarse en forma tabular, como 
se indica en los siguientes tres ejemplos. 
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Capitulo 9 Centro de gravedad y centroide 


EJEMPLO 9.9 


Localice el centroide del alambre que se muestra en la figura 
9-16*2. 


SOLUCION 

Partes componentes. El alambre esta dividido en tres segmentos 
como se muestra en la figura 9-165. 

Brazos de momento. La ubicacion del centroide para cada seg- 
mento se determina e indica en la figura. En particular, el centroide 
del segmento (l) esta determinado por integracion o por la tabla que 
aparece en la cubierta posterior interna. 

Sumatorias. Por conveniencia, los calculos pueden tabularse de 
la siguiente manera: 


Segmento 


L (mm) 


x (mm) y (mm) z (mm) xL (mm 2 ) 


yL (mm 2 ) 


zL (mm 2 ) 


1 tt(60) = 188.5 60 

2 40 0 

3 20 0 


-38.2 

20 

40 


0 

0 

-10 


11 310 
0 
0 


-7200 

800 

800 


0 

0 

-200 


EL = 248.5 


ExL = 11 310 EyL = -5600 EzL = -200 


Por consiguiente, 


ExL 11310 


x = 


z = 


EL 

EyL 
EL 

EzL __ 

EL “ 248.5 


248.5 

-5600 

248.5 

-200 


= 45.5 mm 


= -22.5 mm 


= -0.805 mm 


Resp. 
Resp. 
Resp . 




(b) 


Fig. 9-16 
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EJEMPLO 


Localice el centroide del area de la placa que se muestra en la figura 
9-17a. 



SOLUCI6N 

Partes compuestas. La placa esta dividida en tres segmentos como 
se muestra en la figura 9-176. Aqui el area del rectangulo peque- 
no ( 5 ) se considera “negativa”, puesto que se debe restar del rectan¬ 
gulo mas grande (2). 

Brazos de momento. El centroide de cada segmento se localiza 
del modo que se indica en la figura. Observe que las coordenadas x 
de (2) y (3) son negativas. 

Sumatorias. Con los datos de la figura 9-176, los calculos se tabu- 
lan de la siguiente manera: 


Por consiguiente, 


J,xA -4 . 

x = _ = -rr^ = -0.348 pie 


2A 
_ SyA 

y = 


11.5 

14 


EA 11.5 


= 1.22 pies 


Resp. 

Resp. 


NOTA: si estos resultados se grafican en la figura 9-17, la ubicacion 
del punto C parece razonable. 



Segmento 

A (pie 2 ) 

x (pie) 

J (P^) 

xA (pie 3 ) 

yA (pie 3 ) 

1 

i(3)(3) = 4.5 

1 

1 

4.5 

4.5 

2 

(3)(3) = 9 

-1.5 

1.5 

-13.5 

13.5 

3 

— (2)(1) = -2 

-2.5 

2 

5 

-4 


2A = 11.5 


25L4 = -4 

= 14 


e 


-2.5 pies- 


2 pies 


(b) 
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Capitulo 9 Centro de gravedad y centroide 


EJEMPLO 


25 mm 


50 mm 



Localice el centro de masa del ensamble que se muestra en la figura 
9-18*2. La densidad del cono truncado es p c = 8 Mg/m 3 , y la de la 
semiesfera es p h = 4 Mg/m 3 . En el centro del cono truncado hay un 
agujero cilmdrico de radio igual a 25 mm. 

SOLUCION 

Partes compuestas. Puede considerarse que el ensamble que se 
muestra consiste en cuatro segmentos como se indica en la figura 
9-1 8b. Para los calculos, (5) y (4) deben considerarse como volume- 
nes “negativos” para que los cuatro segmentos, al sumarse, resulten 
en la forma total compuesta que se aprecia en la figura 9-18*2. 

Brazo de momento. Con la tabla de la cubierta posterior inter¬ 
na, los calculos para el centroide z de cada pieza se muestran en la 
figura. 

Sumatorias. Debido a la simetria , observe que 


x = y = 0 


Resp. 


Como W = mg, y g es constante, la tercera de las ecuaciones 9-6 
toma la forma z = 2zm/2m. La masa de cada pieza puede calcu¬ 
late a partir de m = pV y usarse en los calculos. Ademas, 1 Mg/m 3 = 
1CT 6 kg/mm 3 , de manera que 


Segmento 

m (kg) 

z(mm) 

zm (kg • mm) 

1 

8(1O“ 6 )0)t7(5O) 2 (2OO) = 4.189 

50 

209.440 

2 

4(10 _6 )(|)tt(50) 3 = 1.047 

-18.75 

-19.635 

3 

-8(10" 6 )0)i7(25) 2 (100) = -0.524 

100 + 25 - 125 

-65.450 

4 

—8(10~V(25) 2 (100) = -1.571 

50 

-78.540 


Em = 3.142 


Ezm = 45.815 


Entonces, 


Izm 45.815 


Em 


3.142 


= 14.6 mm 


Resp . 


200 mm 


200 mm J 50 mm 



25 mm 


lOOjnm = 25 mm 


50 mm 


50 mm 


| (50) = 18.75 mm 



25 mm 


(b) 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F9-7. Localice el centroide (x, y, z) del alambre que se F9-10. Localice el centroide (x, y) del area de seccion 
dobla en la forma que se muestra. transversal. 



z 



F9-8. Localice el centroide del area de seccion trans- F9-11. Localice el centro de masa (x, y, z) del bloque 
versal de la viga. solido homogeneo. 




F9-9. Localice el centroide y del area de seccion trans¬ 
versal de la viga. 


F9-12. Localice el centro de masa (x, y, z) del bloque 
solido homogeneo. 


9 



F9-9 


F9-12 
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PROBLEMAS 


*9-44. Localice el centroide (x, y) del alambre uniforme 9-46. Localice el centroide (x, y 9 z) del alambre. 
que se dobla en la forma que se muestra. 



•9-45. Localice el centroide (x,y,z) del alambre. 


9-47. Localice el centroide (x, y, z) del alambre que se 
dobla en la forma que se muestra. 


z 



z 



Prob. 9-45 


Prob. 9-47 
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*9-48. La armadura esta hecha de siete elementos, cada 
uno de los cuales tiene una masa por unidad de longitud 
de 6 kg/m. Localice la posicion (. x, y) del centro de masa. 
Desprecie la masa de las placas de refuerzo en los nodos. 


9-50. Cada uno de los tres elementos del bastidor tiene una 
masa por unidad de longitud de 6 kg/m. Localice la posicion 
(.x , y) del centro de masa. Ignore el tamano de los pasa- 
dores en los nodos y el espesor de los elementos. Ademas, 
calcule las reacciones en el pasador A y el rodillo E. 


y 



Prob. 9-48 



•9-49. Localice el centroide (x, y) del alambre. Si el 
alambre esta suspendido de A , determine el angulo que 
forma el segmento AB con la vertical cuando el alambre se 
encuentra en equilibrio. 


y 



9-51. Localice el centroide (x, y) del area de la seccion 
transversal del canal. 



Prob. 9-49 


Prob. 9-51 
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*9-52. Localice el centroide y del area de seccion trans- 9-54. Localice el centroide y del area de seccion trans¬ 
versal de la viga de concreto. versal del canal. 




Prob. 9-54 



Prob. 9-52 


•9-53. Localice el centroide y del area de seccion trans¬ 
versal de la viga compuesta. 



9-55. Localice la distancia al centroide del area de sec¬ 
cion transversal del elemento. 



Prob. 9-53 


Prob. 9-55 
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*9-56. Localice el centroide y del area de seccion trans- 9-58. Localice el centroide x del area compuesta. 
versal de la viga compuesta. 




Prob. 9-58 


9-59. Localice el centroide (x, y) del area compuesta. 


•9-57. El muro de contencion a gravedad esta hecho 
de concreto. Determine la ubicacion (x, y) del centro de 
masa G para el muro. 




*9-60. Localice el centroide (x, y) del area compuesta. 


9 



Prob. 9-57 


Prob. 9-60 
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•9-61. Divida la placa en partes, y con la cuadricula como 9-63. Localice el centroide y del area de seccion trans- 

herramienta para medir, determine aproximadamente la versal de la viga compuesta. 

ubicacion (x, y) del centroide de la placa. 




9-62. Para determinar la ubicacion del centro de grave- 
dad del automovil, este se coloca primero en una posicion 
nivelada , con las dos ruedas de un lado descansando sobre 
la bascula de plataforma P. En esta posicion, la bascula 
registra una lectura de W\. Despues, un lado se eleva has- 
ta una altura c conveniente como se muestra en la figura. 
La nueva lectura en la bascula es W 2 . Si el automovil tiene 
un peso total de W, determine la ubicacion de su centro de 
gravedad G(x, y). 


9 


*9-64. Localice el centroide y del area de seccion trans¬ 
versal de la viga compuesta. 


y 




Prob. 9-62 


Prob. 9-64 
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•9-65. La placa compuesta esta hecha de segmentos de 
acero (A) y de laton ( B ). Determine la masa y la ubica¬ 
cion (x, y, z) de su centro de masa G. Considere p ac = 
7.85 Mg/m 3 y p lt = 8.74 Mg/m 3 . 


z 



Prob. 9-65 


9-66. El automovil descansa sobre cuatro basculas y, en 
esta posicion las lecturas de las basculas de las ruedas trase- 
ras y las delanteras son F A y F B . Cuando las ruedas traseras 
se elevan a una altura de 3 pies por encima de las bascu¬ 
las delanteras, se registran las nuevas lecturas de las ruedas 
delanteras. Utilice estos datos para calcular la ubicacion 
x y y del centro de gravedad G del automovil. Cada una de 
las ruedas tiene un diametro de 1.98 pies. 



F b = 975 lb + 984 lb = 1959 lb 



F a = 1269 lb + 1307 lb = 2576 lb 


9-67. Bloques uniformes que tienen una longitud L y una 
masa m se apilan uno sobre otro, y cada bloque sobresale 
una distancia d del anterior, como se muestra en la figu- 
ra. Si los bloques se pegan, de manera que no se caigan, 
determine la ubicacion x del centro de masa de una pila 
de n bloques. 

*9-68. Bloques uniformes que tienen una longitud L y una 
masa m se apilan uno sobre otro, y cada bloque sobresale 
una distancia d del anterior, como se muestra en la figura. 
Demuestre que la maxima cantidad de bloques que puede 
apilarse de esta manera es n < L/d. 


y 



L -- 

Probs. 9-67/68 


•9-69. Localice el centro de gravedad (x, z) de la mensula 
de lamina metalica, si el material es homogeneo y tiene un 
espesor constante. Si la mensula descansa sobre el piano 
horizontal x-y mostrado, determine el angulo maximo de 
inclinacion 0 que puede tener antes de caer, es decir, antes 
de comenzar a girar con respecto al eje y. 


z 



Prob. 9-66 


Prob. 9-69 
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9-70. Localice el centro de masa para el ensamble del 
compresor. Las ubicaciones de los centros de masa de los 
diferentes componentes y sus masas se indican y tabulan 
en la figura. ^Cuales son las reacciones verticales en los 
bloques A y B que se requieren para sostener la plata- 
forma? 



Q Panel de instrumentos 230 kg 

e Sistema de filtro 183 kg 

Q Ensamble de tuberia 120 kg 

Q Almacenamiento lfquido 85 kg 

© Marco estructural 468 kg 


Prob. 9-70 


9-71. Las cargas mas importantes en el piso de un taller 
son causadas por los pesos de los objetos mostrados. Cada 
fuerza actua a traves de su respectivo centro de gravedad 
G. Localice el centro de gravedad (x, y) de todos estos 
componentes. 


z 



*9-72. Localice el centro de masa (x, y, z) del ensamble 
de bloques homogeneos. 


z 



Prob. 9-72 


•9-73. Localice el centro de masa z del ensamble. La 
semiesfera y el cono estan hechos de materiales que tienen 
densidades de 8 Mg/m 3 y 4 Mg/m 3 , respectivamente. 


z 



Prob. 9-71 


Prob. 9-73 
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9-74. Localice el centro de masa z del ensamble. El cilin- 
dro y el cono estan hechos de materiales que tienen densi- 
dades de 5 Mg/m 3 y 9 Mg/m 3 , respectivamente. 


z 



9-75. Localice el centro de gravedad (x , y, z) del ensam¬ 
ble de bloques homogeneos que tienen un orificio semies- 
ferico. 

*9-76. Localice el centro de gravedad (x , y, z) del ensam¬ 
ble. Los bloques triangular y rectangular estan hechos de 
materiales que tienen pesos especificos de 0.25 lb/pulg 3 y 
0.1 lb/pulg 3 , respectivamente. 


•9-77. Determine la distancia x al centroide del soli- 
do que consta de un cilindro con un orificio de longitud 
h = 50 mm perforado en su base. 

9-78. Determine la distancia h hasta la cual debe perfo¬ 
rate un orificio en el cilindro de manera que el centro de 
masa del ensamble se localice en x = 64 mm. El material 
tiene una densidad de 8 Mg/m 3 . 


y 



9-79. El ensamble esta hecho de una semiesfera de 
acero, p ac = 7.80 Mg/m 3 y un cilindro de aluminio p ai = 
2.70 Mg/m 3 . Determine el centro de masa del ensamble si 
la altura del cilindro es h = 200 mm. 

*9-80. El ensamble esta hecho de una semiesfera de 
acero, p ac = 7.80 Mg/m 3 y un cilindro de aluminio p ai = 
2.70 Mg/m 3 . Determine la altura h de manera que el cen¬ 
tro de masa del ensamble se localice en z = 160 mm. 




Probs. 9-75/76 


Probs. 9-79/80 
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* 9.3 Teoremas de Pappus y Guldinus 

Los dos teoremas de Pappus y Guldinus se usan para encontrar el area 
superficial y el volumen de cualquier cuerpo de revolucion. Fueron 
desarrollados primero por Pappus de Alejandria durante el siglo iv 
a.C. y luego reformulados por el matematico suizo Paul Guldin o 
Guldinus (1577-1643). 



Fig. 9-19 



La cantidad de material para techo usado 
en esta construction de almacenamiento 
puede estimarse con el primer teorema 
de Pappus y Guldinus para determinar su 
area superficial. 


Area superficial. Si giramos una curvaplana alrededor de un eje 
que no interseque la curva, generaremos un area superficial de revolu¬ 
cion. Por ejemplo, el area superficial de la figura 9-19 se forma al girar 
la curva de longitud L alrededor del eje horizontal. Para determinar 
esta area superficial, consideraremos primero el elemento lineal dife- 
rencial de longitud dL. Si este elemento se gira radianes alrededor 
del eje, se generara un anillo con un area superficial de dA = 2irr dL. 
Asi, el area superficial de todo el cuerpo es A = 2tt Jr dL. Como 
/r dL = rL (ecuacion 9-5), entonces A = 2irrL. Si la curva se gira 
solo un angulo de 6 (radianes), entonces 


A = OrL 


(9-7) 


donde 


A = area superficial de revolucion 
0 = angulo de revolucion medido en radianes, 0<2tt 

f = distancia perpendicular desde el eje de revolucion hasta 
el centroide de la curva generatriz 

L = longitud de la curva generatriz 


Por lo tanto, el primer teorema de Pappus y Guldinus establece que 
el area de una superficie de revolucion es igual alproducto de la longitud 
de la curva generatriz y la distancia viajada por el centroide de la curva 
al generar el area superficial. 
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Fig. 9-20 


Volumen. Un volumen puede generarse al girar un area plana 
alrededor de un eje que no interseque el area. Por ejemplo, si giramos el 
area sombreada (gris oscuro) A en la figura 9-20 alrededor del eje hori¬ 
zontal, se genera el volumen mostrado. Este volumen se puede deter- 
minar si se gira primero el elemento diferencial de area dA 2 tt radianes 
alrededor del eje, de manera que se genere un anillo con el volumen 
dV = 2irr dA. Entonces todo el volumen es V = 2ttJ rdA. Sin embar¬ 
go, frdA = fA , ecuacion 9-4, de modo que V = 2ttTA. Si el area solo 
se gira a traves de un angulo 6 (radianes), entonces 


V = OTA 


(9-8) 


donde 

V = volumen de revolucion o giro 
6 = angulo de revolucion medido en radianes, 0 < 277 

f = distancia perpendicular desde el eje de revolucion hasta 
el centroide de la curva generatriz 

A = area generatriz 


Por lo tanto, el segundo teorema de Pappus y Guldinus establece 
que el volumen de un cuerpo de revolucion es igual al producto del area 
generatriz y la distancia viajada por el centroide del area al generar el 
volumen. 

Formas compuestas. Tambien podemos aplicar los dos teore¬ 
mas anteriores a lmeas o areas que estan integradas por una serie de 
partes componentes. En este caso, el area superficial total o el volumen 
generado es la suma de las areas superficiales o volumenes generados 
por cada una de las partes componentes. Si la distancia perpendicular 
desde el eje de revolucion hasta el centroide de cada parte componen- 
te es 7, entonces 


A = 02(rL) 


(9-9) 


V = 62,(7 A) 


(9-10) 


En los siguientes ejemplos se ilustra en forma numerica la aplicacion 
de los teoremas anteriores. 





El volumen de fertilizante contenido 
dentro de este silo puede determinarse 
por el segundo teorema de Pappus y 
Guldinus. 
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EJEMPLO 9.12 


Demuestre que el area superficial de una esfera es A = 4i tR 2 y su 
volumen esE = tR 3 . 



(a) 


(b) 


Fig. 9-21 


SOLUCION 

Area superficial. El area superficial de la esfera en la figura 9-21a 
se genera al girar un arco semicircular alrededor del eje x. Con 
la tabla de la cubierta posterior interna, se observa que el centroide 
de este arco se localiza a una distancia r = 2 R/tt del eje de revolu- 
cion (eje x). Como el centroide se mueve a traves de un angulo de 
0 = 2tt rad para generar la esfera, entonces al aplicar la ecuacion 
9-7 tenemos 


A = OrL ; 


A 



77 R = 4ttR 2 


Resp. 


Volumen. El volumen de la esfera se genera al girar el area semi¬ 
circular de la figura 9-21 b alrededor del eje x. Con la tabla de la 
cubierta posterior interna para localizar el centroide del area, es 
decir, r = 4R/3 tt, y al aplicar la ecuacion 9-8, tenemos 


V = Of A; 



Resp . 
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EJEMPLO 9.13 


Determine el area superficial y el volumen del solido completo que 
se muestra en la figura 9-22 a. 




SOLUCION 

Area superficial. El area superficial se genera al girar 2i r radianes 
alrededor del eje z los cuatro segmentos de linea que se muestran en 
la figura 9-22 b. Las distancias desde el centroide de cada segmento 
hasta el eje z tambien se muestran en la figura. Aplicando la ecua- 
cion 9-7, se obtiene 


A = Itt'LvL = 277[(2.5 pulg)(2pulg) + (3 pulg)[V^l pulg) 2 + (1 pulg) : 


+ (3.5 pulg)(3 pulg) + (3 pulg)(l pulg)] 


= 143 pulg 2 Resp 

Volumen. El volumen del solido se genera al girar los dos segmen¬ 
tos de area que se muestran en la figura 9-22c, 277 radianes alrededor 
del eje z. En la figura tambien se muestran las distancias desde el 
centroide de cada segmento hasta el eje z. Si aplicamos la ecuacion 
9-10, tenemos 


V = 277 Er A 
= 2771(3.1667 pulg) 
= 47.6 pulg 3 


-(ipuigXipuig) 


+(3 pulg)[(2pulg)(l pulg)} 
Resp . 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F9-13. Determine el area superficial y el volumen del F9-15. Determine el area superficial y el volumen del 

solido que se forma al girar el area sombreada (gris oscu- solido que se forma al girar el area en azul 360° alrededor 

ro) 360° alrededor del eje z. del eje z. 



F9-13 



F9-15 


F9-14. Determine el area superficial y el volumen del F9-16. Determine el area superficial y el volumen del 

solido que se forma al girar el area sombreada (gris oscu- solido que se forma al girar el area en azul 360° alrededor 

ro) 360° alrededor del eje z. del eje z. 




F9-14 


F9-16 
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PROBLEMAS 


•9-81. El tanque elevado de almacenamiento de agua 
tiene la tapa conica, base semiesferica, y se fabrico con una 
placa delgada de acero. Determine cuantos pies cuadrados 
de placa se necesitaron para fabricar el tanque. 

9-82. El tanque elevado de almacenamiento de agua 
tiene la tapa conica, base semiesferica, y se fabrico con una 
placa delgada de acero. Determine el volumen dentro del 
tanque. 



*9-84. Determine el area superficial del tanque desde A 
hasta B. 

•9-85. Determine el volumen dentro del tanque de pared 
delgada desde A hasta B. 


z 



Probs. 9-84/85 


9-83. Determine el volumen del solido que se forma al 9-86. Determine el area superficial del techo de la es- 

girar el area sombreada (gris oscuro) alrededor del eje tructura, si este se forma al girar la parabola alrededor del 

x, por el segundo teorema de Pappus-Guldinus. Primero eje y. 
deben obtenerse el area y el centroide y del area sombrea¬ 
da mediante integracion. 



Prob. 9-83 


Prob. 9-86 
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9-87. Determine el area superficial del solido que se 9-90. Determine area superficial y el volumen del solido 

forma al girar el area sombreada 360° alrededor del eje z. que se forma al girar el area sombreada 360° alrededor del 

eje z. 

*9-88. Determine el volumen del solido que se forma al 
girar el area sombreada 360° alrededor del eje z. 



Probs. 9-87/88 


Prob. 9-90 


•9-89. Determine el volumen del solido que se forma al 9-91. Determine area superficial y el volumen del solido 
girar el area sombreada 360° alrededor del eje z. que se forma al girar el area sombreada 360° alrededor del 

ejez. 



Prob. 9-89 


Prob. 9-91 
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*9-92. El tanque se utiliza para almacenar lfquidos duran¬ 
te un proceso de manufactura. Estime el volumen del tan¬ 
que y su area superficial. El tanque tiene una tapa plana y 
es de pared delgada. 



Prob. 9-92 


9-94. El tanque de pared delgada esta fabricado a partir de 
una semiesfera y un cascaron cilmdrico. Determine las reac- 
ciones verticales que cada una de las cuatro patas colocadas 
simetricamente ejerce sobre el piso si el tanque contiene 
agua con 12 pies de profundidad. La gravedad especffica 
del agua es de 62.4 lb/pie 3 . Ignore el peso del tanque. 

9-95. Determine la cantidad aproximada de pintura nece- 
saria para cubrir la superficie exterior del tanque abierto. 
Suponga que un galon de pintura cubre 400 pies 2 . 



Probs. 9-94/95 


•9-93. La tolva esta llena hasta el borde con carbon. *9-96. Determine el area superficial del tanque, el cual 

Determine el volumen de carbon si los vacios (espacio de consiste en un cilindro y una cubierta semiesferica. 

aire) constituyen el 35 por ciento del volumen de la tolva. 

•9-97. Determine el volumen del tanque de pared del¬ 
gada, el cual consiste en un cilindro y una cubierta semi¬ 
esferica. 



Prob. 9-93 


Probs. 9-96/97 
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9-98. El tanque de almacenamiento de agua AB tiene •9-101. Determine el area de la superficie exterior del 
una tapa semiesferica y esta fabricado con lamina metalica tanque de almacenamiento. 
delgada. Determine el volumen dentro del tanque. 

9-102. Determine el volumen del tanque de almacena- 
9-99. El tanque de almacenamiento de agua AB tiene miento de pared delgada. 
un techo semiesferico y esta fabricado con lamina meta¬ 
lica delgada. Si un litro de pintura puede cubrir 3 m 2 de la 
superficie del tanque, determine cuantos litros se requie- 
ren para cubrir la superficie del tanque desde A hasta B. 



Probs. 9-101/102 


Probs. 9-98/99 


*9-100. Determine el area superficial y el volumen de la 
rueda que se forma al girar el area de seccion transversal, 
360° alrededor del eje z. 


9-103. Determine hasta que altura h debe verterse el 
Kquido en la copa conica para que haga contacto con la 
mitad del area superficial del interior de la copa. 



9 


z 




Prob. 9-100 


Prob. 9-103 
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* 9.4 Resultante de una carga general 
distribuida 

En la section 4.9 analizamos el metodo usado para simplificar una carga 
distribuida en dos dimensiones a una sola fuerza resultante que actua 
en un punto especifico. En esta seccion generalizaremos este metodo 
para incluir superficies planas que tienen una forma arbitraria y estan 
sometidas a una distribucion de carga variable. Por ejemplo, considere 
la placa plana de la figura 9-23*2, la cual esta sometida a la carga defi- 
nida por p = p(x, y ) Pa, donde 1 Pa (pascal) = 1 N/m 2 . Conocida esta 
funcion, podemos determinar la fuerza resultante F R que actua sobre 
la placa y su ubicacion ( [x , y), figura 9-23 b. 


Magnitud de la fuerza resultante. La fuerza dF que actua 
sobre el area diferencial dA m 2 de la placa, ubicada en el punto arbi- 
trario (%, y), tiene una magnitud de dF = [p(x , y) N/m 2 ](*L4 m 2 ) = 
[ pfx , y) dA] N. Observe que p(x , y) dA = dV , el elemento de volumen 
diferencial en azul que se muestra en la figura 9-23 a. La magnitud 
de es la suma de las fuerzas diferenciales que actuan sobre toda el 
area superficial A de la placa. Entonces: 


F r = EE; 


Fr= f 

p(x, y) dA = / dV = V 

JA 

Jv 


(9-11) 


Este resultado indica que la magnitud de la fuerza resultante es igual al 
volumen total bajo el diagrama de carga distribuida. 


Ubicacion de la fuerza resultante. La ubicacion (x, y) de F^ 

se determina al establecer los momentos de F^ iguales a los momen- 
tos de todas las fuerzas diferenciales dF con respecto a los ejes y yi 
respectivos: a partir de las figuras 9-23*2 y 9-23 b, con la ecuacion 9-11, 
esto resulta en 


x = 


xp(x,y) dA 




yp( x ,y) dA 


p(x,y) dA 



(9-12) 


Por lo tanto, la Unea de accion de la fuerza resultante pasa a traves del 
centro geometrico o centroide del volumen bajo el diagrama de carga 
distribuida. 


P 



(a) 

Fr 



(b) 

Fig. 9-23 



La resultante de una carga del viento 
que esta distribuida en la parte frontal 
o en las paredes laterales de esta cons¬ 
truction, debe calcularse mediante inte¬ 
gration, a fin de disenar la estructura 
que mantiene unido al edificio. 
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* 9.5 Presion de un fluido 


De acuerdo con la ley de Pascal, un fluido en reposo crea cierta pre¬ 
sion p en un punto que es la misma en to das direcciones. La magnitud 
de p , medida como una fuerza por unidad de area, depende del peso 
especifico y o de la densidad de masa p del fluido y de la profundidad z 
del punto desde la superficie del fluido.* La relacion se puede expresar 
matematicamente como 


p = yz = pgz 


(9-13) 


donde g es la aceleracion debida a la gravedad. Esta ecuacion es valida 
solo para fluidos que se suponen incompresibles , como es el caso de la 
mayoria de los liquidos. Los gases son fluidos compresibles puesto que 
sus densidades cambian considerablemente con la presion y la tempe- 
ratura; no puede utilizarse la ecuacion 9-13. 

Para ilustrar como se aplica la ecuacion 9-13, considere la placa 
sumergida que se muestra en la figura 9-24. Se han especificado tres 
puntos sobre la placa. Como el punto B esta a una profundidad z\ de 
la superficie del liquido, la presion en este punto tiene una magnitud 
Pi = JZi- De la misma forma, los puntos C y D estan a una profun¬ 
didad z 2 ; por consiguiente, p 2 = yz 2 . En todos los casos, la presion 
actua en forma normal con respecto al area superficial dA que se lo- 
caliza en el punto especificado. 

Con la ecuacion 9-13 y los resultados de la seccion 9.4, es posible 
determinar la fuerza resultante causada por un liquido y especificar su 
ubicacion sobre la superficie de una placa sumergida. A continuacion, 
se consideraran tres formas diferentes de placas. 




'X 


Fig. 9-24. 


*En particular, para agua y = 62.4 lb/pie 3 , o bien y = pg = 9810 N/m 3 puesto que 
p = 1000 kg/m 3 y g = 9.81 m/s 2 . 
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Placa plana de ancho constante. En la figura 9-25*2 se mues- 
tra una placa rectangular de ancho constante, que esta sumergida en 
un liquido con un peso especifico y. Como la presion varia linealmente 
con la profundidad, ecuacion 9-13, la distribucion de presion sobre la 
superficie de la placa se representa mediante un volumen trapezoidal 
con intensidades de p 1 = yz\ a la profundidad Z\yp 2 = yz 2 a la profun¬ 
didad z 2 . Como observamos en la section 9.4, la magnitud de la fuerza 
resultante ¥ R es igual al volumen de este diagrama de carga y ¥ R tiene 
una linea de accion que pasa por el centroide C del volumen. Por con- 
siguiente, F^ no actua en el centroide de la placa, sino en un punto P, 
llamado el centro de presion. 

Como la placa tiene un ancho constante , la distribucion de carga tam- 
bien puede ser vista en dos dimensiones, figura 9-25 b. Aqui, la inten- 
sidad de la carga se mide como fuerza/longitud y varia linealmente 
desde w 1 = bpi = byz\ hasta w 2 = bp 2 = byz 2 - La magnitud de F^ en 
este caso es igual al area trapezoidal, y F^ tiene una linea de accion que 
pasa por el centroide C del area. Para aplicaciones numericas, el area y 
la ubicacion del centroide para un trapecio estan tabuladas en la cubier- 
ta posterior interna de este libro. 



Las paredes del tanque deben disenarse 
para soportar la carga de presion del 
liquido que esta contenido en el. 




(b) 


(a) 


Fig. 9-25 
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Superficie del liquido 


W\ = bp 1 
B 



(b) 


Fig. 9-26 



(c) 


z 


Placa curva de ancho constante. Cuando la placa sumer- 
gida es curva de ancho constante, la presion que actua en forma nor¬ 
mal a la placa cambia su direction de manera continua, y por tanto, el 
calculo de la magnitud de ¥ R y su ubicacion P es mas dificil que para 
una placa plana. En las figuras 9-2 6a y 9-2 6b se muestran vistas en 
dos y tres dimensiones de la distribution de carga, respectivamente. 
Aunque puede usarse la integration para resolver este problema, exis- 
te un metodo mas simple, el cual requiere calculos separados de las 
componentes horizontal y vertical de F R . 

Por ejemplo, la carga distribuida que actua sobre la placa puede 
representarse mediante la carga equivalente de la figura 9-26c. En este 
caso la placa soporta el peso Wf del liquido contenido dentro del blo- 
que BDA. Esta fuerza tiene una magnitud Wf = (%)(area 5ZM ) y actua 
a traves del centroide de BDA. Ademas, estan las distribuciones de 
presion causadas por el liquido que actua a lo largo de los lados verti¬ 
cal y horizontal del bloque. A lo largo del lado vertical AD, la fuerza 
F AD tiene una magnitud igual al area del trapecio y actua a traves del 
centroide C AD de esta area. La carga distribuida a lo largo del lado hori¬ 
zontal AB es constante ya que todos los puntos que se encuentran en 
este piano tienen la misma profundidad desde la superficie del liquido. 
La magnitud de ¥ AB es simplemente el area del rectangulo. Esta fuerza 
actua a traves del centroide C AB o en el punto medio del centroide C AB 
del area o punto medio de AB. Sumando estas tres fuerzas resulta = 
EF = F^ + F ab + Wf. Por ultimo, la ubicacion del centro de presion 
P sobre la placa se determina con la aplicacion de M R = EM, lo que 
establece que el momento de la fuerza resultante con respecto a un 
punto de referenda conveniente como D o B, figura 9-2 6b, es igual a la 
suma de los momentos de las tres fuerzas mostradas en la figura 9-26c 
con respecto a este mismo punto. 
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Placa plana de ancho variable. La distribution de presion 
que actua sobre la superficie de una placa sumergida con ancho varia¬ 
ble se muestra en la figura 9-27. Si consideramos que la fuerza dF que 
actua sobre la franja de area diferencial dA, paralela al eje x, entonces 
su magnitud es dF = pdA. Como la profundidad de dA es z, la presion 
sobre el elemento es p = yz . Por lo tanto, dF = (yz)dA y la fuerza 
resultante toma la forma 


F r = / dF = yfzdA 


Si la profundidad hasta el centroide C' del area es z, figura 9-27, enton¬ 
ces, f z dA = zA. Si sustituimos, tenemos 


F r = yzA 


(9-14) 



La fuerza resultante de la presion del 
agua y su ubicacion sobre la placa eliptica 
trasera del tanque de este camion debe 
determinarse por integration. 


En otras palabras, la magnitud de la fuerza resultante que actua sobre 
cualquier placa plana es igual al producto del area A de la placa y la 
presion p = yz a la profundidad del centroide C del area. Como se 
explico en la section 9.4, esta fuerza tambien es equivalente al volumen 
bajo la distribution de presion. Observe que su linea de action pasa a 
traves del centroide C de este volumen e interseca la placa en el centro 
de presion P, figura 9-27. Observe que la ubicacion C no coincide con 
la ubicacion de P. 



Fig. 9-27 
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EJEMPLO 



2 m 


w A = 29.43 kN/m/- 


F « h 

—--7= 


h £ 


= 73.58 kN/m f f&B 


3 m 


(b) 



2 

-A 


/ 

/ 

/ 

/ 

/ E. 

F Re A 


3 

.TT S 




( lm /—a 




i* 

-P5 

44.15 kN/m ^ 

29.431 

v 1 

:N/m 


(c) 


Fig. 9-28 


Determine la magnitud y la ubicacion de la fuerza hidrostatica re- 
sultante que actua sobre la placa rectangular sumergida que se 
muestra en la figura 9-2Sa. La placa tiene un ancho de 1.5 m; p w = 
1000 kg/m 3 . 

SOLUCION I 

Las presiones del agua a las profundidades Ay B son 

Pa = PwgZA = (1000 kg/m 3 )(9.81 m/s 2 )(2 m) = 19.62 kPa 

Pb = PwgZB = (1000 kg/m 3 )(9.81 m/s 2 )(5 m) = 49.05 kPa 

Como la placa tiene un ancho constante, la carga de presion puede 
verse en dos dimensiones como se muestra en la figura 9-2 8b. Las 
intensidades de la carga en A y B son 

w A = bp A = (1.5 m)(19.62 kPa) = 29.43 kN/m 

w B = bp B = (1.5 m)(49.05 kPa) = 73.58 kN/m 

De la tabla de la cubierta posterior interna, la magnitud de la fuerza 
resultante F R creada por esta carga distribuida es 

F r = area de un trapezoide = ^(3)(29.4 + 73.6) = 154.5 kN Resp. 

Esta fuerza actua a traves del centroide del area. 

1 /2(29.43) + 73.58 N 


* = 3 


(3) = 1.29 m 


Resp. 


29.43 + 73.58 
medida hacia arriba desde B, figura 9-28 b. 

SOLUCI6N II 

Los mismos resultados se pueden obtener al considerar dos compo- 
nentes de F^, definidos por el triangulo y el rectangulo que se mues- 
tran en la figura 9-28c. Cada fuerza actua a traves de su centroide 
asociado y tiene una magnitud de 

F Re = (29.43 kN/m)(3 m) = 88.3 kN 

F, = |(44.15 kN/m) (3 m) = 66.2 kN 


Por tanto. 


F r = F Re + F t = 88.3 + 66.2 = 154.5 kN 


Resp. 


La ubicacion de F^ se determina al sumar momentos respecto a B , 
figura 9-2 8b y c, es decir, 

C+(M r ) b = (154.5)h = 88.3(1.5) + 66.2(1) 

h = 1.29 m Resp. 

NOTA: al usar la ecuacion 9-14, la fuerza resultante puede calcularse 
como F r = yzA = (9810 N/m 3 )(3.5 m)(3 m)(1.5 m) = 154.5 kN. 
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EJEMPLO 9.15 


Determine la magnitud de la fuerza hidrostatica resultante que ac- 
tua sobre la superficie de una pared marina que tiene la forma de 
una parabola, como se muestra en la figura 9-29a. La pared tiene 
5 m de largo; p w = 1020 kg/m 3 . 



Fig. 9-29 


SOLUCION 

Se calcularan las componentes horizontal y vertical de la fuerza 
resultante, figura 9-29 b. Como 

Pb = Pwgz B = (1020 kg/m 3 )(9.81 m/s 2 )(3 m) = 30.02 kPa 
entonces 


w B = bp B = 5 m(30.02 kPa) = 150.1 kN/m 


En consecuencia, 

F h = |(3 m)(150.1 kN/m) = 225.1 kN 

El area del sector parabolico ABC puede ser determinada con la 
tabla que aparece en la cubierta posterior interna de este libro. Por 
lo tanto, el peso del agua dentro de esta region es 

K = (Pwgt>)( area^c) 

= (1020 kg/m 3 )(9.81 m/s 2 )(5 m)[|(l m)(3 m)] = 50.0 kN 


Por consiguiente, la fuerza resultante es 

F r = VfI + Fl = V(225.1 kN) 2 + (50.0 kN) 2 

= 231 kN Resp. 
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EJEMPLO 9.16 


Determine la magnitud y la ubicacion de la fuerza resultante que 
actua sobre las placas triangulares del extremo del canal para agua 
que se muestra en la figura 9-30^; p w = 1000 kg/m 3 . 


E 



(a) 


SOLUCION 



La distribucion de presion que actua sobre la placa E del extremo 
se muestra en la figura 9-305. La magnitud de la fuerza resultante 
es igual al volumen de esta distribucion de carga. Resolveremos el 
problema por integracion. Si seleccionamos el elemento diferencial 
de volumen mostrado en la figura, tenemos 

dF = dV = p dA = p w gz(2x dz ) = 19 620 zx dz 

La ecuacion de la linea AB es 

x = 0.5(1 z) 

Por lo tanto, al sustituir e integrar con respecto a z desde z = 0 hasta 
z = 1 m resulta 


(b) 

Fig. 9-30 


/> p \ m 

F = V = / dV = / (19 620)z[0.5(l - z)] dz 

Jv Jo 

nl m 

= 9810 / (z - z 2 ) dz = 1635 N = 1.64 kN 
Jo 


Resp. 


Esta resultante pasa a traves del centroide del volumen . Por simetria, 

x = 0 Resp . 

Como z = z para el elemento de volumen, entonces 

/» /»1 m />lm 


zdV 


z = 


)0 


z(19 620)z[0.5(l - z)] dz 9810 / (z 2 - z 3 ) dz 


Jo 


r 

= 0.5 m 


1635 


1635 


Resp . 


NOTA: tambien podemos determinar la fuerza resultante al aplicar 
la ecuacion 9-14, F R = yzA = (9810 N/m 3 )(|)(l m)[|(l m)(l m)] = 
1.64 kN. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F9-17. Determine la magnitud de la fuerza hidrostatica F9-20. Determine la magnitud de la fuerza hidrostatica 
por metro de longitud que actua sobre la pared. El agua que actua sobre la compuerta AB , la cual tiene un ancho 
tiene una densidad de p = 1 Mg/m 3 . de 2 m. El agua tiene una densidad de p = 1 Mg/m 3 . 





6 

m 


F9-17 


F9-18. Determine la magnitud de la fuerza hidrostatica 
que actua sobre la compuerta AB , la cual tiene un ancho 
de 4 pies. El peso especifico del agua es y = 62.4 lb/pie 3 . 



F9-20 


4 pies 

A _ B 

[— 3 pies-■] 


F9-21. Determine la magnitud de la fuerza hidrostatica 
que actua sobre la compuerta AB , la cual tiene un ancho 
de 2 pies. El peso especifico del agua es y = 62.4 lb/pie 3 . 


F9-18 


F9-19. Determine la magnitud de la fuerza hidrostatica 
que actua sobre la compuerta AB , la cual tiene un ancho 
de 1.5 m. El agua tiene una densidad de p = 1 Mg/m 3 . 




F9-19 


F9-21 
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PROBLEMAS 


*9-104. El tanque se usa para almacenar un lfquido que 
tiene un peso especifico de 80 lb/pie 3 . Si esta lleno hasta 
el tope, determine la magnitud de la fuerza que ejerce el 
lfquido sobre cada uno de sus dos lados ABDC y BDFE. 



Prob. 9-104 


•9-105. La presa de “gravedad” de concreto se mantie- 
ne en su lugar por su propio peso. Si la densidad del con¬ 
creto es p c = 2.5 Mg/m 3 , y el agua tiene una densidad de 
p a = 1.0 Mg/m 3 , determine la dimension d mas pequena que 
impedira que la presa se voltee con respecto a su extremo A. 


9-106. La presa simetrica de “gravedad” hecha de con¬ 
creto se mantiene en su lugar por su propio peso. Si la 
densidad del concreto es p c = 2.5 Mg/m 3 , y el agua tiene 
una densidad de p a = 1.0 Mg/m 3 , determine la distancia d 
mas pequena en su base que impedira que la presa se vol¬ 
tee con respecto a su extremo A. La presa tiene un ancho 
de 8 m. 


1.5 m 



- d — 

Prob. 9-106 


9-107. El tanque se usa para almacenar un lfquido que 
tiene un peso especifico de 60 lb/pie 3 . Si el tanque esta 
lleno, determine la magnitud de la fuerza hidrostatica 
sobre las placas CDEFy ABDC. 



Prob. 9-105 


Prob. 9-107 
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*9-108. La placa circular A de acero se usa para sellar la 
abertura en el tanque de almacenamiento de agua. Deter¬ 
mine la magnitud de la fuerza hidrostatica resultante que 
actua sobre ella. La densidad del agua es p a = 1 Mg/m 3 . 

•9-109. La placa eliptica B de acero se usa para sellar la 
abertura en el tanque de almacenamiento de agua. Deter¬ 
mine la magnitud de la fuerza hidrostatica resultante que 
actua sobre ella. La densidad del agua es p a = 1 Mg/m 3 . 



*9-112. Determine la magnitud de la fuerza hidrostati¬ 
ca que actua por cada pie de longitud de la pared marina, 
y a = 62.4 lb/pie 3 . 


y 



Probs. 9-108/109 


9-110. Determine la magnitud de la fuerza hidrostatica 
que actua sobre la ventana de cristal si esta es circular, A. 
El peso especffico del agua de mar es y a = 63.6 lb/pie 3 . 

9-111. Determine la magnitud y la ubicacion de la fuerza 
hidrostatica resultante que actua sobre la ventana de cris¬ 
tal si esta es eliptica, B. El peso especffico del agua de mar 
es y a = 63.6 lb/pie 3 . 


•9-113. Si el segmento AB de la compuerta ABC es lo 
suficientemente largo, la compuerta estara a punto de 
abrirse. Determine la longitud L del segmento para que 
esto ocurra. La compuerta esta articulada en B y tiene un 
ancho de 1 m. La densidad del agua es p a = 1 Mg/m 3 . 

9-114. Si L = 2 m, determine la fuerza que ejerce la com¬ 
puerta ABC sobre el tope liso en C. La compuerta esta 
articulada en B, libre en A y tiene 1 m de ancho. La densi¬ 
dad del agua es p a = 1 Mg/m 3 . 




Probs. 9-110/111 


Probs. 9-113/114 
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9-115. Determine la masa del contrapeso A si la com- 
puerta de 1 m de ancho esta a punto de abrirse cuando el 
agua esta en el nivel mostrado. La compuerta esta articu- 
lada en B y se sostiene mediante el tope liso en C. La den- 
sidad del agua es p a = 1 Mg/m 3 . 

*9-116. Si la masa del contrapeso en A es de 6500 kg, 
determine la fuerza que ejerce la compuerta sobre el tope 
liso en C. La compuerta esta articulada en B y tiene 1 m 
de ancho. La densidad del agua es p a = 1 Mg/m 3 . 


9-118. La presa de gravedad de concreto esta disenada 
de modo que se mantiene en su lugar por su propio peso. 
Determine la dimension x minima para que el factor de 
seguridad contra el volteo respecto del punto A tenga un 
valor de 2. El factor de seguridad esta definido como la 
razon del momento de estabilizacion dividido entre el mo- 
mento de volteo. Las densidades del concreto y del agua 
son p conc = 2.40 Mg/m 3 y p a = 1 Mg/m 3 , respectivamente. 
Suponga que la presa no se desliza. 



Probs. 9-115/116 



•9-117. La presa de gravedad de concreto esta disenada 
de modo que se mantiene en su lugar por su propio peso. 
Determine el factor de seguridad contra el volteo respecto 
del punto A si x = 2 m. El factor de seguridad esta defini¬ 
do como la razon del momento de estabilizacion dividido 
entre el momento de volteo. Las densidades del concreto y 
del agua son p conc = 2.40 Mg/m 3 y p a = 1 Mg/m 3 , respecti¬ 
vamente. Suponga que la presa no se desliza. 


9-119. El tunel submarino de un centro acuatico se fabri- 
ca a partir de un material transparente de policarbonato 
que tiene la forma de una parabola. Determine la magni- 
tud de la fuerza hidrostatica que actua por cada metro de 
longitud a lo largo de la superficie AB del tunel. La densi¬ 
dad del agua es p a = 1000 kg/m 3 . 



Prob. 9-117 


Prob. 9-119 
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REPASO DEL CAPITULO 


Centro de gravedad y centroide 

El centro de gravedad G representa 
un punto donde el peso del cuerpo 
puede considerarse concentrado. La 
distancia desde un eje a este punto 
puede ser determinada a partir del 
equilibrio por momentos. Esto re- 
quiere que el momento del peso de 
todas las particulas del cuerpo con 
respecto a algun punto deba ser igual 
al momento de todo el peso del cuer¬ 
po con respecto al eje. 


El centro de masa coincidira con el 
centro de gravedad siempre que la 
aceleracion de la gravedad sea cons- 
tante. 


El centroide es la ubicacion del cen¬ 
tro geometrico del cuerpo. Se deter- 
mina de una manera parecida, por 
un balance de momentos de elemen- 
tos geometricos como segmentos de 
lmeas, areas o volumenes. Para cuer- 
pos que tienen una forma continua, 
los momentos se suman (integran) 
mediante elementos diferenciales. 


El centro de masa coincidira con el 
centroide siempre que el material sea 
homogeneo, es decir, que la densi- 
dad sea la misma en todo el material. 
El centroide siempre se encontrara 
en un eje de simetria. 





y 
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Cuerpo compuesto 

Si el cuerpo esta compuesto de varias x 

formas, cada una con ubicacion conoci- 
da de su centro de gravedad o centroide, - 

entonces la ubicacion se determina con 
una suma discreta a partir de sus partes 
componentes. z 


Teoremas de Pappus y Guldinus 

Los teoremas de Pappus y Guldinus se 
pueden usar para determinar el area 
superficial y el volumen de un cuerpo de 
revolucion. 


SW 

TzW_ 

2W 




El area superficial es igual al produc- 
to de la longitud de la curva generatriz 
y la distancia recorrida por el centroide 
de la curva para generar el area. 


A = OrL 


El volumen del cuerpo es igual al pro- 
ducto del area generatriz y la distancia 
recorrida por el centroide de esta area 
para generar el volumen. 


V = OTA 
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Carga general distribuida 

La magnitud de la fuerza resultante es 
igual al volumen total bajo el diagra- 
ma de carga distribuida. La linea de 
accion de la fuerza resultante pasa a tra- 
ves del centro geometrico o centroide 
de este volumen. 


Presion de fluidos 





La presion desarrollada por un liquido 
en un punto sobre una superficie su- 
mergida depende de la profundidad del 
punto y de la densidad del liquido de 
acuerdo con la ley de Pascal, p = pgh = 
yh. Esta presion creara una distribucion 
lineal de carga sobre una superficie ver¬ 
tical o inclinada. 



Si la superficie es horizontal, entonces 
la carga sera uniforme. 


En todo caso, las resultantes de estas 
cargas se pueden determinar si se 
encuentra el volumen o area bajo la cur- 
va de carga o por medio de F R = yzA , 
donde z es la profundidad hasta el cen¬ 
troide del area de la placa. La linea de 
accion de la fuerza resultante pasa por 
el centroide del volumen del diagrama 
de carga y actua en un punto P sobre la 
placa, llamado el centro de presion. 



Superficie 
del liquido 


F * 
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PROBLEMAS DE REPASO 


*9-120. Localice el centroide x del area sombreada. 9-123. Localice el centroide z del solido. 

•9-121. Localice el centroide y del area sombreada. 


y 




Prob. 9-123 


9-122. Localice el centroide y del area de la seccion trans- *9-124. La placa de acero tiene 0.3 m de espesor y una 

versal de la viga. densidad de 7850 kg/m 3 . Determine la ubicacion de su 

centro de masa. Ademas calcule las reacciones en el pasa- 
dor y en el soporte de rodillo. 



50 mm 


50 mm 



25 mm 


25 mm 


y 



Prob. 9-122 


Prob. 9-124 
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•9-125. Localice el centroide (x, y ) del area. 


y 



9-126. Determine la ubicacion (x, y) del centroide para 
el perfil estructural. Desprecie el espesor del elemento. 


*9-128. La carga sobre la placa varia linealmente a lo largo 
de los lados de la placa, de manera que p = \ [x(4 - y)] kPa. 
Determine la fuerza resultante y su posicion (x, y) sobre la 
placa. 


P 


8 kPa 



y 



Prob. 9-128 


•9-129. La carga de presion sobre la placa se descri¬ 
be mediante la funcion p = {-240/(x + 1) + 340} Pa. 
Determine la magnitud de la fuerza resultante y las coor- 
denadas del punto donde la lmea de accion de la fuerza 
interseca la placa. 


9-127. Localice el centroide y del area sombreada. 



Prob. 9-127 


Prob. 9-129 








































































El diseno de un elemento estructural, como una viga o una columna, requiere 
el calculo del momento de inercia de su seccion transversal. En este capitulo 
estudiaremos como se realiza ese calculo. 


Momentos de inercia 



OBJETIVOS DEL CAPITULO 

• Desarrollar un metodo para determinar el momento de inercia 
para un area. 

• Introducir el producto de inercia y mostrar como se determinan 
los momentos de inercia maximo y minimo para un area. 

• Analizar el momento de inercia de masa. 


10.1 Definicion de momentos de inercia 
para areas 

Siempre que una carga distribuida actua en forma perpendicular a un 
area y que su intensidad varia linealmente, el calculo del momento de 
la distribution de carga con respecto a un eje implicara una cantidad 
llamada el momento de inercia del area. Por ejemplo, considere la placa 
de la figura 10-1, la cual esta sometida a una presion p del fluido. Como 
se analizo en la section 9.5, esta presion p varia en forma lineal con la 
profundidad, de tal manera que p = yy, donde y es el peso especifico 
del fluido. Asi, la fuerza que actua sobre el area diferencial dA de la 
placa es dF = pdA = ( yy)dA . Por tanto, el momento de esta fuerza con 
respecto al eje x es dM = ydF = yy 2 dA , y al integrar dM sobre toda el 
area de la placa resulta M = yf y 2 dA. La integral / y 2 dA se denomina 
el momento de inercia I x del area con respecto al eje %. Las integrates 
de esta forma aparecen con frecuencia en las formulas que se utilizan 
en mecanica de fluidos, mecanica de materiales, mecanica estructural y 
diseno mecanico, por lo que los ingenieros necesitan conocer los meto- 
dos empleados para su calculo. 



Fig. 10-1 
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Momento de inercia. Por definition, los momentos de inercia 
de un area diferencial dA con respecto a los ejes xy y son dl x = y 2 dA 
y dl y = x 2 dA, respectivamente, figura 10-2. Los momentos de inercia 
se determinan por integracion para toda el area; es decir, 



h = 

[ y 2 d A 


JA 

I y = 

/ x 2 d A 


JA 


( 10 - 1 ) 


Tambien podemos formular esta cantidad para dA con respecto al 
“polo” O o eje z, figura 10-2. A este se le llama momento de inercia 
polar. Se define como dJ Q = r 2 dA, donde r es la distancia perpen¬ 
dicular desde el polo (eje z) hasta el elemento dA. Para toda el area, el 
momento de inercia polar es 


(10-2) 



Fig. 10-2 


Esta relacion entre J Q e I x , I y es posible puesto que r 2 = x 2 + y 2 , figura 
10 - 2 . 

A partir de las formulaciones anteriores se ve que I x , I y y J Q siempre 
seran positivos ya que implican el producto de una distancia al cuadrado 
y un area. Ademas, las unidades para el momento de inertia implican 
la longitud elevada a la cuarta potencia, por ejemplo, m 4 , mm 4 o pie 4 , 
pulg 4 . 


10.2 Teorema de los ejes paralelos 
para un area 


y y' 



El teorema de los ejes paralelos puede usarse para determinar el momen¬ 
to de inertia de un area con respecto a cualquier eje que sea paralelo a 
un eje que pasa a traves de su centroide y del cual se conozca el momen¬ 
to de inertia. Para desarrollar este teorema, consideraremos determinar 
el momento de inertia del area sombreada que se muestra en la figura 
10-3 con respecto al eje x. Para iniciar, elegimos un elemento diferencial 
dA que esta ubicado a una distancia arbitraria y' del eje centroidal x'. 
Si la distancia entre los ejes paralelos x y x' se define como d y , entonces 
el momento de inertia de dA con respecto al eje x es dl x = ( y ' + dy) 2 
dA. Para toda el area, 

h = j (/ + d y ) 2 dA 

= / y' 2 dA + 2 d y / y' dA + d 2 dA 

JA JA JA 


Fig. 10-3 
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La primera integral representa el momento de inercia del area con res- 
pecto al eje centroidal I x >. La segunda integral es cero ya que el eje x' 
pasa a traves del centroide C del area; es decir, f y r dA = y f f dA = 0 
puesto que y' = 0. Observamos que como la tercera integral representa 
el area total A, el resultado final es, por tanto, 


lx ~ lx' + Ady 


(10-3) 


Para I y , se puede escribir una expresion similar; es decir, 


iy ~ Iy' + Ad^ 


(10-4) 


Y por ultimo, para el momento de inercia polar, como J c = I x < + Iy 
y d 2 = d 2 x + d 2 , tenemos 


Jq — Jq H - Ad 2 


(10-5) 


La forma de cada una de estas tres ecuaciones establece que el momen¬ 
to de inercia de un area con respecto a un eje es igual al momento de 
inercia del area con respecto a un eje paralelo que pase a traves del cen¬ 
troide del area, mas el producto del area y el cuadrado de la distancia 
perpendicular entre los ejes. 



Para predecir la resistencia y la deflexion 
de esta viga, es necesario calcular el mo¬ 
mento de inercia del area de su section 
transversal. 


10.3 Radio de giro de un area 

El radio de giro de un area con respecto a un eje tiene unidades de lon- 
gitud y es una cantidad que se usa a menudo en mecanica estructural 
para el diseno de columnas. Si se conocen las areas y los momentos de 
inercia, los radios de giro se determinan a partir de las formulas 



La forma de estas ecuaciones es facil de recordar, ya que es semejante 
a la que se usa para encontrar el momento de inercia para un area 
diferencial con respecto a un eje. Por ejemplo, I x = k 2 x A\ mientras que 
para un area diferencial dl x = y 2 dA. 
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y y 




(b) 

Fig. 10-4 


10 


Procedimiento para el analisis 


En la mayoria de los casos, el momento de inercia puede deter- 

minarse con una integracion simple. El siguiente procedimiento 

muestra dos formas en las que se puede hacer esto. 

• Si la curva que define la frontera del area se expresa como 
y = /(%), entonces seleccione un elemento diferencial rectangular 
de modo que tenga una longitud finita y un ancho diferencial. 

• El elemento debe estar ubicado de manera que interseque la 
curva en el punto arbitrario (x, y). 

Caso 1 

• Oriente el elemento de forma que su longitud sea paralela al 
eje con respecto al cual se calcula el momento de inercia. Esta 
situacion ocurre cuando el elemento rectangular que se mues¬ 
tra en la figura lD-Aa se usa para determinar I x del area. Aqui, 
todo el elemento esta a una distancia y del eje x puesto que 
tiene un espesor dy. Asi, I x = f y 2 dA. Para determinar I y , el 
elemento se orienta de la manera que se muestra en la figura 
10-4 b. Este elemento se encuentra a la misma distancia x del 
eje y de manera que I y = f x 2 dA. 

Caso 2 

• La longitud del elemento puede estar orientada de manera per¬ 
pendicular al eje con respecto al cual se calcula el momento de 
inercia; sin embargo, la ecuacion 10-1 no es aplicable ya que 
todos los puntos del elemento no se encuentran a la misma dis¬ 
tancia del brazo de momento desde el eje. Por ejemplo, si el 
elemento rectangular de la figura 10-4a se usa para determinar 
I y , primero sera necesario calcular el momento de inercia del 
elemento con respecto a un eje paralelo al eje y que pase por 
el centroide del elemento, y luego determinar el momento de 
inercia del elemento con respecto al eje y por el teorema de los 
ejes paralelos. Mediante la integracion de este resultado se obten- 
dra I y . Yea los ejemplos 10.2 y 10.3. 
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EJEMPLO 10.1 


Determine el momento de inercia del area rectangular de la figura 
10-5 con respecto a (a) el eje centroidal x\ (b) el eje x b , que pasa por 
la base del rectangulo y (c) el polo o eje z r perpendicular al piano 
x'-y' y que pasa a traves del centroide C. 


SOLUCION (CASO 1) 

Parte (a). Para la integracion se elige el elemento diferencial que 
se muestra en la figura 10-5. Debido a su ubicacion y orientacion, 
to do el elemento esta a una distancia y' del eje x '. Aqui es necesario 
integrar desde y' = —h/2 ay' = h/ 2. Como dA = b dy', entonces 


h = J/ dA 


I x ' = ^bh 3 
x 12 


/ h/2 oh /2 

y' 2 {b dy') = b y' 2 dy' 

h/2 J-h/2 



Resp. 


Parte (b). El momento de inercia con respecto a un eje que pase 
por la base del rectangulo se puede obtener usando el resultado de 
la parte (a) y aplicando el teorema de los ejes paralelos, ecuacion 
10-3. 


I X b I x' Ady 

= J^bh 3 + bh (JY = \bh 3 
12 \2 J 3 


Resp . 


Parte (c). Para obtener el momento de inercia polar con respecto 
al punto C, debemos obtener primero 7y, la cual puede determinar- 
se al intercambiar las dimensiones b y h en el resultado de la parte 
(a), es decir, 


I 


y' 



Con la ecuacion 10-2, el momento de inercia polar con respecto a C 
es, por tanto, 


J c = I X ’ + Iy = ^bh{h 2 + b 2 ) 


Resp . 


N>|0- 
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EJEMPLO 10.2 




Fig. 10-6 


Determine el momento de inercia del area sombreada en gris de la 
figura IO-60, con respecto al eje x. 


SOLUCION I (CASO 1) 

Para la integracion se elige un elemento diferencial de area que sea 
paralelo al eje x, como se muestra en la figura 10-6*2. Como este ele¬ 
mento tiene un espesor dy e interseca la curva en el punto arbitrario 
(x, y), su area es dA = (100 - x) dy. Ademas, el elemento se encuen- 
tra a la misma distancia x desde el eje. Por consiguiente, al integrar 
con respecto a y, desde y = 0 hasta y = 200 mm, se obtiene 


r 200 mm 


i x = J/ ci a 


y 2 (100 - x) dy 


/*200 mm 


*“0 


200 mm / 4 

i( % 2 - 4 ) dy 


107 (10 6 ) mm 4 


Resp. 


SOLUCI6N II (CASO 2) 

Para la integracion, se elige un elemento diferencial paralelo al 
eje y, como se muestra en la figura 10-65. El elemento interseca la 
curva en el punto arbitrario (x, y). En este caso, no todos los puntos 
del elemento se encuentran a la misma distancia del eje x, y por lo 
tanto debe usarse el teorema de los ejes paralelos para determinar el 
momento de inercia del elemento con respecto a este eje. Para un rec- 
tangulo con base b y altura h , el momento de inercia con respecto a 
su eje centroidal ya fue determinado en la parte (a) del ejemplo 10.1. 
Se encontro que I x > = jybh 3 . Para el elemento diferencial mostrado 
en la figura 10-65, 5 = dxy h = y,y entonces dl x > = ^dx y 3 . Como 
el centroide del elemento esta en y = y/2 desde el eje x, el momento 
de inercia del elemento con respecto a este eje es 


dl x = dl x ' + dAy 1 = ^dx y 3 + y dx (A = |y 3 dx 


(Este resultado tambien puede obtenerse a partir de la parte (b) del 
ejemplo 10.1). Al integrar con respecto a x, desde x = 0 hasta x = 
100 mm, resulta 


/ /»100 mm ^ 

dl x = J -y 3 dx = 
= 107(10 6 ) mm 4 


r* 100 mm . 


-(400x) 3//2 dx 


Resp. 
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EJEMPLO 10.3 


Determine el momento de inercia con respecto al eje x del area 
circular que se muestra en la figura 10-7*2. 


y 



SOLUCION I (CASO 1) 

Si usamos el elemento diferencial que se muestra en la figura 10-7*2, 
como dA = 2x dy , tenemos 

4 = [y 2 dA = [y 2 (2x) dy 

JA JA 

= J y 2 {2\/a 2 — y 2 ) dy = Resp. 


SOLUCION II (CASO 2) 

Cuando se elige el elemento diferencial que se muestra en la figura 
10-75, el centroide del elemento se encuentra en el eje x, y como 
I x > = y^bh 3 para un rectangulo, tenemos 

dI x = ^dx(2y) 3 

2 3 , 

= dx 

Integrar con respecto a % resulta 

Ix= J l ^ 2 _ x2 ) ?,/2dx = ^ Res P- 

NOTA: por comparacion, la solucion I requiere la realizacion de 
menos calculos. Por tanto, si una integral que utiliza un elemento 
particular parece dificil de evaluar, trate de resolver el problema 
con un elemento orientado en la otra direccion. 





Fig. 10-7 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F10-1. Determine el momento de inercia del area som- F10-3. Determine el momento de inercia del area som- 
breada con respecto al eje x. breada con respecto al eje y. 




F10-1 


F10-3 


F10-2. Determine el momento de inercia del area som- F10-4. Determine el momento de inercia del area som- 
breada con respecto al eje x. breada con respecto al eje y. 




F10-2 


F10-4 
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PROBLEMAS 


•10-1. Determine el momento de inercia del area con 
respecto al eje x. 

10-2. Determine el momento de inercia del area con res¬ 
pecto al eje y. 


y 



Probs. 10-1/2 


10-3. Determine el momento de inercia del area con res¬ 
pecto al ejex. 

*10-4. Determine el momento de inercia del area con 
respecto al ejey. 


•10-5. Determine el momento de inercia del area con 
respecto al eje x. 

10-6. Determine el momento de inercia del area con res¬ 
pecto al eje y. 


y 



10-7. Determine el momento de inercia del area con res¬ 
pecto al eje x. 

*10-8. Determine el momento de inercia del area con 
respecto al eje y. 

•10-9. Determine el momento de inercia polar del area 
con respecto al eje z que pasa a traves del punto O. 




Probs. 10-3/4 


Probs. 10-7/8/9 
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10-10. Determine el momento de inercia del area con 
respecto al eje x. 

10-11. Determine el momento de inercia del area con 
respecto al eje y. 



Probs. 10-10/11 


*10-12. Determine el momento de inercia del area con 
respecto al eje x. 

•10-13. Determine el momento de inercia del area con 
respecto al eje 3 ;. 


10-14. Determine el momento de inercia del area con 
respecto al eje x. Con elementos rectangulares diferencia- 
les, resuelva el problema de dos maneras: (a) con espesor 
dx , y (b) con espesor dy. 

10-15. Determine el momento de inercia del area con 
respecto al eje y. Con elementos rectangulares diferencia- 
les, resuelva el problema de dos maneras: (a) con espesor 
dx, y (b) con espesor dy. 


y 



*10-16. Determine el momento de inercia del area trian¬ 
gular con respecto al eje x. 

•10-17. Determine el momento de inercia del area trian¬ 
gular con respecto al eje y. 



Probs. 10-12/13 


y=f(b-x) 



Probs. 10-16/17 
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10-18. Determine el momento de inercia del area con 
respecto al eje x. 

10-19. Determine el momento de inercia del area con 
respecto al eje y. 


10-22. Determine el momento de inercia del area con 
respecto al eje x. 

10-23. Determine el momento de inercia del area con 
respecto al eje y. 





Probs. 10-18/19 


Probs. 10-22/23 


*10-20. Determine el momento de inercia del area con 
respecto al ejex. 

•10-21. Determine el momento de inercia del area con 
respecto al eje y. 


y 



Probs. 10-20/21 


*10-24. Determine el momento de inercia del area con 
respecto al eje x. 

•10-25. Determine el momento de inercia del area con 
respecto al eje y. 

10-26. Determine el momento de inercia polar del area 
con respecto al eje z que pasa a traves del punto O. 



Probs. 10-24/25/26 
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10.4 Momentos de inercia para areas 
compuestas 

Un area compuesta consiste en una serie de partes o formas “mas 
simples” conectadas, como rectangulos, triangulos y circulos. Siempre 
que el momento de inercia de cada una de esas partes se conoce o 
puede determinarse con respecto a un eje comun, entonces el momen¬ 
to de inercia del area compuesta es igual a la suma algebraica de los 
momentos de inercia de todas sus partes. 


Procedimiento para el analisis 


El momento de inercia para un area compuesta con respecto a 

un eje de referencia puede determinarse por el siguiente proce¬ 
dimiento. 

Partes compuestas. 

• Con un croquis, divida el area en sus partes componentes e 
indique la distancia perpendicular desde el centroide de cada 
parte hasta el eje de referencia. 

Teorema de los ejes paralelos. 

• Si el eje centroidal para cada parte no coincide con el eje de 
referencia, debera usarse el teorema de los ejes paralelos, 
I = 7 + Ad 2 , para determinar el momento de inercia de la 
parte con respecto al eje de referencia. Para el calculo de 7 use 
la tabla que aparece en la cubierta posterior interna del libro. 

Suma. 

• El momento de inercia de toda el area con respecto al eje de 
referencia se determina por la suma de los resultados de sus 
partes componentes con respecto a este eje. 

• Si una parte componente tiene un “agujero”, su momento de 
inercia se encuentra al “restar” el momento de inercia del aguje¬ 
ro del momento de inercia de toda la parte, incluido el agujero. 


Para efectuar el diseno o analisis de 
esta viga en forma de T, los ingenieros 
deben ser capaces de localizar el cen¬ 
troide del area de su seccion transver¬ 
sal, y despues encontrar el momento de 
inercia de esta area con respecto al eje 
centroidal. 
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EJEMPLO 10.4 


Determine el momento de inercia del area que se muestra en la 
figura IO-80 con respecto al eje x. 



75 mm 


75 mm 


-100 mm - 


25 mm 



x 


(b) 


Fig. 10-8 


SOLUCI6N 

Partes compuestas. El area puede obtenerse al restar el circulo 
del rectangulo de la figura 10 -8b. El centroide de cada area esta 
ubicado en la figura. 


Teorema de los ejes paralelos. Los momentos de inercia con 
respecto al eje x se determinan con el teorema de los ejes paralelos y 
los datos proporcionados en la tabla de la cubierta posterior interna 
de este libro. 


Circulo 


I x — I x ' + Ad'y 

= ^77(25) 4 + 7T-(25) 2 (75) 2 = 11.4(10 6 ) mm 4 


Rectangulo 

I x = /*' + Ad 2 y 

= -^-(100)(150) 3 + (100)(150)(75) 2 = 112.5(10 6 ) mm 4 


Suma. Entonces, el momento de inercia del area compuesta es 


I x = -11.4(10 6 ) + 112.5(10 6 ) 
= 101(10 6 ) mm 4 


Resp. 
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EJEMPLO 10.5 




Fig. 10-9 


Determine los momentos de inercia para el area de la seccion trans¬ 
versal del elemento que se muestra en la figura 10-9*2 con respecto a 
los ejes centroidales xy y. 


SOLUCION 

Partes compuestas. La seccion transversal puede subdividirse en 
las tres areas rectangulares A, B y D que se muestran en la figura 
10-9 b. Para efectuar el calculo, el centroide de cada uno de esos 
rectangulos esta localizado en la figura. 

Teorema de los ejes paralelos. Con base en la tabla de la cubier- 
ta posterior interna de este libro, o en el ejemplo 10.1, el momen- 
to de inercia de un rectangulo con respecto a su eje centroidal es 
7 = y^bh 3 . Por lo tanto, con el teorema de los ejes paralelos para los 
rectangulos Ay D, los calculos son como sigue: 

Rectangulos Ay D 


/, = I X ' + Ad] = — (100)(300) 3 + (100)(300)(200) 2 


= 1.425(10 9 ) mm 4 


1 


I y = I y + Adj = — (300)(100) J + (100)(300)(250) 2 


1.90(10 9 ) mm 4 


Rectangulo B 


I x = — (600)(100) 3 = 0.05(10 9 ) mm 4 
I y = ^(100)(600) 3 = 1.80(10 9 ) mm 4 


Suma. Entonces, los momentos de inercia para toda la seccion 
transversal son 


I x = 2[1.425(10 9 )] + 0.05(10 9 ) 
= 2.90(10 9 ) mm 4 
I y = 2[1.90(10 9 )] + 1.80(10 9 ) 
= 5.60(10 9 ) mm 4 


Resp. 


Resp. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


F10-5. Determine el momento de inercia del area de la 
seccion transversal de la viga con respecto a los ejes cen- 
troidales xy y. 


y 



150 mm/ 150 mm 
^-50 mm 


F10-5 


F10-7. Determine el momento de inercia del area de la 
seccion transversal del canal con respecto al eje y. 



F10-6. Determine el momento de inercia del area de la 
seccion transversal de la viga con respecto a los ejes cen- 
troidales xy y. 


F10-8. Determine el momento de inercia del area de la 
seccion transversal de la viga en forma de T, con respecto 
al eje x' que pasa por el centroide de la seccion transver¬ 
sal. 



10 


F10-6 


F10-8 
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PROBLEMAS 


10-27. Determine la distancia y al centroide del area 
de la seccion transversal de la viga; despues determine el 
momento de inercia con respecto al eje x\ 

*10-28. Determine el momento de inercia del area de la 
seccion transversal de la viga con respecto al eje x. 

•10-29. Determine el momento de inercia del area de la 
seccion transversal de la viga con respecto al eje y. 


*10-32. Determine el momento de inercia del area com- 
puesta con respecto al eje x. 

•10-33. Determine el momento de inercia del area com- 
puesta con respecto al eje y. 




Probs. 10-27/28/29 


Probs. 10-32/33 


10-30. Determine el momento de inercia del area de la 
seccion transversal de la viga con respecto al eje x. 

10-31. Determine el momento de inercia del area de la 
seccion transversal de la viga con respecto al eje y. 


10-34. Determine la distancia y al centroide del area de 
la seccion transversal de la viga; determine el momento 
de inercia con respecto al eje x'. 

10-35. Determine el momento de inercia del area de la 
seccion transversal de la viga con respecto al eje y. 




Probs. 10-30/31 


Probs. 10-34/35 
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*10-36. Localice el centroide y del area compuesta, des¬ 
pues determine el momento de inercia de esta area con 
respecto al eje centroidal x'. 

•10-37. Determine el momento de inercia del area com¬ 
puesta con respecto al eje y. 



Probs. 10-36/37 


•10-41. Determine el momento de inercia del area de la 
seccion transversal de la viga con respecto al eje x. 

10-42. Determine el momento de inercia del area de la 
seccion transversal de la viga con respecto al eje y. 



10-38. Determine la distancia y al centroide del area 
de la seccion transversal de la viga; despues encuentre el 
momento de inercia con respecto al eje x'. 

10-39. Determine el momento de inercia del area de la 
seccion transversal de la viga con respecto al eje x. 

*10-40. Determine el momento de inercia del area de la 
seccion transversal de la viga con respecto al eje y. 


10-43. Localice el centroide y del area de la seccion 
transversal del angulo; despues, encuentre el momento de 
inercia I x > con respecto al eje centroidal x f . 

*10-44. Localice el centroide x del area de la seccion 
transversal del angulo; despues, encuentre el momento de 
inercia I y > con respecto al eje centroidal /. 


y 


50 m 

m 

50 

mm 

\ 


\ 



C 

301 

\ 

3 mm 

3 \ 



\ , 


y \ 

iAI 


100 

mm 

i 

[—200] 

mm—» 



y y 


6 pulg 


^ijulg^ 


2 pulg 


- 6 pulg-■] 


Probs. 10-38/39/40 


Probs. 10-43/44 















































528 


Capitulo 10 Momentos de inercia 


•10-45. Determine el momento de inercia del area com- 
puesta con respecto al eje x. 

10-46. Determine el momento de inercia del area com- 
puesta con respecto al eje y. 


y 



•10-49. Determine el momento de inercia I x > de la sec- 
cion. El origen de coordenadas esta en el centroide C. 

10-50. Determine el momento de inercia I y > de la seccion. 
El origen de coordenadas esta en el centroide C. 



10-47. Determine el momento de inercia del area com- 10-51. Determine el momento de inercia I x de la viga con 
puesta con respecto al eje centroidal y. respecto al eje centroidal x. 

*10-48. Localice el centroide y del area compuesta, des- *10-52. Determine el momento de inercia I y de la viga 

pues determine el momento de inercia de esta area con con respecto al eje centroidal y. 

respecto al ejex'. 


y 




240 

mm / 



50 mm 







400 






mm 



C 


50 mm 

3 

Lfe.. 

; 








: t 

50 mm 

150 mm 

150 mm 



Probs. 10-47/48 


Probs. 10-51/52 
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•10-53. Localice el centroide y del area de la seccion 
transversal del canal, despues determine el momento de 
inercia de esta area con respecto al eje centroidal x'. 

10-54. Determine el momento de inercia del area del 
canal con respecto al eje y. 


•10-57. Determine el momento de inercia del area de la 
seccion transversal de la viga con respecto al eje x. 

10-58. Determine el momento de inercia del area de la 
seccion transversal de la viga con respecto al eje y. 


y 


0.5 pulg 

i / 



P 



6 pulg 

1 


r 


0.5 pi 

^6.5 pulg^ 
dg 

— 6.5 pulg^ 
0 

1.5 pulg 


Probs. 10-53/54 


y 



10-55. Determine el momento de inercia del area de la 
seccion transversal con respecto al eje x. 

*10-56. Localice el centroide x del area de la seccion 
transversal de la viga, y despues determine el momento de 
inercia de esta area con respecto al eje centroidal y'. 


10-59. Determine el momento de inercia del area de la 
seccion transversal de la viga con respecto al eje x' que 
pasa a traves del centroide C de la seccion transversal. 
y = 104.3 mm. 




Probs. 10-55/56 


Prob. 10-59 
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Momentos de inercia 


y 




Fig. 10-10 



La efectividad de esta viga para resistir 
la flexion puede determinarse una vez 
que se conozcan sus momentos de iner¬ 
cia y su producto de inercia. 


*10.5 Producto de inercia para un area 

En la siguiente section se mostrara que la propiedad de un area, llama- 
da el producto de inertia, es necesaria a fin de determinar los momen¬ 
tos de inertia maximo y mmimo para el area. Estos valores maximo y 
mmimo son propiedades importantes necesarias para disenar elemen- 
tos estructurales y mecanicos como vigas, columnas y flechas. 

El producto de inercia del area de la figura 10-10 con respecto a los 
ejes x y y se define como 



(10-7) 


Si el elemento de area elegido tiene un tamano diferencial en dos direc- 
ciones, como se muestra en la figura 10-10, para evaluar I xy debe reali- 
zarse una integration doble. Sin embargo, con frecuencia es mas facil 
elegir un elemento que tenga un tamano diferencial o espesor en solo 
una direction, en cuyo caso la evaluation requiere solo una integracion 
simple (vea el ejemplo 10.6). 

Igual que el momento de inertia, el producto de inertia tiene uni- 
dades de longitud a la cuarta potencia, por ejemplo, m 4 , mm 4 o pies 4 , 
pulg 4 . Sin embargo, como x o y pueden ser cantidades negativas, el 
producto de inercia puede ser positivo, negativo o cero, dependiendo 
de la ubicacion y orientation de los ejes coordenados. Por ejemplo, el 
producto de inertia I xy para area sera cero si el eje x, o el eje y, es un eje 
de simetria para el area, como en la figura 10-11. Aqui, cada elemento 
dA localizado en el punto (x, y) tiene un elemento dA correspondiente 
en (x, -y). Como los productos de inertia para esos elementos son, 
respectivamente, xy dA y —xy dA , la suma algebraica o integration 
de todos los elementos que se elijan de esta manera se cancelaran uno 
a uno. En consecuencia, el producto de inercia para el area total se 
convierte en cero. De la definicion tambien se infiere que el “signo” 
de esta cantidad depende del cuadrante donde se ubique el area. 
Como se muestra en la figura 10-12, si el area se gira de un cuadrante 
a otro, el signo de I xy cambiara. 


10 





Fig. 10-11 
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y 



Teorema de los ejes paralelos. Considere el area sombreada 
que se muestra en la figura 10-13, donde x’yy’ representan un conjunto 
de ejes que pasan a traves del centroide del area , y x y y representan un 
conjunto correspondiente de ejes paralelos. Como el producto de iner¬ 
cia dedAcon respecto a los ejesx y yes dl xy = (V + d x )(y’ + d y ) dA , 
entonces para toda el area, 


I xy = / (*' + d x )(y’ + d y ) dA 


= / x'y' dA + d x y' dA + d y x' dA + d x d y / dA 
J A J A J A J A 


El primer termino del lado derecho representa el producto de iner¬ 
cia del area con respecto al eje centroidal, 7 x y. Las integrates en los 
terminos segundo y tercero son cero, ya que los momentos del area se 
toman con respecto al eje centroidal. Al observar que la cuarta integral 
representa el area total A , el teorema de los ejes paralelos para el pro¬ 
ducto de inercia se convierte en 


I xy 


-xy 


+ Ad x d v 


(10-8) 


y y' 



10 


Es importante que los signos algebraicos para d x y d y se mantengan 
al aplicar esta ecuacion. 
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EJEMPLO 10.6 





Determine el producto de inercia I xy del triangulo que se muestra 
en la figura 10-14*2. 

SOLUCI6N I 

Un elemento diferencial con espesor dx , como se muestra en la figu¬ 
ra 10-14 b, tiene un area dA = y dx. El producto de inercia de este 
elemento con respecto a los ejes % y y se determina con el teorema 
de los ejes paralelos, 

dl xy = dl x > y > + dAxy 

donde xyy ubican el centroide del elemento o el origen de los ejes 
x\ y. (Vea la figura 10-13). Como dl x ’ y > = 0, debido a la simetria, y 
x = x,y = y/ 2, entonces 


h 


h 


dl xy = 0 + (ydx)x^-J = y-xdx J x \^ x 

= -yi 3 dx 
2 b 2 


A1 integrar con respecto a x desde x = 0 hasta x = b se obtiene 

Resp. 


h 2 r b 2 h 2 

I = — x 3 dx = — 

xy 2 b 2 Jo 8 


SOLUCION II 

Tambien puede usarse el elemento diferencial que tiene un espesor 
dy, como se muestra en la figura 10-14c. Su area es dA = (b — x) dy. 
El centroide se localiza en el punto x = x + (b — x)/2 = (b + x)/2, 
y = y, por lo que el producto de inercia del elemento se vuelve 


dl X y dl x 'y' 


dA xy 


_ . T , , i b + x 

= 0 + (b - x) dy[ —— )y 


b + ( b/h)y 


= [b--y) d y 




A1 integrar con respecto a y desde y = 0 hasta v = h resulta 
, 1 [ h (,2 b 2 2 \ b 2 h 2 

^ = iLA b -i? y ) dy =— 


Resp . 
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EJEMPLO 10.7 


Determine el producto de inercia para el area de la seccion transver¬ 
sal del elemento que se muestra en la figura 10-15*2, con respecto a 
los ejes centroidales xy y. 



y 



Fig. 10-15 


SOLUCION 

Igual que en el ejemplo 10.5, la seccion transversal puede subdividir- 
se en tres areas rectangulares compuestas A, B y D, figura 10-15Z?. 
Las coordenadas para el centroide de cada uno de esos rectangulos 
se muestran en la figura. Debido a la simetria, el producto de inercia 
de cada rectangulo es cero con respecto a cada conjunto de ejes x\ 
y' que pasan a traves del centroide de cada rectangulo. Si usamos el 
teorema de los ejes paralelos, tenemos 

Rectangulo A 

I xy I x'y' Ad x dy 

= 0 + (300) (100) (-250) (200) = -1.50(10 9 ) mm 4 
Rectangulo B 

I xy 1 x'y' Ad x dy 

= 0 + 0 = 0 
Rectangulo D 

I xy I x'y' Ad x dy 

= 0 + (300) (100) (250)(-200) = -1.50(10 9 ) mm 4 

Por tanto, el producto de inercia de toda la seccion transversal es 
I xy = -1.50(10 9 ) + 0 - 1.50(10 9 ) = -3.00(10 9 ) mm 4 Resp. 

NOTA: este resultado negativo se debe al hecho de que los rectan¬ 
gulos Ay D tienen centroides ubicados con coordenadas % negativa 
y y negativa, respectivamente. 
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*10.6 Momentos de inercia 

para un area con respecto 
a ejes inclinados 



En el diseno estructural y mecanico, a veces es necesario calcular los 
momentos y el producto de inercia de I u , I v e I uv para un area con 
respecto a un conjunto de ejes inclinados u y v cuando se conocen los 
valores para 9, I x , I y e I xy . Para hacer esto usaremos ecuaciones de trans¬ 
formation , las cuales relacionan las coordenadas x,yyu,v.A partir de 
la figura 10-16, estas ecuaciones son 

u = x cos 6 + y sen 6 
v = y cos 6 - x sen 6 

Con estas ecuaciones, los momentos y el producto de inercia de dA con 
respecto a los ejes u y v se convierten 

dl u = v 2 dA = (y cos 6 — x sen 0) 2 dA 
dl v = u 2 dA = (x cos 9 + y sen 9) 2 dA 


dl uv = uv dA = (x cos 9 + y sen 9)(y cos 9 - x sen 9) dA 


A1 desarrollar cada expresion e integrarlas, asi como tener presente 
que I x = f y 2 dA, I y = f x 2 dA e I xy = f xy dA, obtenemos 

I u = I x cos 2 9 + I y sen 2 9 - 2I xy sen 9 cos 9 

I v = I x sen 2 9 + I y cos 2 9 + 2 I xy sen 9 cos 9 

I uv = I x sen 9 cos 9 — I y sen 9 cos 9 + I xy (cos 2 9 - sen 2 9) 

Estas ecuaciones pueden simplificarse mediante las identidades trigo- 
nometricas sen 29 = 2 sen 9 cos 9 y cos 29 = cos 2 9 - sen 2 9, en cuyo 
caso 


10 


Ix Iy Ix Iy 

I u = —--+---cos 29 - I xy sen 29 

I x I y I x I y 

I v =-—---cos 29 + I xy sen 29 


(10-9) 


Ir ~ Iv 


Iuv 


—-sen 29 + I xy cos 29 


Observe que si se suman la primera y la segunda ecuaciones, podemos 
mostrar que el momento de inercia polar con respecto al eje z que pasa 
a traves del punto O es, como se esperaba, independiente de la orienta- 
cion de los ejes u y v; es decir, 


I O Iu I v I x Iy 
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Momentos de inercia principales. Las ecuaciones 10-9 
muestran que I u , I v e I uv dependen del angulo de inclinacion 0 de los 
ejes u , v. Ahora determinaremos la orientation de esos ejes con res- 
pecto a los cuales los momentos de inercia del area son maximo y mini- 
mo. Este sistema particular de ejes se llama ejes principales del area, y 
los momentos de inertia correspondientes con respecto a esos ejes se 
llaman momentos de inercia principales. En general, hay un conjun¬ 
to de ejes principales para cada origen O elegido. Sin embargo, para 
el diseno estructural y mecanico, el origen O se ubica en el centroide 
del area. 

El angulo que define la orientation de los ejes principales puede 
encontrarse al diferenciar la primera de las ecuaciones 10-9 con res¬ 
pecto a 0 y establecer el resultado igual a cero. De modo que, 


d6 


- 2 ' 



sen 20 - 2I xy cos 20 = 0 


Por tanto, en 0 = 0 p , 


tan 20 p 


4y 

(4 - Iy)/2 


(10-10) 


Las dos raices, 0 pi y 0 p2 de esta ecuacion estan separadas en 90° y 
especifican la inclination de los ejes principales. Para sustituirlos en 
la ecuacion 10-9, debemos encontrar primero el seno y el coseno de 
2 0 Pl y 2 0 pr Esto puede hacerse mediante los triangulos de la figura 
10-17, que se basan en la ecuacion 10-10. 

Si sustituimos cada una de las relaciones de seno y coseno en la pri¬ 
mera o la segunda de las ecuaciones 10-9, y simplificamos, obtenemos 



( 10 - 11 ) 


Segun el signo que se elija, este resultado proporciona el momento 
de inercia maximo o mmimo para el area. Ademas, si las relaciones 
trigonometricas anteriores para 0 pi y 0 p2 se sustituyen en la tercera 
de las ecuaciones 10-9, se puede ver que I uv = 0; es decir, el producto de 
inercia con respecto a los ejes principales es cero. Como en la section 
10.6 se indico que el producto de inertia es cero con respecto a cual- 
quier eje simetrico, se infiere que cualquier eje simetrico representa un 
eje principal de inercia para el area. 



10 
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EJEMPLO 10.8 



Determine los momentos de inercia principals y la orientacion de 
los ejes principals para el area de seccion transversal del elemento 
que se muestra en la figura 10-18*2 con respecto a un eje que pase a 
traves del centroide. 

SOLUCION 

Los momentos y productos de inercia de la seccion transversal con 
respecto a los ejes x, y se han determinado en los ejemplos 10.5 y 
10.7. Los resultados son 

I x = 2.90(10 9 ) mm 4 I y = 5.60(10 9 ) mm 4 I xy = -3.00(10 9 ) mm 4 



Con la ecuacion 10-10, los angulos de inclinacion de los ejes prin- 
cipales u y v son 




-[-3.00(10 9 )] 


tan 26 p — I y)/'2, [2.90(10 9 ) - 5.60(10 9 )]/2 

29 p = -65.8° y 114.2° 

Entonces, por inspeccion de la figura 10-185, 

e p2 = -32.9° y e pi = 57.1° 


= - 2.22 


Resp. 


Los momentos de inercia principals con respecto a estos ejes se 
determinan con la ecuacion 10-11. Por consiguiente, 


4 + Iy / /4 ~ 4 V o 

^=—±V (—) +/ - 


2.90(10 9 ) + 5.60(10 9 ) 


2.90(10 9 ) - 5.60(10 9 ) 


+ [—3.00( 10 9 )] 


9\i2 


/ m ax = 4.25(10 9 ) ± 3.29(10 9 ) 


o bien 


7 m ax = 7.54(10 9 ) mm 4 / mfn = 0.960(10 9 ) mm 4 Resp. 


NOTA: el momento de inercia maximo, / m;ix = 7.54(10 9 ) mm 4 , ocu- 
rre con respecto al eje u , ya que por inspeccion se observa que la 
mayor parte del area de la seccion transversal esta muy alejada de 
este eje. O, dicho de otra manera, 7 m ^ x ocurre con respecto al eje u 
ya que este se encuentra ubicado dentro de ±45° del eje y, el cual 
tiene el mayor valor de I (I y > I x ). Ademas, esto puede concluirse 
tambien al sustituir los datos con 6 = 57.1° en la primera de las 
ecuaciones 10-9 y al despejar I u . 
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*10.7 Cfrculo de Mohr para momentos 
de inercia 

Las ecuaciones 10-9,10-10 y 10-11 tienen una solution grafica que, por 
lo general, es facil de usar y recordar. A1 elevar al cuadrado la primera 
y la tercera de las ecuaciones 10-9 y sumarlas, se encuentra que 


h ~ 


I + I \ 2 

± x 1 ± y 


+ it 



+ 4 


Aquf, /,. I y e I xy son constantes conocidas. Asf, la ecuacion anterior 
puede escribirse en forma compacta como 


(4 - a) 2 + I 2 UV = R 2 

Cuando esta ecuacion se grafica sobre un sistema de ejes que represen- 
tan los respectivos momento de inercia y producto de inercia, como se 
muestra en la figura 10-19, la grafica resultante representa un circulo 
de radio 


R = 





2 


con su centro ubicado en el punto ( a , 0), donde a = (I x + I y )/ 2. El 
circulo construido de esta manera se llama circulo de Mohr , en honor 
del ingeniero aleman Otto Mohr (1835-1918). 



(a) 



10 


Fig. 10-19 
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10 



(a) 



(b) 


Fig. 10-19 


Procedimiento para el analisis 


El principal proposito de usar aqui el circulo de Mohr es tener un 
medio conveniente para encontrar los momentos de inercia prin¬ 
cipals para el area. El siguiente procedimiento proporciona un 
metodo adecuado para lograrlo. 

Determine l x , \ y e l xy . 

• Establezca los ejes x,y y determine I x , I y e I xy , figura 10-19*2. 
Construya el circulo. 

• Construya un sistema coordenado rectangular de modo que 
la abscisa represente el momento de inercia I , y la ordenada 
represente el producto de inercia I xy , figura 10-196. 

• Determine el centro O del circulo que se localiza a una distan- 
cia (I x + Iy )/2 del origen, y grafique el punto A de referenda 
con coordenadas (/ x , I xy ). Recuerde que I x es siempre positivo, 
mientras que I xy puede ser positivo o negativo. 

• Conecte el punto de referencia A con el centro del circulo y 
determine la distancia OA por trigonometria. Esta distancia 
representa el radio del circulo, figura 10-196. Por ultimo, trace 
el circulo. 


Momentos principals de inercia. 

• Los puntos donde el circulo interseca al eje I proporcionan 
los valores de los momentos de inercia principals / mfn e I m & x . 
Observe que, tal como se esperaba, el producto de inercia sera 
cero en estos puntos , figura 10-196. 

Ejes principals. 

• Para encontrar la orientation del eje principal mayor, deter¬ 
mine por trigonometria el angulo 2 6 pi , medido desde el radio 
OA hasta el eje I positivo, figura 10-196. Este angulo representa 
el doble del angulo desde el eje v hasta el eje del momento 
de inercia maximo / mdx , figura 10-19&. Tanto el angulo sobre el 
circulo, 2 6 pi , como el angulo 0 pi , deben medirse en el mismo sen- 
tido , como se muestra en la figura 10-19. El eje para el momen¬ 
to de inercia mmimo / min es perpendicular al eje para / m ^ x . 


Con trigonometria puede verificarse que el procedimiento anterior 
esta de acuerdo con las ecuaciones desarrolladas en la seccion 10.6. 
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EJEMPLO 10.9 


Con el circulo de Mohr, determine los momentos de inercia princi- 
pales y la orientacion de los ejes principales mayores para el area de 
la seccion transversal de la viga que se muestra en la figura 10-20*2, 
con respecto a un eje que pase a traves del centroide. 



SOLUCI6N 

Determine l xt l yl l xy . Los momentos de inercia y el producto de 
inercia se determinaron en los ejemplos 10.5 y 10.7 con respecto 
a los ejes x, y mostrados en la figura 10-20*2. Los resultados son 
I x = 2.90(10 9 ) mm 4 , I y = 5.60(10 9 ) mm 4 e l xy = -3.00(10 9 ) mm 4 . 

Construya el cfrculo. Los ejes / e I xy se muestran en la figura 
10-206. El centro del circulo O se encuentra a una distancia (I x + I y )/2 
= (2.90 + 5.60)/2 = 4.25 del origen. Cuando el punto de referenda 
A(I X , I xy ) o A{ 2.90, -3.00) se conecta al punto O, el radio OA se 
determina a partir del triangulo OBA con el teorema de Pitagoras. 

OA = V(1.35) 2 + (-3.00) 2 = 3.29 

El circulo esta construido en la figura 10-20c. 

Momentos de inercia principales. El circulo interseca el eje I en 

los puntos (7.54, 0) y (0.960, 0). Por tanto, 


(b) 


I xy (10 9 ) mm 4 



A (2.90, -3.00) 
(c) 


/ m ax = (4-25 + 3.29)10 9 = 7.54(10 9 ) mm 4 Resp. 

I mm = (4.25 - 3.29)10 9 = 0.960(10 9 ) mm 4 Resp. 

Ejes principales. Como se muestra en la figura 10-20c, el angulo 
2 0 Pl se determina a partir del circulo al medir en sentido contrario 
al de las manecillas del reloj, desde OA hacia la direccion del eje I 
positivo. Por consiguiente, 

J\BA\\ 1 /3.00\ 

26 = 180° - sen -1 - = 180° - sen -1 —— = 114.2° 

Pl \\OA\J V3.29 J 

/max = 7.54(10 9 ) mm 4 

El eje principal para / mfe = 7.54(10 9 ) mm 4 esta, por tanto, orientado a 
un angulo 6 pi = 57.1°, medido en sentido contrario al de las manecillas 
del reloj , desde el eje x positivo hacia el eje u positivo. El eje v es per¬ 
pendicular a este eje. Los resultados se muestran en la figura 10-20*i. 



(d) 

Fig. 10-20 
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PROBLEMAS 


*10-60. Determine el producto de inercia del area para- 
bolica con respecto a los ejes x y y. 

•10-61. Determine el producto de inercia I xy de la mitad 
derecha del area parabolica del problema 10-60, limitada 
por las rectas y = 2 pulg y x = 0. 


y 



10-62. Determine el producto de inercia del area de un 
cuarto de elipse con respecto a los ejes x y y. 


*10-64. Determine el producto de inercia del area con 
respecto a los ejes x y y. 



Prob. 10-64 

•10-65. Determine el producto de inercia del area con 
respecto a los ejes x y y. 


y 



10-63. Determine el producto de inercia del area con res¬ 
pecto a los ejes x y y. 


10 


y 



y 



10-66. Determine el producto de inercia del area con res¬ 
pecto a los ejesx y y. 
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10-67. Determine el producto de inercia del area con res- 10-70. Determine el producto de inercia del area com- 

pecto a los ejes x y y. puesta con respecto a los ejes x y y. 



y 



*10-68. Determine el producto de inercia para el area de 
la elipse con respecto a los ejes x y y. 


Prob. 10-70 


y 



•10-69. Determine el producto de inercia para el area 
parabolica con respecto a los ejes x y y. 


y 



10-71. Determine el producto de inercia del area de la 
seccion transversal con respecto a los ejes x y y, que tienen 
su origen ubicado en el centroide C. 


y 



10 


Prob. 10-69 


Prob. 10-71 
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*10-72. Determine el producto de inercia para el area de 10-74. Determine el producto de inercia para el area de 

la seccion transversal de la viga con respecto a los ejes x y la seccion transversal de la viga con respecto a los ejes x y 

y, que tienen su origen ubicado en el centroide C. y, que tienen su origen ubicado en el centroide C. 



•10-73. Determine el producto de inercia para el area de la 
seccion transversal de la viga con respecto a los ejes x y y. 


10-75. Localice el centroide x del area de la seccion trans¬ 
versal de la viga y despues determine los momentos de 
inercia y el producto de inercia de esta area con respecto a 
los ejes u y v. Los ejes tienen su origen en el centroide C. 



Prob. 10-73 


Prob. 10-75 
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*10-76. Localice el centroide (x, y) del area de la seccion 10-78. Determine los momentos de inercia y el producto 

transversal de la viga y despues determine el producto de de inercia del area de la seccion transversal de la viga con 

inercia de esta area con respecto a los ejes centroidales respecto a los ejes u y v. 
x'yy'. 


y y ' 




3 


3 


Prob. 10-78 


•10-77. Determine el producto de inercia para el area de 
la seccion transversal de la viga con respecto a los ejes cen¬ 
troidales x y y. 


10-79. Localice el centroide y del area de la seccion 
transversal de la viga y despues determine los momentos 
de inercia y el producto de inercia de esta area con respec¬ 
to a los ejes u y v. 



Prob. 10-77 


Prob. 10-79 
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*10-80. Localice el centroide x y y del area de la seccion 
transversal y despues determine la orientacion de los 
ejes principales, los cuales tienen su origen en el centroide 
C del area. Ademas, encuentre los momentos de inercia 
principales. 


y 



t 

6 pulg 


Prob. 10-80 


•10-81. Determine la orientacion de los ejes principales, 
los cuales tienen su origen en el centroide C del area de 
la seccion transversal de la viga. Ademas, encuentre los 
momentos de inercia principales. 


10-82. Localice el centroide y del area de la seccion 
transversal de la viga y despues determine los momentos 
de inercia de esta area y el producto de inercia con respec- 
to a los ejes u y v. Los ejes tienen su origen en el centroi¬ 
de C. 


y 



10-83. Resuelva el problema 10-75 con el circulo de 
Mohr. 


*10-84. Resuelva el problema 10-78 con el circulo de 
Mohr. 



•10-85. Resuelva el problema 10-79 con el circulo de 
Mohr. 


10-86. Resuelva el problema 10-80 con el circulo de 
Mohr. 


10-87. Resuelva el problema 10-81 con el circulo de 
Mohr. 


Prob. 10-81 


*10-88. Resuelva el problema 10-82 con el circulo de 
Mohr. 
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10.8 Momento de inercia de masa 

El momento de inercia de masa de un cuerpo es una medida de la resis- 
tencia del cuerpo a la aceleracion angular. Como este momento se usa 
en dinamica para estudiar el movimiento rotatorio, a continuacion se 
analizaran los metodos para realizar su calculo.* 

Considere el cuerpo rigido que se muestra en la figura 10-21. 
Definimos el momento de inercia de masa del cuerpo con respecto al 
eje z como 



Aqui, r es la distancia perpendicular desde el eje hasta el elemento 
arbitrario dm. Como la formulacion implica a r , el valor de I es unico 
para cada eje con respecto al cual se calcula. Sin embargo, el eje que 
generalmente se elige pasa por el centro de masa G del cuerpo. Las 
unidades que se utilizan comunmente para esta medida son kg • m 2 o 
slug • pie 2 . 

Si el cuerpo consiste en material con densidad p, entonces dm = 
p dV , figura 10-22*3. Al sustituir esto en la ecuacion 10-12, el momento 
de inercia del cuerpo se calcula entonces con elementos de volumen 
para la integracion; es decir, 


z 



Fig. 10-21 


/ = Jr 2 p dV (10-13) 

Para la mayoria de las aplicaciones, p sera una constante , por lo que 
este termino puede factorizarse fuera de la integral, y la integracion es 
entonces meramente una funcion de la geometria. 


I = 



(10-14) 



Fig. 10-22 


10 


*Otra propiedad del cuerpo que mide la simetria de la masa del cuerpo con respecto a 
un sistema coordenado es el producto de inercia de masa. Esta propiedad se aplica a me- 
nudo al movimiento tridimensional de un cuerpo y se analiza en Engineering Mechanics: 
Dynamics (Capitulo 21). 
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Fig. 10-22 


10 


Procedimiento para el analisis 


Si un cuerpo es simetrico con respecto a un eje, como en la figura 

10-22, entonces su momento de inercia de masa con respecto al eje 

puede determinarse con una integracion simple. Los elementos de 

cascaron o de disco se usan para este proposito. 

Elemento de cascaron. 

• Si un elemento de cascaron con altura z, radio y y espesor dy se 
elige para la integracion, figura 10-22 b, entonces su volumen 
es dV = (2iry)(z) dy. 

• Este elemento se puede usar en las ecuaciones 10-13 o 10-14 
para determinar el momento de inercia I z del cuerpo con res¬ 
pecto al eje z ya que todo el elemento , debido a su “delgadez”, 
se encuentra a la misma distancia perpendicular r = y del eje z 
(vea el ejemplo 10.10). 

Elemento de disco. 

• Si un elemento de disco, con radio y y espesor dz se elige para 
la integracion, figura 10-22c, entonces el volumen es dV = 
(Try 2 ) dz. 

• En este caso el elemento es finito en la direccion radial, y en 
consecuencia no todas sus partes se encuentran a la misma dis¬ 
tancia radial r del eje z. Como resultado, las ecuaciones 10-13 o 
10-14 no se pueden usar para determinar I z . En vez de realizar 
la integracion con este elemento, primero es necesario deter¬ 
minar el momento de inercia del elemento con respecto al eje z 
y luego integrar este resultado (vea el ejemplo 10.11). 
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EJEMPLO 10.10 


Determine el momento de inercia de masa del cilindro que se mues- 
tra en la figura 10-23*2 con respecto al eje z. La densidad p del mate¬ 
rial es constante. 



Fig. 10-23 


SOLUCION 

Elemento de cascaron. Este problema se puede resolver con 
el elemento de cascaron que se muestra la figura 10-23 b y solo 
se requiere una integracion simple. El volumen del elemento es 
dV = (2iTr)(h) dr, de modo que su masa es dm = p dV = p(J2nhr dr). 
Como to do el elemento se encuentra a la misma distancia r del eje z, 
el momento de inercia del elemento es 


dl z = r 2 dm = p2irhr 2 dr 


Al integrar sobre todo el cilindro resulta 


I z = I r 2 dm = p2irh / r dr = ~—R 4 h 


Como la masa del cilindro es 


r R 

dm = p2irh I r dr = pirhR 

Jo 



Iz 



Resp . 


entonces 
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EJEMPLO 



Un solido se genera al girar el area sombreada en azul mostrada en 
la figura 10-24*2 con respecto al eje y. Si la densidad del material es de 
5 slug/pie 3 , determine el momento de inercia de masa con respecto 
al ejey. 



(a) 



Fig. 10-24 


SOLUCION 

Elemento de disco. El momento de inercia se determinara con 
este elemento de disco , como se muestra en la figura 10-24 b. Aqui, 
el elemento interseca la curva en el punto arbitrario (x, y) y tiene 
una masa 

dm = p dV = p(tt x 2 ) dy 

Aunque todos los puntos del elemento no estan ubicados a la misma 
distancia del eje y, es posible determinar el momento de inercia dl y 
del elemento con respecto al eje y. En el ejemplo anterior se mostro 
que el momento de inercia de un cilindro homogeneo con respecto a 
su eje longitudinal es I = \mR 2 , donde my R son la masa y el radio 
del cilindro. Como la altura del cilindro no esta implicada en esta 
formula, tambien la podemos usar para un disco. Asi, para el elemen¬ 
to de disco que se muestra en la figura 10-245, tenemos 


1 1 

dl y = —(dm)x 2 = -[p{ttx 2 ) dy]x 2 


Sustituimos x = y 2 , p = 5 slug/pie 3 , e integramos con respecto a y, 
desde y = 0 hasta y = 1 pie, y obtenemos el momento de inercia 
para todo el solido. 


'>-T 


plpie 


5tt 


r»lpie 


dy = — / y 6 dy = 0.873 slug • pie z 


Resp. 
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Teorema de los ejes paralelos. Si se conoce el momento de 
inercia del cuerpo con respecto a un eje que pase por el centro de masa 
del cuerpo, entonces el momento de inercia con respecto a cualquier 
otro eje paralelo puede determinarse con el teorema de los ejes parale¬ 
los. Para derivar este teorema, considere el cuerpo que se muestra en 
la figura 10-25. El eje z' pasa por el centro de masa G, mientras que el 
correspondiente eje z paralelo se encuentra a una distancia constante 
d. A1 seleccionar el elemento diferencial de masa dm que se localiza en 
el punto (x', y') y con el teorema de Pitagoras, r 2 = (d + x') 2 + y' 2 , el 
momento de inercia del cuerpo con respecto al eje z es 


I = 



[(d + x') 2 + y' 2 ] dm 



+ y' 2 ) dm + 2 d x' dm + dr 



Como r' 2 = x' 2 + y' 2 , la primera integral representa a I G . La segunda 
integral es igual a cero , ya que el eje z! pasa por el centro de masa del 
cuerpo, es decir, f x' dm = xf dm = 0 ya que x = 0. Por ultimo, la 
tercera integral representa la masa total m del cuerpo. Por consiguiente, 
el momento de inercia con respecto al eje z puede escribirse como 


/ = I G + md 2 


(10-15) 


10 


donde 

I G = momento de inercia con respecto al eje z' que pasa por 
el centro de masa G 
m = masa del cuerpo 
d = distancia entre los ejes paralelos 
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Radio de giro. En ocasiones, el momento de inercia de un cuer- 
po respecto a un eje especifico se reporta en los manuales median- 
te el radio de giro k. Este valor tiene unidades de longitud, y cuando 
se conoce junto con la masa m del cuerpo, el momento de inercia se 
puede determinar a partir de la ecuacion 



(10-16) 


Observe la similitud entre la definicion de k en esta formula y r en la 
ecuacion dl = r 2 dm, la cual define el momento de inercia de un ele- 
mento diferencial de masa dm del cuerpo con respecto a un eje. 

Cuerpos compuestos. Si un cuerpo esta construido a partir de 
un numero de formas simples como discos, esferas y barras, el momen¬ 
to de inercia del cuerpo con respecto a cualquier eje z puede determi- 
narse al sumar algebraicamente los momentos de inercia de todas las 
formas componentes calculados con respecto al mismo eje. La suma 
algebraica es necesaria ya que una parte componente se debe conside- 
rar como una cantidad negativa si ya ha sido incluida dentro de otra 
parte —como en el caso de un “agujero” sustraido de una placa solida—. 
Ademas, el teorema de los ejes paralelos es necesario para los calculos 
si el centro de masa de cada parte componente no se encuentra sobre 
el eje z. A este respecto, en la tabla que se encuentra en la cubierta 
interna de este libro se proporcionan formulas para el momento de 
inercia de masa de algunas formas comunes, como discos, esferas y 
barras. 



Este volante, que opera un cortador de 
metal, tiene un momento grande de iner¬ 
cia con respecto a su centro. Una vez que 
comienza a girar es dificil detenerlo y, 
por consiguiente, es posible transferir de 
manera efectiva un movimiento uniforme 
a la hoja cortadora. 
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EJEMPLO 10.12 


Si la placa que se muestra en la figura 10-26*2 tiene densidad de 8000 
kg/m 3 y un espesor de 10 mm, determine su momento de inercia de 
masa con respecto a un eje perpendicular a la pagina y que pase por 
el punto O. 



0.25 m 



Fig. 10-26 

SOLUCION 

La placa consta de dos partes compuestas, el disco de 250 mm de 
radio menos un disco de 125 mm de radio, figura 10-2 6b. El momento 
de inercia con respecto a O puede determinarse por el calculo del 
momento de inercia de cada una de esas partes con respecto aO,y 
sumar luego algebraicamente los resultados. Los calculos se realizan 
con el teorema de los ejes paralelos junto con los datos dados en la 
cubierta posterior interna de este libro. 

Disco. El momento de inercia de un disco con respecto a un eje 
perpendicular al piano del disco y que pasa por G es I G = \mr 2 . El 
centro de masa del disco esta a una distancia de 0.25 m del punto 
O. Entonces, 

m d = p d V d = 8000 kg/m 3 [ir(0.25 m) 2 (0.01 m)] = 15.71 kg 
(Io)d = \ m d r d + m d d 2 

= |(15.71 kg)(0.25 m) 2 + (15.71 kg)(0.25 m) 2 
= 1.473 kg-m 2 

Agujero. Para el disco (agujero) mas pequeno, tenemos 

m h = p h V h = 8000 kg/m 3 [77(0.125 m) 2 (0.01 m)] = 3.93 kg 
(Io)h = \m h ri + m h d 2 

= |(3.93 kg)(0.125 m) 2 + (3.93 kg)(0.25 m) 2 
= 0.276 kg • m 2 

Por lo tanto, el momento de inercia de la placa con respecto al punto 
O es 

I(D = (Io)d ~ (Io)h 

= 1.473 kg • m 2 - 0.276 kg • m 2 
= 1.20 kg -m 2 Resp . 
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EJEMPLO 10.13 


Ql * 


2 pies 




[—1 pie 1 pie —*j 


Fig. 10-27 


El pendulo que se muestra en la figura 10-27 consiste en dos barras 
delgadas cada una con un peso de 10 lb. Determine el momento 
de inercia de masa del pendulo con respecto a un eje que pase por 
(a) el pasador en O , y (b) el centro de masa G del pendulo. 

SOLUCION 

Parte (a). Con la tabla proporcionada en la cubierta posterior 
interna de este libro, el momento de inercia de la barra OA con 
respecto a un eje perpendicular a la pagina y que pasa por el punto 
extremo O de la barra, es I Q = 1/3 ml 2 . Por consiguiente, 

(Wo - f ™' 2 - Kj 2 . 2 pies/s 2 )' 2pies)2 ' 0 ' 414slUg ' pi ' 2 

Observe que este mismo valor puede calcularse con I G = j^ml 2 y el 
teorema de los ejes paralelos; es decir, 


/T , 1 2 j2 If 101b 

(In a )n = tvt ml + md = — - r 

V 12 12 V32.2 pies/s 2 

= 0.414 slug • pie 2 

Para la barra BC tenemos 


(2 pies) 2 + 


10 lb 


32.2 pies/s z 


(1 pie) 2 


1 1 

( hc)o = + md 2 = — 


12 


10 lb 


12 V 32.2 pies/s 2 


(2 pies) 2 + 


101b 


32.2 pies/s^ 


(2 pies) 2 


= 1.346 slug *pies 2 


El momento de inercia del pendulo con respecto a O es, por tanto 

I Q = 0.414 + 1.346 = 1.76 slug*pie 2 Resp. 

Parte (b). El centro de masa G se localizara con respecto al pasa¬ 
dor situado en O. Si suponemos que esta distancia es y, figura 10-27, 
y usamos la formula para determinar el centro de masa, tenemos 


Eym 1(10/32.2) + 2(10/32.2) 
y “ 2m “ (10/32.2) + (10/32.2) “ L50 P ies 

El momento de inercia I G puede calcularse de la misma manera que 
I Q , lo cual requiere aplicaciones sucesivas del teorema de los ejes 
paralelos para transferir los momentos de inercia de las barras OA 
y BC a G. Sin embargo, una solucion mas directa significa aplicar el 
teorema de los ejes paralelos con el resultado para I Q determinado 
anteriormente; es decir, 

I 0 = I G + md 2 -, 1.76 slug • pie 2 = I G + (- 2 )(1.50 pies) 2 

V32.2 pies/s / 

I G = 0.362 slug • pie 2 Resp . 
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PROBLEMAS 


•10-89. Determine el momento de inercia de masa I z del 
cono que se forma al girar el area sombreada (gris claro) 
alrededor del eje z. La densidad del material es p. Exprese 
el resultado en terminos de la masa m del cono. 


z 



10-90. Determine el momento de inercia de masa I x del 
cono circular recto y exprese el resultado en terminos de la 
masa total m del cono. El cono tiene densidad constante p. 


10-91. Determine el momento de inercia de masa I y de 
la barra delgada. La barra esta hecha de un material que 
tiene una densidad variable p = p 0 (l + x/l), donde p 0 es 
constante. El area de la seccion transversal de la barra 
A. Exprese el resultado en terminos de la masa m de la 
barra. 


z 



*10-92. Determine el momento de inercia de masa I y del 
solido que se forma al girar el area sombreada (gris claro) 
alrededor del eje y. La densidad del material es p. Exprese 
el resultado en terminos de la masa m del solido. 


z 



Prob. 10-92 

•10-93. El paraboloide se forma al girar el area sombrea¬ 
da (gris claro) alrededor del eje x. Determine el radio de 
giro k x . La densidad del material es p = 5 Mg/m 3 . 



Prob. 10-90 


Prob. 10-93 
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10-94. Determine el momento de inercia de masa I y del 
solido que se forma al girar el area sombreada (gris claro) 
alrededor del eje y. La densidad del material es p. Exprese el 
resultado en terminos de la masa m del solido semielipsoide. 


*10-96. El solido se forma al girar el area sombreada 
(gris claro) alrededor del eje y. Determine el radio de giro 
k y . El peso especffico del material es y = 380 lb/pie 3 . 


z 



10-95. El cono truncado se forma al girar el area som¬ 
breada (gris claro) alrededor del eje x. Determine momen¬ 
to de inercia I x y exprese el resultado en terminos de la 
masa total m del cono truncado. El material tiene una den¬ 
sidad constante p. 


y 



Prob. 10-96 


•10-97. Determine el momento de inercia de masa I z del 
solido que se forma al girar el area sombreada (gris claro) alre¬ 
dedor del eje z. La densidad del material es p = 7.85 Mg/m 3 . 


z 




Prob. 10-95 


Prob. 10-97 
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10-98. Determine el momento de inercia de masa I z del 
solido que se forma al girar el area sombreada (gris claro) 
alrededor del eje z. El solido esta hecho de un material 
homogeneo que pesa 400 lb. 


*10-100. Determine el momento de inercia de masa del 
pendulo con respecto a un eje perpendicular a la pagina y 
que pase por el punto O. La barra esbelta tiene una masa 
de 10 kg y la esfera tiene una masa de 15 kg. 




Prob. 10-98 Prob. 10-100 


10-99. Determine el momento de inercia de masa I y del 
solido que se forma al girar el area sombreada (gris claro) 
alrededor del eje y. La masa total del solido es de 1500 kg. 


z 



•10-101. El pendulo consiste en un disco con masa de 
6 kg y las barras esbeltas AB y DC que tienen masa por 
unidad de longitud de 2 kg/m. Determine la longitud L 
de DC de manera que el centro de masa este en la chuma- 
cera O. ^Cual es el momento de inercia del conjunto con 
respecto a un eje perpendicular a la pagina que pase por 
el punto Ol 



Prob. 10-99 


Prob. 10-101 
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10-102. Determine el momento de inercia de masa de la 
barra doblada de 2 kg con respecto al eje z. 


•10-105. El pendulo consiste en la barra esbelta de 3 kg y 
la placa delgada de 5 kg. Determine la ubicacion y del cen- 
tro de masa G del pendulo; despues encuentre el momen¬ 
to de inercia de masa del pendulo con respecto a un eje 
perpendicular a la pagina que pase por el punto G. 



Prob. 10-102 


Prob. 10-105 


10-103. La placa delgada tiene una masa por unidad 
de area de 10 kg/m 2 . Determine su momento de inercia de 
masa con respecto al eje y. 

*10-104. La placa delgada tiene una masa por unidad 
de area de 10 kg/m 2 . Determine su momento de inercia de 
masa con respecto al eje z. 


10-106. El ensamble de cono y cilindro esta hecho de un 
material homogeneo que tiene una densidad de 7.85 Mg/m 3 . 
Determine su momento de inercia de masa con respecto al 
ejez. 


z 




Probs. 10-103/104 


Prob. 10-106 
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10-107. Determine el momento de inercia de masa de la 10-110. Determine el momento de inercia de masa de 

manivela con respecto al eje x. El material es acero con la placa delgada con respecto a un eje perpendicular a la 

densidad p = 7.85 Mg/m 3 . pagina y que pase por el punto O. El material tiene una 

masa por unidad de area de 20 kg/m 2 . 

*10-108. Determine el momento de inercia de masa de 
la manivela con respecto al eje x'. El material es acero con 
densidad p = 7.85 Mg/m 3 . 



Probs. 10-107/108 



Prob. 10-110 


•10-109. Si el anillo grande, el anillo pequeno y cada uno 
de los rayos pesan 100 lb, 15 lb y 20 lb, respectivamente, 
determine el momento de inercia de masa de la rueda con 
respecto a un eje perpendicular a la pagina y que pasa por 
el punto A. 


10-111. Determine el momento de inercia de masa de 
la placa delgada con respecto a un eje perpendicular a la 
pagina y que pase por el punto O. El material tiene una 
masa por unidad de area de 20 kg/m 2 . 




Prob. 10-109 


Prob. 10-111 
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REPASO DEL CAPITULO 


Momento de inercia de area 


El momento de inercia de un area repre- 
senta el segundo momento del area con 
respecto a un eje. Se usa con frecuencia 
en formulas relacionadas con la resisten- 
cia y la estabilidad de elementos estruc- 
turales o elementos mecanicos. 




Si la forma del area es irregular pero 
puede describirse de manera matemati- 
ca, entonces debe seleccionarse un ele- 
mento diferencial e integrarse sobre toda 
el area para determinar el momento de 
inercia. 



Teorema de los ejes paralelos 


Si se conoce el momento de inercia para 
un area con respecto a un eje centroi- 
dal, entonces su momento de inercia 
con respecto a un eje paralelo puede 
determinarse con el teorema de los ejes 
paralelos. 


I = I + Ad 2 


Area compuesta 

Si un area es una composicion de formas 
comunes, como las que pueden encon- 
trarse en la cubierta posterior inter¬ 
na de este libro, entonces su momento 
de inercia es igual a la suma algebrai- 
ca de los momentos de inercia de cada 
una de sus partes. 



(O 






Producto de inercia 


x 


y 



X 



• - © 

-X 


y' 


El producto de inercia de un area se usa 
en formulas para determinar la orien- 
tacion de un eje con respecto al cual el 
momento de inercia del area es un maxi- 
mo o un mmimo. 


Si se conoce el producto de inercia para 
un area con respecto a sus ejes centroi- 
dales x\ y\ entonces su valor se puede 
determinar con respecto a cualesquier 
ejes x, y mediante el teorema de los ejes 
paralelos para el producto de inercia. 
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Momentos principales de inercia 

Siempre que se conozcan los momentos 
de inercia I x e I y , y el producto de inercia 
I xy , entonces pueden usarse las formulas 
del circulo de Mohr para determinar los 
momentos de inercia principales maxi- 
mo y mmimo para el area, asi como para 
encontrar la orientacion de los ejes de 
inercia principales. 


Momento de inercia de masa 

El momento de inercia de masa es la pro- 
piedad de un cuerpo que mide su resis- 
tencia a un cambio en su rotacion. Este 
momento se define como el “segundo 
momento” de los elementos de masa del 
cuerpo con respecto a un eje. 


h + A 




Ir ~ A 


2 


2 


+ I 


2 

*y 


tan 2 0 p 


Ixy 

(A - Iy)/2 




Para cuerpos homogeneos con simetria 
axial, el momento de inercia de masa se 
puede determinar por integracion simple 
por medio de elementos de disco o de 
cascaron. 




x 



El momento de inercia de masa de un 
cuerpo compuesto se determina al usar 
valores tabulares de sus formas com- 
puestas, que pueden encontrarse en la 
cubierta posterior interna del libro, junto 
con el teorema de los ejes paralelos. 


I = Iq + md 2 
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Capitulo 10 Momentos de inercia 


PROBLEMAS DE REPASO 


*10-112. Determine el momento de inercia de masa del 10-115. Determine el momento de inercia de masa del 

area de la seccion transversal de la viga con respecto al eje area de la seccion transversal de la viga con respecto al eje 

x que pasa por el centroide C. x' que pasa por el centroide C. 

•10-113. Determine el momento de inercia de masa del 
area de la seccion transversal de la viga con respecto al eje 
y que pasa por el centroide C. 



10-114. Determine el momento de inercia de masa del 
area de la seccion transversal de la viga con respecto al 
ejex. 


*10-116. Determine el producto de inercia para el area 
de la seccion transversal del angulo con respecto a los 
ejes x’ y y' que tienen su origen ubicado en el centroide C. 
Suponga que todas las esquinas son angulos rectos. 


10 


y 




Prob. 10-114 


Prob. 10-116 
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•10-117. Determine el momento de inercia del area con 
respecto al eje y. 

10-118. Determine el momento de inercia del area con 
respecto al eje x. 


*10-120. El pendulo consiste en la barra esbelta OA , la 
cual tiene una masa por unidad de longitud de 3 kg/m. 
El disco delgado tiene una masa por unidad de area de 
12 kg/m 2 . Determine la distancia y al centro de masa G 
del pendulo; despues calcule el momento de inercia del 
pendulo con respecto a un eje perpendicular a la pagina 
que pase por el punto G. 


y 



Probs. 10-117/118 



Prob. 10-120 


10-119. Determine el momento de inercia del area con • 10-121. Determine el producto de inercia del area con 

respecto al eje x. Despues, con el teorema de los ejes para- respecto a los ejes x y y. 

lelos, encuentre el momento de inercia con respecto al eje 
x' que pasa por el centroide C del area, y = 120 mm. 


1 



y 



10 


Prob. 10-119 


Prob. 10-121 































I 

f" -f 




El equilibrio y la estabilidad de esta pluma articulada de grua como una funcion 
de la posicion de la pluma, puede analizarse con los metodos basados en el 
trabajo y la energia, los cuales se explican en este capitulo. 
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OBJETIVOS DEL CAPITULO 

• Presentar el principio del trabajo virtual y mostrar como se aplica 
para encontrar la configuracion del equilibrio de un sistema de 
elementos conectados mediante pasadores. 

• Establecer la funcion de la energia potencial y utilizar el meto- 
do de la energia potencial para investigar el tipo de equilibrio o 
estabilidad de un cuerpo rigido o sistema de elementos conecta¬ 
dos mediante pasadores. 


11.1 Definicion de trabajo 

El principio del trabajo virtual fue propuesto por el matematico suizo 
Jean Bernoulli en el siglo xviii. Proporciona un metodo alternativo para 
resolver problemas que implican el equilibrio de una particula, un cuer¬ 
po rigido o un sistema de cuerpos rigidos conectados. Sin embargo, 
antes de analizar este principio, primero debemos definir el trabajo 
producido por una fuerza y por un momento de par. 
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F cos 9 


(a) 



(b) 


Fig. 11-1 


Trabajo de una fuerza. Una fuerza realiza trabajo cuando 
experimenta un desplazamiento en la direccion de su lmea de accion. 
Por ejemplo, considere la fuerza F que se muestra en la figura 11-la, 
la cual experimenta un desplazamiento diferencial dr. Si 6 es el angulo 
entre la fuerza y el desplazamiento, entonces la componente de F en 
la direccion del desplazamiento es F cos 6. Y entonces el trabajo pro- 
ducido por F es 


dU = F dr cos 6 

Observe que esta expresion tambien es el producto de la fuerza F y 
la componente de desplazamiento en la direccion de la fuerza, dr cos 6 , 
figura 11-1 lb. Si usamos la definition del producto punto (ecuacion 2-14) 
el trabajo tambien puede escribirse como 

dU= F- dr 

Como lo indican las ecuaciones anteriores, el trabajo es un escalar, 
y como otras cantidades escalares, tiene una magnitud que puede ser 
positiva o negativa. 

En el sistema SI, la unidad de trabajo es un joule (J), que es el tra¬ 
bajo producido por una fuerza de 1 N que se desplaza a traves de una 
distancia de 1 m en la direccion de la fuerza (1 J = 1 N • m). La unidad 
del trabajo en el sistema FPS es el pie-libra (pie • lb), que es el trabajo 
producido por una fuerza de 1 lb que se desplaza una distancia de 1 pie 
en la direccion de la fuerza. 

El momento de una fuerza tiene la misma combination de unidades; 
sin embargo, los conceptos de momento y trabajo no estan relacionados 
de ninguna forma. Un momento es una cantidad vectorial, mientras que 
el trabajo es un escalar. 




Trabajo de un momento de par. La rotacion de un momen¬ 
to de par tambien produce trabajo. Considere el cuerpo rigido de la 
figura 11-2, el cual esta sometido al par de fuerzas F y — F que produce 
un momento de par M que tiene una magnitud M = Fr. Cuando el 
cuerpo experimenta el desplazamiento diferencial que se muestra, los 
puntos A y B se mueven dx A y dv B hasta sus posiciones finales A' y 
B’ , respectivamente. Como dx B = dx A + dr', se puede pensar en este 
movimiento como en una traslacion dx A , donde A y B se mueven hasta 
A' y B", y una rotacion alrededor de A ', donde el cuerpo gira a traves 
del angulo dO respecto de A. Las fuerzas de par no trabajan durante la 
traslacion dr A porque cada fuerza realiza la misma cantidad de despla¬ 
zamiento en direcciones opuestas, y asi cancelan el trabajo. Sin embar¬ 
go, durante la rotacion F se desplaza dr" = r dO, y por lo tanto realiza 
un trabajo dU = Fdr" = Fr dO. Como M = Fr, entonces el trabajo del 
momento de par M es 


dU = MdO 

Si M y dO tienen el mismo sentido, el trabajo es positivo] sin embargo, 
si tienen un sentido opuesto, el trabajo sera negativo. 
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Trabajo virtual. Las definiciones del trabajo de una fuerza y de 
un par han sido presentadas en terminos de movimientos reales expre- 
sados mediante desplazamientos diferenciales con magnitudes de dr y 
dO. Considere ahora un movimiento imaginario o virtual de un cuerpo 
en equilibrio estatico, el cual indica un desplazamiento, o una rota- 
cion, que es supuesto y no existe realmente. Estos movimientos son 
cantidades diferenciales de primer orden y se denotaran mediante los 
simbolos 8r y 80 (delta r y delta 0), respectivamente. El trabajo virtual 
realizado por una fuerza que sufre un desplazamiento virtual 8r es 


8U = F cos 0 8r 


(ii-i) 


Del mismo modo, cuando un par sufre una rotacion virtual 80 en el 
piano de las fuerzas del par, el trabajo virtual es 


8U = M 80 


( 11 - 2 ) 


11.2 Principio del trabajo virtual 

El principio del trabajo virtual establece que si un cuerpo esta en equili¬ 
brio, entonces la suma algebraica del trabajo virtual realizado por todas 
las fuerzas y los momentos de par que actuan sobre el cuerpo, es cero 
para cualquier desplazamiento virtual del cuerpo. Entonces, 


8U = 0 


(11-3) 


Por ejemplo, considere el diagrama de cuerpo libre de la particula 
(pelota) que descansa sobre el piso, figura 11-3. Si “imaginamos” que 
la pelota se desplaza hacia abajo una cantidad virtual 8y , entonces el 
peso efectua trabajo virtual positivo, W 8y , y la fuerza normal efectua 
trabajo virtual negativo, —N 8y. Por equilibrio, el trabajo virtual total 
debe ser cero, de modo que 8U =W 8y — N 8y = ( W—N ) 8y = 0. Como 
8y ^ 0, entonces N = W como se requiere al aplicar 2 F y = 0. 

w 

I 

_ 

I 


Fig. 11-3 
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Trabajo virtual 


De una manera semejante, tambien podemos aplicar la ecuacion del 
trabajo virtual 8U = 0 a un cuerpo rigido sometido a un sistema de 
fuerzas coplanares. Aqui, las traslaciones virtuales separadas en las 
direcciones xy yy una rotacion virtual con respecto a un eje perpen¬ 
dicular al piano x-y que pasa por un punto arbitrario O, corresponderan 
a las tres ecuaciones de equilibrio, HF X = 0, = 0 y HM 0 = 0. Al 

escribir estas ecuaciones, no es necesario incluir el trabajo realizado 
por las fuerzas internas que actuan dentro del cuerpo, ya que un cuer¬ 
po rigido no se deforma cuando esta sometido a una carga externa y, ade- 
mas, cuando el cuerpo se mueve a traves un desplazamiento virtual, las 
fuerzas internas ocurren en pares colineales iguales pero opuestos, de 
manera que el correspondiente trabajo efectuado por cada par de fuerzas 
se cancelara. 

Para demostrar una aplicacion, considere la viga simplemente apoyada 
de la figura 11-4*2. Cuando a la viga se le da una rotacion virtual 86 con 
respecto al punto B , figura 11-45, las unicas fuerzas que trabajan son P 
y A y . Como 8y = 186 y 8y' = (1/2) 86, la ecuacion de trabajo virtual para 
este caso es 8U = A y (l 86) - P(l/2) 86 = (A y l - PI/2) 86 = 0. Como 
86 =£ 0, entonces A y = P/2. Si se excluye 86, observe que los terminos 
entre parentesis representan en realidad la aplicacion de = 0. 

Como se vio en los dos ejemplos anteriores, no se obtiene ninguna 
ventaja al resolver problemas de equilibrio de cuerpo rigido mediante 
el principio del trabajo virtual. Esto se debe a que para cada aplicacion 
de la ecuacion del trabajo virtual, el desplazamiento virtual, comun 
a cada termino, se factoriza y deja una ecuacion que podria obtener- 
se de manera mas directa al aplicar simplemente las ecuaciones de 
equilibrio. 



(a) 



P 
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11.3 Principio del trabajo virtual 
para un sistema de cuerpos 
rfgidos conectados 

El metodo del trabajo virtual es particularmente efectivo para resolver 
problemas de equilibrio que implican un sistema de varios cuerpos rigi- 
dos conectados , como los que se muestran en la figura 11-5. 

Se dice que cada uno de estos sistemas tiene solo un grado de libertad 
puesto que el arreglo de los eslabones puede especificarse por completo 
con solo una coordenada 6. En otras palabras, con esta unica coorde- 
nada y la longitud de los elementos, podemos ubicar la posicion de las 
fuerzas F y P. 

En este texto consideraremos solo la aplicacion del principio del 
trabajo virtual a sistemas que contienen un grado de libertad.* Como 
son menos complicados, serviran como una forma de acercarse a la solu- 
cion de problemas mas complejos que implican sistemas con muchos 
grados de libertad. A continuacion se presenta el procedimiento para 
resolver problemas que involucran un sistema de cuerpos rigidos conec¬ 
tados sin friccion. 


Puntos importantes 


• Una fuerza realiza trabajo cuando se mueve a traves de un 
desplazamiento en la direccion de la fuerza. Un momento de 
par efectua trabajo cuando se mueve a traves de una rotacion 
colineal. Especificamente, se realiza trabajo positivo cuando la 
fuerza o el momento de par y sus desplazamientos tienen el 
mismo sentido de direccion. 

• Por lo general, el principio del trabajo virtual se usa para deter- 
minar la configuracion de equilibrio para un sistema de ele¬ 
mentos de conexion multiple. 

• Un desplazamiento virtual es imaginario, es decir, no ocurre 
realmente. Es un diferencial dado en la direccion positiva de la 
coordenada de posicion. 

• Las fuerzas o los momentos de par que no se desplazan virtual- 
mente no efectuan trabajo virtual. 


*En ocasiones, a este metodo de aplicar el principio del trabajo virtual se le llama me¬ 
todo de los desplazamientos virtuales ya que se aplica un desplazamiento, lo que resulta 
en el calculo de una fuerza real. Aunque no se usara aqui, tambien podemos aplicar el 
principio del trabajo virtual como un metodo de fuerzas virtuales. Este metodo se usa 
a menudo para aplicar una fuerza virtual y despues determinar los desplazamientos 
de los puntos en un cuerpo deformable. Vea R.C. Hibbeler, Mechanics of Materials , 
7a. edicion, Pearson/Prentice Hall, 2007. 



Este elevador de tijeras tiene un 
grado de libertad. Sin necesidad de 
desmembrar el mecanismo, la fuerza 
en el cilindro hidraulico AB reque- 
rida para hacer funcionar el elevador 
puede determinarse directamente si 
aplicamos el principio del trabajo 
virtual. 
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Capitulo 11 


Trabajo virtual 



Procedimiento para el analisis 


Diagrama de cuerpo libre. 

• Trace el diagrama de cuerpo libre del sistema completo de 
cuerpos conectados y defina la coordenada q. 

• Grafique la “position deflexionada” del sistema en el diagra¬ 
ma de cuerpo libre cuando el sistema experimenta un despla- 
zamiento virtual positivo Sq. 


Desplazamientos virtuales. 

• Indique las coordenadas de position s, medidas desde un punto 
fijo en el diagrama de cuerpo libre. Estas coordenadas se diri- 
gen hacia las fuerzas que realizan trabajo. 

• Cada uno de estos ejes coordenados debe ser paralelo a la linea 
de action de la fuerza hacia la que esta dirigida, de manera que 
el trabajo virtual a lo largo del eje coordenado pueda calcu¬ 
late. 

• Relatione cada una de las coordenadas de position s con la 
coordenada independiente q\ luego diferencie esas expresiones 
para representar cada uno de los desplazamientos virtuales 8s 
en terminos de 8q. 


Ecuacion del trabajo virtual. 

• Escriba la ecuacion del trabajo virtual para el sistema y supon- 
ga que, sea posible o no, todas las coordenadas de position s 
experimentan desplazamientos virtuales positivos 8s. Si una 
fuerza o momento de par tiene la misma direction que el des- 
plazamiento virtual positivo, el trabajo es positivo. En caso 
contrario es negativo. 

• Exprese el trabajo de cada fuerza y momento de par en la ecua¬ 
cion, en terminos de 8q. 

• Factorice este desplazamiento comun de todos los terminos y 
despeje la fuerza, el momento de par o la position q de equili- 
brio, desconocidos. 
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EJEMPLO 11.1 


Determine el angulo 6 necesario para lograr el equilibrio del eslabo- 
namiento de dos elementos que se muestra en la figura 11 -6a. Cada 
elemento tiene una masa de 10 kg. 

SOLUCION 

Diagrama de cuerpo libre. El sistema tiene solo un grado de 
libertad, ya que la ubicacion de ambos eslabones puede especifi- 
carse mediante la sola coordenada independiente (q =) 6. Como se 
muestra en el diagrama de cuerpo libre de la figura 11 -65, cuando 6 
tiene una rotacion virtual positiva 86 (en el sentido de las manecillas 
del reloj), solo la fuerza F y los dos pesos de 98.1 N realizan trabajo 
(las fuerzas reactivas D x y D y estan fijas, y B y no se mueve a lo largo 
de su linea de accion). y™~ 

8 y w ~_ 

Desplazamientos virtuales. Si el origen de coordenadas se esta- 
blece en el soporte de pasador fijo D , la ubicacion de F y W puede 
especificarse mediante las coordenadas de posicion x B y y w . Para 
determinar el trabajo, observe que las coordenadas son paralelas a 
las lmeas de accion de sus fuerzas asociadas. A1 expresar las coorde¬ 
nadas de posicion en terminos 6 y al obtener las derivadas, resulta 





W = 98.1 N tV = 98.1 N 


(b) 


Fig. 11-6 


F= 25 N 

-► 


F= 25 N 

-► 


x B = 2(1 cos 6) m 8x b = -2 sen 6 86 m (1) 

= \{1 sen 6) m 8y w = 0.5 cos 6 86 m (2) 

Se observa por los signos de esas ecuaciones, y esta indicado en la 
figura 11-65, que un incremento de 6 (es decir, 86) ocasiona una 
disminucion en y un incremento de y w . 


Ecuacion del trabajo virtual. Si los desplazamientos virtuales 8x B 
y 8y w , fuesen ambos positivos, entonces las fuerzas W y F realizarian 
trabajo positivo ya que las fuerzas y sus correspondientes desplaza¬ 
mientos tendrian el mismo sentido. Por tanto, la ecuacion del trabajo 
virtual para el desplazamiento 86 es 

8U = 0; W 8y w + W 8y w + F 8x B = 0 (3) 

Al sustituir las ecuaciones 1 y 2 en la ecuacion 3 para relacionar los des¬ 
plazamientos virtuales con el desplazamiento comun virtual 86 resulta 
98.1(0.5 cos 6 86) + 98.1(0.5 cos 6 86) + 25(-2 sen 6 86) =0 

Observe que el “trabajo negativo” realizado por F (fuerza en el 
sentido opuesto al desplazamiento) se ha tornado en cuenta en la 
ecuacion anterior mediante el “signo negativo” de la ecuacion 1. Al 
factorizar el desplazamiento comun 86 y despejar 6 , si se observa que 
86 ^ 0, obtenemos 

(98.1 cos 6 - 50 sen 6) 86 = 0 
98.1 

6 = tan -1 ^- = 63.0° Resp. 

NOTA: si este problema se hubiera resuelto con las ecuaciones de 
equilibrio, habria sido necesario desmembrar los eslabones y apli- 
car tres ecuaciones escalares a cada eslabon. El principio del trabajo 
virtual, por medio del calculo, ha eliminado esta tarea para que la 
respuesta se obtenga directamente. 
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EJEMPLO 11.2 



(a) 



(b) 

Fig. 11-7 


Determine la fuerza P requerida en la figura 11-la, la cual es necesa- 
ria para mantener el equilibrio del eslabonamiento de tijeras cuando 
6 = 60°. El resorte esta sin estirar cuando 6 = 30°. Ignore la masa 
de los eslabones. 


SOLUCION 

Diagrama de cuerpo libre. Solo F s y P realizan trabajo cuando 
6 experimenta un desplazamiento virtual positivo 86, figura 11-lb. 
Para la posicion arbitraria 6, el resorte esta estirado (0.3 m) sen 6 - 
(0.3 m) sen 30°, de forma que 

F s = ks = 5000 N/m [(0.3 m) sen 6 - (0.3 m) sen 30°] 

= (1500 sen 6 - 750) N 

Desplazamientos virtuales. Las coordenadas de posicion, x B y 
x D , medidas desde el punto fijo A, se usan para localizar y P. 
Estas coordenadas son paralelas a la lmea de accion de sus fuerzas 
correspondientes. A1 expresar x B y x D en terminos del angulo 6 y 
mediante trigonometria, 

x B = (0.3 m) sen 6 

x D = 3[(0.3 m) sen 6] = (0.9 m) sen 0 

A1 diferenciar, obtenemos los desplazamientos virtuales de los pun- 
tos By D. 


8x B = 0.3 cos 0 86 
8x D = 0.9 cos 6 86 


(1) 

( 2 ) 


Ecuacion del trabajo virtual. La fuerza P realiza trabajo positivo 
puesto que actua en el sentido positivo de su desplazamiento virtual. 
La fuerza de resorte efectua trabajo positivo, ya que actua en 
forma opuesta a su desplazamiento virtual positivo. Asi, la ecuacion 
del trabajo virtual toma la forma 

8U = 0; -F s 8x b -\-P8x d = 0 

- [1500 sen 6 - 750] (0.3 cos 6 86) + P (0.9 cos 6 86) = 0 

[0.9P + 225 - 450 sen 6] cos 6 86 = 0 

Como cos 6 86 ^ 0, entonces esta ecuacion requiere que 

P = 500 sen 6 — 250 

Cuando 6 = 60°, 

P = 500 sen 60° - 250 = 183 N Resp. 
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EJEMPLO 11.3 


Si la caja de la figura 11 -8a tiene una masa de 10 kg, determine el 
momento de par M necesario para mantener el equilibrio cuando 
6 = 60°. Ignore la masa de los elementos. 



(a) 


10(9.81) N 



Fig. 11-8 


SOLUCION 

Diagrama de cuerpo libre. Cuando 6 experimenta un desplaza- 
miento virtual positivo 86, solo el momento de par M y el peso de la 
caja realizan trabajo, figura 11 -8b. 

Desplazamientos virtuales. La coordenada de posicion y E medi- 
da desde el punto fijo B, ubica el peso, 10(9.81) N. Aqui, 

y E = (0.45 m) sen 6 + b 

donde b es una distancia constante. A1 diferenciar esta ecuacion 
obtenemos 


8y E = 0.45 m cos 6 86 (1) 

Ecuacion del trabajo virtual. La ecuacion del trabajo virtual toma 
la forma 

8U= 0; M86 - [10(9.81) N ]8y E = 0 

A1 sustituir la ecuacion 1 en esta ecuacion 

M86 - 10(9.81) N(0.45 m cos 6 86) = 0 
80(M - 44.145 cos 6) = 0 


Como 86 ^ 0, entonces 


M — 44.145 cos 0 = 0 
Como se requiere que 6 = 60°, entonces 

M = 44.145 cos 60° = 22.1 N • m Resp. 
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EJEMPLO 




Fig. 11-9 



El mecanismo de la figura 11-9*2 sostiene el cilindro de 50 lb. 
Determine el angulo 0 necesario para el equilibrio si el resorte tiene 
una longitud no deformada de 2 pies cuando 0 = 0°. Ignore la masa 
de los elementos. 


SOLUCION 

Diagrams de cuerpo libre. Cuando el mecanismo experimenta 
un desplazamiento virtual positivo 50, figura 11-9 b, solo y la fuer- 
za de 50 lb realizan trabajo. Como la longitud final del resorte es 
2(1 pie cos 6 ), entonces 

F s = ks = (200 lb/pie)(2 pies - 2 pies cos 6) = (400 - 400 cos 6) lb 

Desplazamientos virtuales. Las coordenadas de posicion x D yx E 
se establecen a partir del punto fijo A para localizar en D y en E. 
La coordenada y B , tambien medida desde A, especifica la posicion 
de la fuerza de 50 lb en B. Las coordenadas se pueden expresar en 
terminos de 0 con trigonometria. 

x D = (1 pie) cos 6 

x E = 3[(1 pie) cos 6] = (3 pies) cos 6 
y B = (2 pies) sen 6 

A1 diferenciar, obtenemos los desplazamientos virtuales de los pun- 
tos D, E y B como 


* 

b 

II 

-1 sen 0 50 

a) 

8x e — 

-3 sen 0 50 

(2) 

8y b = 

2 cos 0 50 

(3) 


Ecuacion del trabajo virtual. La ecuacion del trabajo virtual se 
escribe como si todos los desplazamientos virtuales fueran positivos, 
por tanto 

8U = 0; E s 8x e + 50<5y fi - F s 8x D = 0 

(400 - 400 cos 0)(-3 sen 6 86) + 50(2 cos 6 86) 

-(400 - 400 cos 0)(-l sen 6 86) = 0 
50(800 sen 6 cos 6 - 800 sen 6 + 100 cos 0) = 0 

Como 50 ^ 0, entonces 

800 sen 0 cos 0 - 800 sen 0 + 100 cos 0 = 0 
A1 resolver por prueba y error, 

0 = 34.9° Resp. 
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PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


Fll-1. Determine la magnitud de la fuerza P requerida 
para mantener el equilibrio del eslabonamiento en 6 = 
60°. Cada eslabon tiene una masa de 20 kg. 



Fll-2. Determine la magnitud de la fuerza P requerida 
para sostener la barra lisa de 50 kg en equilibrio en 0 = 60°. 



Fll-2 


Fll-3. El eslabonamiento esta sometido a una fuerza de 
P = 2 kN. Determine el angulo 6 necesario para el equili¬ 
brio. El resorte no esta deformado cuando 6 = 0°. Ignore 
la masa de los eslabones. 


Fll-4. El eslabonamiento esta sometido a una fuerza de 
P = 6 kN. Determine el angulo 0 necesario para el equili¬ 
brio. El resorte no esta deformado cuando 6 = 60°. Ignore 
la masa de los eslabones. 



Fll-5. Determine el angulo 0 con el cual la barra de 50 kg 
se encuentra en equilibrio. El resorte no esta deformado 
cuando 0 = 60°. 



Fll-6. El eslabonamiento de tijeras esta sometido a una 
fuerza de P = 150 N. Determine el angulo 6 necesario para 
el equilibrio. El resorte no esta deformado cuando 6 = 0°. 
Ignore la masa de los eslabones. 




Fll-3 


Fll-6 
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PROBLEMAS 


•11-1. El embalaje de 200 kg esta sobre la mesa elevado- 
ra en la posicion 6 = 30°. Determine la fuerza necesaria en 
el cilindro hidraulico AD para lograr el equilibrio. Ignore 
la masa de los componentes de la mesa elevadora. 



11-3. Las “tijeras de Nuremberg” estan sometidas a una 
fuerza horizontal de P = 600 N. Determine el angulo 0 
necesario para el equilibrio. El resorte tiene una rigidez de 
k = 15 kN/m y esta sin deformar cuando 6 = 15°. 

*11-4. Las “tijeras de Nuremberg” estan sometidas a una 
fuerza horizontal de P = 600 N. Determine la rigidez k 
del resorte necesaria para el equilibrio cuando 6 = 60°. El 
resorte esta sin deformar cuando 6 = 15°. 



Prob. 11-1 


Probs. 11-3/4 


11-2. La barra uniforme OA tiene un peso de 10 lb. ‘ll-S. Determine la fuerza desarrollada en el resorte y 

Cuando la barra esta en posicion vertical, 6 = 0°, el resorte que se requiere para mantener la barra uniforme AB de 

no esta deformado. Determine el angulo 0 para equilibrio 10 lb en equilibrio cuando 0 = 35°. 
si el extremo del resorte se enrolla alrededor de la perife- 
ria del disco cuando este gira. 



Prob. 11-2 


Prob. 11-5 
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11-6. Si se aplica una fuerza de P = 5 lb a la manija del «ll-9. Si se aplica una fuerza P = 100 N al brazo de la 

mecanismo, determine la fuerza que ejerce el tornillo prensa de palanca acodillada, determine la fuerza de 

sobre el corcho de la botella. El tornillo esta unido al pasa- apriete desarrollada en el bloque cuando 6 = 45°. Ignore 

dor en A y pasa por el collarin que esta unido al cuello de el peso del bloque. 

la botella en B. 




Prob. 11-6 

11-7. El mecanismo conectado mediante pasadores esta 
restringido en A por un pasador y en B por un rodillo. Si 
P = 10 lb, determine el angulo 6 necesario para lograr el 
equilibrio. El resorte no esta deformado cuando 6 = 45°. 
Ignore el peso de los elementos. 

*11-8. El mecanismo conectado mediante pasadores esta 
restringido en A por un pasador y en B por un rodillo. 
Determine la fuerza P que debe aplicarse al rodillo para 
mantener al mecanismo en equilibrio cuando 0 = 30°. El 
resorte no esta deformado cuando 6 = 45°. Ignore el peso 
de los elementos. 



11-10. Determine la fuerza de jalon desarrollada en el 
corcho, cuando se aplican las fuerzas a las manijas del des- 
tapador de botellas. 


P=5N P= 5N 



Probs. 11-7/8 


Prob. 11-10 
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11-11. Si el resorte tiene una rigidez k y una longitud no 
deformada / 0 , determine la fuerza P cuando el mecanis- 
mo esta en la posicion mostrada. Ignore el peso de los ele- 
mentos. 

*11-12. Resuelva el problema 11-11 si la fuerza P se apli- 
ca verticalmente hacia abajo en B. 



•11-13. Determine los angulos 0 para el equilibrio del 
disco de 4 lb con el principio del trabajo virtual. Ignore 
el peso de la barra. El resorte no esta deformado cuando 
6 = 0° y siempre permanece en posicion vertical debido a 
la guia de rodillo. 



11-14. El camion se pesa en la bascula de inspeccion de 
la carretera. Si se coloca una masa m conocida a una dis- 
tancia s desde el fulcro B de la bascula, determine la masa 
del camion m t si su centro de gravedad se ubica a una dis- 
tancia d desde el punto C. Cuando la bascula esta vacia, el 
peso de la palanca ABC equilibra a la bascula CDE. 



11-15. El dispositivo se usa para hacer ejercicio. Consiste 
en cuatro barras conectadas mediante pasadores, cada 
barra tiene una longitud L, y un resorte de rigidez k con 
longitud no deformada a(< 2L). Si se aplican fuerzas hori- 
zontales sobre las manijas de manera que 6 disminuya len- 
tamente, determine el angulo 6 para el que la magnitud de 
P resulta un maximo. 


A 



Prob. 11-13 


Prob. 11-15 
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*11-16. Una mesa de servicio uniforme de 5 kg se sos- 
tiene en cada lado mediante dos pares de eslabones iden- 
ticos, AB y CD, y resortes CE. Si el tazon tiene una masa 
de 1 kg, determine el angulo 0 con el que la mesa esta en 
equilibrio. Cada uno de los resortes tiene una rigidez de 
k = 200 N/m y se encuentra sin deformar cuando 6 = 90°. 
Ignore la masa de los eslabones. 

•11-17. Una mesa de servicio uniforme de 5 kg se sostie- 
ne en cada lado mediante dos pares de eslabones identicos, 
AB y CD, y resortes CE. Si el tazon tiene una masa de 1 kg 
y esta en equilibrio cuando 6 = 45°, determine la rigidez k 
de cada resorte. Los resortes se encuentran sin deformar 
cuando 0 = 90°. Ignore la masa de los eslabones. 



11-18. Si se aplica una fuerza vertical de P = 50 N a la 
palanca acodillada de la mordaza, determine la fuerza de 
apriete ejercida sobre el tubo. 


11-19. El resorte no esta deformado cuando 6 = 45° y 
tiene una rigidez de k = 1000 lb/pie. Determine el angu¬ 
lo 6 necesario para el equilibrio si cada uno de los cilin- 
dros pesa 50 lb. Ignore el peso de los elementos. El resorte 
permanece horizontal en cualquier momento debido al 
rodillo. 



*11-20. La maquina que se ilustra se usa para dar forma 
a placas metalicas. Consiste en dos fiadores ABC y DEF, 
los cuales funcionan mediante un cilindro hidraulico. Los 
fiadores empujan la barra movil G hacia delante, y presio- 
nan la placa en la cavidad. Si la fuerza que ejerce la placa 
sobre la cabeza es P = 8 kN, determine la fuerza F en el 
cilindro hidraulico cuando 6 = 30°. 



Prob. 11-18 


Prob. 11-20 
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•11-21. La placa de una ventila esta sostenida en B 
mediante un pasador. Si pesa 15 lb y tiene su centro de 
gravedad en G, determine la rigidez k del resorte de mane- 
ra que la placa permanezca en equilibrio cuando 6 = 30°. 
El resorte no esta deformado cuando 0 = 0°. 




Prob. 11-21 


11-22. Determine el peso del bloque G requerido para 
equilibrar la palanca diferencial cuando la carga F de 20 lb 
se coloca sobre la bandeja. La palanca esta en equilibrio 
cuando la carga y el bloque no estan sobre la palanca. Con- 
sidere que x = 12 pulg. 

11-23. Si la carga F pesa 20 lb y el bloque G pesa 2 lb, 
determine su posicion x necesaria para lograr el equilibrio 
de la palanca diferencial. La palanca esta en equilibrio cuan¬ 
do la carga y el bloque no estan sobre la palanca. 



*11-24. Determine la magnitud del momento de par M 
requerido para sostener el cilindro de 20 kg en la configu- 
racion que se muestra. La clavija lisa en B puede deslizarse 
libremente dentro de la ranura. Ignore la masa de los ele- 
mentos. 



•11-25. El cigtienal esta sometido a un par de torsion de 
M = 50 lb • pie. Determine la fuerza vertical F de com- 
presion aplicada al piston que se necesita para lograr el 
equilibrio cuando 6 = 60°. 



Probs. 11-22/23 


Prob. 11-25 
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*11.4 Fuerzas conservadoras 


Si el trabajo de una fuerza depende solo de sus posiciones inicial y final, 
y es independiente de la trayectoria que recorre, entonces la fuerza se 
conoce como una fuerza conservadora. El peso de un cuerpo y la fuerza 
de un resorte son dos ejemplos de fuerzas conservadoras. 

Peso. Considere un bloque de peso W que viaja a lo largo de la 
trayectoria que se muestra en la figura ll-10a. Cuando se desplaza 
hacia arriba por la trayectoria una cantidad dr , entonces el trabajo es 
dU = W • dr, o dU = —W(dr cos 6) = —W(dr cos 6) = —W dy , como 
se muestra en la figura 11-10 b. En este caso, el trabajo es negativo ya 
que W actua en el sentido opuesto a dy. De modo que si el bloque 
se mueve desde A hasta B , a traves del desplazamiento vertical h, el 
trabajo es 



(a) 


u = - 



W dy = -Wh 


dy = dr cos 6 


W 




dr 


Por lo tanto, el peso de un cuerpo es una fuerza conservadora, debido 
a que el trabajo realizado por el peso depende solo del desplazamiento 
vertical del cuerpo, y es independiente de la trayectoria a lo largo de la 
cual viaja este. 


(b) 

Fig. 11-10 


Fuerza de resorte. Ahora considere el resorte linealmente elas- 
tico de la figura 11-11, el cual experimenta un desplazamiento ds. El 
trabajo es negativo debido a que actua en sentido opuesto al de ds. 
Entonces, el trabajo de cuando el bloque se desplaza desde s = s 1 
hasta s = s 2 es 


U = - 



ks ds = \ ks\ — \ ks\ 


Aqui, el trabajo depende solo de las posiciones inicial y final del resor¬ 
te, si y s 2 , medidas desde la posicion no deformada del resorte. Como 
este resultado es independiente de la trayectoria tomada por el bloque 
mientras se mueve, entonces la fuerza de resorte tambien es una fuerza 
conservadora. 



Posicion 
no deformada 



Fig. 11-11 
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+y 


Plano de referencia 


W 

— 

y 

■ 

Ml 


Fig. 11-12 


Friccion. A1 contrario de una fuerza conservadora, considere la 
fuerza d q friccion ejercida por una superficie fija sobre un cuerpo des- 
lizante. El trabajo realizado por la fuerza de friccion depende de la tra- 
yectoria; cuanto mas larga sea la trayectoria, mayor sera el trabajo. En 
consecuencia, las fuerzas de friccion son no conservadoras , y la mayor 
parte del trabajo realizado por ellas se disipa en el cuerpo en la forma 
de calor. 


*11.5 Energfa potencial 


Cuando una fuerza conservadora actua sobre un cuerpo, le proporciona 
la capacidad de realizar trabajo. Esta capacidad, medida como energia 
potencial , depende de la ubicacion del cuerpo en relacion con una posi¬ 
cion de referencia fija o datum (piano de referenda). 

Energfa potencial gravitacional. Si un cuerpo esta ubicado 
a una distancia y por arriba de una referencia fija horizontal o piano 
de referencia, como en la figura 11-12, el peso del cuerpo tiene energia 
potencial gravitacional positiva V g y puesto que W tiene la capacidad 
de realizar trabajo positivo cuando el cuerpo es llevado al piano de 
referencia. De la misma forma, si el cuerpo esta localizado a una dis¬ 
tancia y por abajo del piano de referencia, V g es negativa puesto que el 
peso efectua trabajo negativo cuando el cuerpo es movido hacia arriba 
hasta el piano de referencia, en el cual, V g = 0. 

Si y se mide como positiva hacia arriba , entonces la energia potencial 
gravitacional del peso W es 


V g = Wy 


(11-4) 


Energfa potencial elastica. Cuando un resorte esta estirado 
o comprimido en una cantidad s desde su posicion no deformada (el 
piano de referencia), la energia almacenada en el resorte se denomina 
energia potencial elastica. Se determina a partir de 


V e = \ ks 2 


(11-5) 


Esta energia siempre es una cantidad positiva, ya que la fuerza de resor¬ 
te que actua sobre el cuerpo unido realiza trabajo positivo sobre el 
cuerpo mientras la fuerza regresa al cuerpo a la posicion del resorte no 
deformado, figura 11-13. 


+y 


Plano de referencia 


W 

— 

y 

■ 

Ml 


Fig. 11-12 


Posicion 
no deformada 


Posicion 
no deformada 




Fig. 11-13 































11.5 Energia potencial 


581 


Funcion potencial En el caso general, si un cuerpo esta some- 
tido tanto a fuerzas gravitatorias como elasticas, la energia potencial o 
funcion potencial V del cuerpo puede expresarse como la suma alge- 
braica 


V = V g + V e 


( 11 - 6 ) 


donde la medida de V depende de la ubicacion del cuerpo con respecto 
a un piano de referencia seleccionado de acuerdo con las ecuaciones 
11-4 y 11-5. 

En particular, si un sistema sin friccion de cuerpos rigidos conectados 
tiene un solo grado de libertad , de modo que su posicion vertical desde 
el piano de referencia esta definida por la coordenada q , entonces la 
funcion potencial para el sistema puede expresarse como V = V(q). El 
trabajo realizado por todos los pesos y fuerzas de resorte que actuan 
sobre el sistema para moverlo desde hasta q 2 , se mide por la diferen- 
cia en V; es decir, 


Ui-2 = V(q 1 ) -V(q 2 ) (11-7) 


Por ejemplo, la funcion potencial para un sistema que consiste en un 
bloque de peso W sostenido por un resorte, como en la figura 11-14, 
puede expresarse en terminos de la coordenada (q =) y, medida desde 
una referencia fija ubicada en la longitud no deformada del resorte. 
Aqui 


V = V g + V e 
= -Wy + \ky 2 


Si el bloque se mueve desde y 1 hasta y 2 , entonces al aplicar la ecuacion 
11-7 el trabajo de W y Fy es 

Ui -2 = V( yi ) - V(y 2 ) = -W( yi - y 2 ) + \ky\ - \ky\ 


Plano de referencia 



(a) 

Fig. 11-14 
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Plano de referenda 



(a) 


Hh 

T 

Fs — ky eq 

(b) 

Fig. 11-14 


*11.6 Criterio de la energi'a potendal 
para el equilibrio 

Si un sistema sin friccion conectado tiene un grado de libertad, y su 
posicion esta definida por la coordenada q , entonces si se desplaza 
desde q hasta q + dq , la ecuacion 11-7 toma la forma de 


dU = V(q) ~ V(q + dq) 


o bien 


dU= ~dV 


Si el sistema esta en equilibrio y experimenta un desplazamiento virtual 
8q , en vez de un desplazamiento real dq, entonces la ecuacion anterior 
se convierte en 8U = —8V. Sin embargo, el principio del trabajo virtual 
requiere que 8U = 0 y, por tanto, 8V = 0, por lo que es posible escribir 
8V = ( dV/dq ) 8q = 0. Como 8q ^ 0, esta expresion se escribe de la 
siguiente manera 



(11-9) 


Por consiguiente, cuando un sistema sin friccion de cuerpos rigidos 
conectados esta en equilibrio, la primera derivada de su funcion poten- 
cial es cero. Por ejemplo, con la ecuacion 11-8 podemos determinar la 
posicion de equilibrio para el resorte y el bloque de la figura 11-14*2. 
Tenemos 


— = -W + ky = 0 
dy 


Entonces, la posicion de equilibrio y = y eq es 


^eq = 


w_ 

k 


Por supuesto, este mismo resultado se puede obtener al aplicar = 0 
a las fuerzas que actuan sobre el diagrama de cuerpo libre del bloque, 
figura 11-146. 
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*11.7 Estabilidad de la configuration 
del equilibrio 

La funcion potencial V de un sistema tambien puede usarse para inves- 
tigar la estabilidad de la configuracion del equilibrio, el cual se clasifica 
como estable , neutro o inestable. 


Equilibrio estal e. Se dice que un sistema es estable si tiene una 
tendencia a regresar a su posicion original cuando se le da un pequeno 
desplazamiento al sistema. En este caso, la energia potencial del siste¬ 
ma esta en su mmimo. En la figura 11-15^, cuando al disco se le da un 
pequeno desplazamiento, su centro de gravedad G siempre se movera 
(girara) de regreso a su posicion de equilibrio, la cual se encuentra en 
el punto mas bajo de su trayectoria. Esta es la razon por la que la ener¬ 
gia potencial del disco esta en su minimo. 



Equilibrio neutro. Se dice que un sistema esta en equilibrio neu¬ 
tro si el sistema permanece en equilibrio aun cuando se le de un peque¬ 
no desplazamiento desde su posicion original. En este caso, la energia 
potencial del sistema es constante. En la figura 11-15 b, se muestra el 
equilibrio neutro, donde un disco esta articulado en G. Cada vez que 
se gira el disco, se establece una nueva posicion de equilibrio y la ener¬ 
gia potencial permanece sin cambios. 


El contrapeso en A equilibra el peso de 
la plataforma B de este puente levadizo 
simple. Al aplicar el metodo de la energia 
potencial podemos estudiar la estabilidad 
de la estructura para diferentes posicio- 
nes de equilibrio de la plataforma. 


Equilibrio inestable. Se dice que un sistema es inestable. Si 
tiene una tendencia a desplazarse aun mas lejos de su posicion de equi¬ 
librio original cuando se le da un pequeno desplazamiento. En este 
caso, la energia potencial del sistema es un maximo. En la figura ll-15c, 
se muestra una posicion de equilibrio inestable del disco. Aqui el disco 
girara alejandose de su posicion de equilibrio cuando su centro de 
gravedad es desplazado ligeramente. En el punto mas alto , su energia 
potencial es un maximo. 



Fig. 11-15 
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Equilibrio estable 

(a) 



Equilibrio inestable 

(b) 


^ =0 

dq 2 


dV 


dq 


= 0 


Qeq 

Equilibrio neutro 

(c) 


Fig. 11-16 


Sistema con un grado de libertad. Si un sistema tiene solo 
un grado de libertad, y su posicion se define mediante la coordenada 
q , entonces se puede graficar la funcion potencial V para el sistema en 
terminos de q , figura 11-16. Siempre que el sistema este en equilibrio , 
entonces dV/dq , lo cual representa la pendiente de esta funcion, debe 
ser igual a cero. Por tanto, una investigacion de la estabilidad en la 
configuracion del equilibrio requiere la evaluacion de la segunda deri- 
vada de la funcion potencial. 

Si d 2 V/dq 2 es mayor que cero, figura 11-1 6a, la energia potencial del 
sistema sera un mmimo. Esto indica que la configuracion del equilibrio 
es estable. Por consiguiente, 

dV d 2 V 

-= 0, -> 0 equilibrio estable (11-10) 

dq dq2 

Si d 2 V/dq 2 es menor que cero, figura 11-1 6b, la energia potencial del 
sistema sera un maximo. Esto indica una configuracion inestable del equi¬ 
librio. Por tanto, 



dV d 2 V 

-= 0, -< 0 equilibrio inestable (11-11) 

dq dq 2 

Por ultimo, si d 2 V/dq 2 es igual a cero, sera necesario investigar las 
derivadas de orden mas alto para determinar la estabilidad. La configu¬ 
racion del equilibrio sera estable si la primera derivada distinta de cero 
es de un orden par y es positiva. De la misma manera, el equilibrio sera 
inestable si esta primera derivada distinta de cero es impar o si es par y 
negativa. Si todas las derivadas de orden mas alto son cero , se dice que 
el sistema esta en equilibrio neutro , figura ll-16c. Por lo tanto, 


Cuando hay vientos fuertes o si pasan por 
una curva, estas carretas con cana de azu- 
car pueden volverse inestables y volcarse, 
ya que cuando estan cargadas al maximo 
sus centros de gravedad estan muy arriba 
y fuera del camino. 


dV_ 

dq 


d 2 V d 5 V 


dq2 dq2> 


0 equilibrio neutro (11-12) 


Esta condicion ocurre solo si la funcion de energia potencial para el 
sistema es constante en g eq o en la vecindad de este. 
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Procedimiento para el analisis 


Con los metodos de energia potencial, las posiciones de equilibrio 

y la estabilidad de un cuerpo o de un sistema de cuerpos conecta- 

dos, y que tienen un solo grado de libertad, se pueden obtener por 

el siguiente procedimiento. 

Funcion potencial. 

• Bosqueje el sistema de modo que quede ubicado en alguna 
position arbitraria especificada por la coordenada q. 

• Establezca un piano de referenda horizontal a traves de un 
punto fijo* y exprese la energia potencial gravitacional V g en 
terminos del peso W de cada elemento y de su distancia verti¬ 
cal y desde el piano de referenda, V g = Wy. 

• Exprese la energia potencial elastica V e del sistema en termi¬ 
nos del estiramiento o la compresion s de cualquier resorte 
conectado, V e = \ks 2 . 

• Formule la funcion potencial V = V g + V e , y exprese las coor- 
denadas de position y y s en terminos de la coordenada inde- 
pendiente q . 

Posicion de equilibrio. 

• La posicion de equilibrio del sistema se determina al tomar 
la primera derivada de V y establecerla como igual a cero, 
dV/dq = 0. 

Estabilidad. 

• La estabilidad en la posicion de equilibrio se determina por 
la evaluacion de la segunda derivada o la derivada de mayor 
orden de V. 

• Si la segunda derivada es mayor que cero, el sistema es esta- 
ble; si todas las derivadas son iguales a cero, el sistema esta en 
equilibrio neutro; y si la segunda derivada es menor que cero, 
el sistema es inestable. 


*La ubicacion del piano de referenda es arbitraria ya que solo se requieren los 
cambios o diferenciales de V para investigar la posicion de equilibrio y su esta¬ 
bilidad. 
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EJEMPLO 11.5 



El eslabon uniforme que se muestra en la figura 11-17^ tiene una 
masa de 10 kg. Si el resorte no esta alargado cuando 0 = 0°, determi¬ 
ne el angulo 0 necesario para el equilibrio e investigue la estabilidad 
en la posicion de equilibrio. 

SOLUCION 

Funcion potencial. El piano de referenda se establece en la parte 
inferior del eslabon, figura 11-lib. Cuando el eslabon se ubica en 
la posicion arbitraria 0 , el resorte aumenta su energia potencial al 
alargarse y el peso disminuye su energia potencial. Por tanto, 

V = V e + V g = 1ks 2 + Wy 

Como l = s + l cos 0 os = 1(1 — cos 0),yy = (1/2) cos 0 , entonces 


1 


l 


v = -kr(i - cos ey + w - cos e 


Posicion de equilibrio. La primera derivada de V es 


dV n Wl 

—— = kl 2 ( 1 - cos 6) sen 6 -^~sen 6 = 0 

d6 2 


o bien 


l 



W 

kl( 1 - cos 0) —— 


sen 6 = 0 


Esta ecuacion se satisface siempre que 
sen 0 = 0 0 = 0° 


0 = cos 1 ( 1 - 


W 
2 kl 


= cos 1 


1 - 


10(9.81) 

2 ( 200 )( 0 . 6 ) 


= 53.8° 


Resp. 

Resp. 


(b) 

Fig. 11-17 


Estabilidad. La segunda derivada de V es 

= kl 2 (l - cos 0) cos 0 + kl 2 sen 0 sen 0 - -^cos 0 
dO 2 V ' 2 

. Wl 

= kl 2 (cos0 - cos 2 0) -—cos 0 

Al sustituir valores para las constantes, con 0 = 0° y 0 = 53.8°, se 
obtiene 


d 2 V 


dO 2 


9 10(9.81)(0.6) 

= 200(0. 6) 2 (cos 0° - cos 0°)-- ——^cos 0° 

0 = 0 ° 2 


= -29.4 < 0 


(equilibrio inestable en 0 = 0°) Resp. 


d z V 


dO 2 


9 10(9.81)(0.6) 

= 200(0.6) 2 (cos 53.8° - cos 107.6°)-- ——^cos 53.8° 

0 = 53 . 8 ° 2 


= 46.9 > 0 


(equilibrio estable en 0 = 53.8°) Resp. 
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EJEMPLO 11.6 


Si el resorte AD de la figura ll-18a tiene una rigidez de 18 kN/m y 
no esta deformado cuando 0 = 60°, determine el angulo 0 necesario 
para el equilibrio. La carga tiene una masa de 1.5 Mg. Investigue la 
estabilidad en la posicion de equilibrio. 

SOLUCION 

Energfa potencial. La energia potencial gravitacional para la 
carga con respecto al piano de referenda fijo, que se muestra en 
la figura 11-18 b, es 

L g = mgy = 1500(9.81) N[(4 m) sen 0 + h\ = 58 860 sen 0 + 14 115h 

donde h es una distancia constante. A partir de la geometria del 
sistema, el alargamiento del resorte cuando la carga esta sobre la 
plataforma es s = (4 m) cos 0 - (4 m) cos 60° = (4 m) cos 0 - 2 m. 
Por consiguiente, la energia potencial elastica del sistema es 



V e = \ks 2 = 1(18 000 N/m)(4 m cos 6 - 2 m) 2 = 9000(4 cos 6 - 2) 2 


Por lo tanto, la funcion de energia potencial para el sistema es 
V = V g + V e = 58 860 sen 0 + 14 715 h + 9000(4 cos 6 - 2) 2 (1) 

Equilibrio. Cuando el sistema esta en equilibrio, 
dV 

—— = 58 860 cos 0 + 18 000(4 cos 0 - 2)(-4 sen 6) = 0 
dO 

58 860 cos 0 - 288 000 sen 0 cos 0 + 144 000 sen 0 = 0 
Como sen 20 = 2 sen 0 cos 0 , 

58 860 cos 0 - 144 000 sen 20 + 144 000 sen 0 = 0 

Al resolver por prueba y error 

0 = 28.18° y 0 = 45.51° Resp. 

Estabilidad. Si se obtiene la segunda derivada de la ecuacion 1, 



4 m cos# 


(b) 

Fig. 11-18 


d 2 V 

dO 2 


-58 860 sen 0 - 288 000 cos 20 + 144 000 cos 0 


Al sustituir 0 = 28.18° se obtiene 


d 2 V 

—-r = -60 409 < 0 Inestable Resp . 

de 2 

Y para 6 = 45.51°, 
d 2 V 

—Y = 64 073 > 0 Estable Resp. 

dO 
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EJEMPLO 11.8 



(a) 


El bloque homogeneo con masa m descansa sobre la superficie supe¬ 
rior del medio cilindro, figura 11-19^. Demuestre que esta es una 
condition de equilibrio inestable si h > 2R. 

SOLUCION 

Funcion potencial. La referencia se establece en la base del cilin¬ 
dro, figura 11-19 b. Si el bloque se desplaza una cantidad 0 desde la 
posicion de equilibrio, la funcion potencial es 


W = mg 



Fig. 11-19 


V = V e + v g 


= 0 + mgy 


A partir de la figura 11-1 8b, 


Por tanto, 


y = (R + — ) cos 6 + R6 sen 6 


V = mg 


R + — ) cos 0 + R6 sen 6 


Posicion de equilibrio. 


dV 

dO 


= mg 


- ( R + — ) sen 0 + R sen 0 + RO cos 0 


= 0 


sen 0 + RO cos 0 j = 0 


Observe que 0 = 0° satisface esta ecuacion. 


Estabilidad. A1 tomar la segunda derivada de V se obtiene 


d 2 V 

dd 2 


= mg \——cos 6 + R cos 6 — R6 sen 6 


En 6 = 0°, 


d 2 V 

dO 2 


= ~mg 

o=o° 


h 

2 


R 


Como todas las constantes son positivas, el bloque estara en equili¬ 
brio inestable siempre que h > 2 R, porque entonces d 2 V/dO 2 < 0. 
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PROBLEMAS 


11-26. Si la energia potencial para un sistema conserva- 
dor de un grado de libertad se expresa mediante la rela- 
cion V = (4x 3 - x 2 - 3x + 10) pies • lb, donde x esta dada 
en pies, determine las posiciones de equilibrio e investigue 
la estabilidad en cada una de esas posiciones. 

11-27. Si la energia potencial para un sistema conserva- 
dor de un grado de libertad se expresa mediante la relacion 
V = (24 sen 0 + 10 cos 20) pies • lb, 0° < 6 < 90°, determine 
las posiciones de equilibrio e investigue la estabilidad en 
cada una de esas posiciones. 

*11-28. Si la energia potencial para un sistema conserva- 
dor de un grado de libertad se expresa mediante la rela¬ 
cion V = (3 y 3 + 2 y 2 - 4y + 50) J, donde y esta dada en 
metros, determine las posiciones de equilibrio e investigue 
la estabilidad en cada una de esas posiciones. 

•11-29. El puente de 2 Mg, con centro de masa en el 
punto G, se eleva mediante dos vigas CD , localizadas 
a cada lado del puente. Si el contrapeso E de 2 Mg esta 
unido a las vigas como se muestra en la figura, determine 
el angulo 6 necesario para el equilibrio. Ignore el peso de 
las vigas y de las barras de union. 



11-30. El resorte tiene una rigidez k = 600 lb/pie y no 
esta deformado cuando 0 = 45°. Si el mecanismo esta en 
equilibrio cuando 6 = 60°, determine el peso del cilindro 
D. Ignore el peso de los elementos. La barra AB perma- 
nece horizontal en cualquier momento puesto que el collar 
puede deslizarse libremente a lo largo de la guia vertical. 



11-31. Si los resortes en A y C tienen una longitud no 
deformada de 10 pulgadas mientras que el resorte en B 
tiene una longitud no deformada de 12 pulgadas, determi¬ 
ne la altura h de la plataforma cuando el sistema esta en 
equilibrio. Investigue la estabilidad de esta configuracion 
de equilibrio. El paquete y la plataforma tienen un peso 
total de 150 lb. 



Prob. 11-29 


Prob. 11-31 
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*11-32. El resorte no esta deformado cuando 6 = 45° y 
tiene una rigidez de k = 1000 lb/pie. Determine el angulo 
6 necesario para el equilibrio si cada uno de los cilindros 
pesa 50 lb. Ignore el peso de los elementos. 



11-34. Si se coloca una carga I de 10 kg sobre la bande- 
ja, determine la posicion x del bloque H de 0.75 kg para 
lograr el equilibrio. La bascula esta en equilibrio cuando el 
peso y la carga no se encuentran sobre ella. 



11-35. Determine los angulos 6 necesarios para el equi¬ 
librio del cilindro de 200 lb e investigue la estabilidad de 
cada posicion. El resorte tiene una rigidez de k = 300 
lb/pie y una longitud no deformada de 0.75 pie. 


Prob. 11-32 


•11-33. Una mesa de servicio uniforme de 5 kg se sos- 
tiene en cada lado mediante dos pares de eslabones iden- 
ticos, AB y CD, y resortes CE. Si el tazon tiene una masa 
de 1 kg, determine el angulo 6 con el que la mesa esta en 
equilibrio. Cada uno de los resortes tiene una rigidez de 
k = 200 N/m y se encuentra sin deformar cuando 0 = 90°. 
Ignore la masa de los eslabones. 


k 



Prob. 11-35 




*11-36. Determine los angulos 6 necesarios para el 
equilibrio del cilindro de 50 kg e investigue la estabilidad 
de cada posicion. El resorte no esta deformado cuando 
6 = 60°. 



Prob. 11-33 


Prob. 11-36 
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•11-37. Si el mecanismo esta en equilibrio cuando 6 = 
30°, determine la masa de la barra BC. El resorte tiene una 
rigidez de k = 2 kN/m y no esta deformado cuando 6 = 0°. 
Ignore la masa de los eslabones. 



Prob. 11-37 


11-38. La barra uniforme OA pesa 20 lb, y cuando la 
barra esta en posicion vertical, el resorte no esta deforma¬ 
do. Determine la posicion 6 necesaria para el equilibrio. 
Investigue la estabilidad en la posicion de equilibrio. 


11-39. El eslabon uniforme AB tiene una masa de 3 kg y 
esta conectado mediante pasadores en sus dos extremos. 
La barra BD , que tiene un peso insignificante, pasa a tra- 
ves de un bloque giratorio en C. Si el resorte tiene una rigidez 
de k = 100 N/m y no esta deformado cuando 0 = 0°, deter¬ 
mine el angulo 6 necesario para el equilibrio e investigue la 
estabilidad en la posicion de equilibrio. Ignore el tamano del 
bloque giratorio. 



Prob. 11-39 


*11-40. El camion tiene una masa de 20 Mg y su centro 
de masa en G. Determine la pendiente maxima 6 en la que 
puede estacionarse sin voltearse e investigue la estabilidad 
en esta posicion. 




Prob. 11-38 


Prob. 11-40 
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•11-41. El cilindro esta hecho de dos materiales de tal 
forma que tiene una masa m y centro de gravedad en el 
punto G. Muestre que cuando G se encuentra por arriba 
del centroide C del cilindro, el equilibrio es inestable. 


11-43. Determine la altura h del cono en terminos del 
radio r de la semiesfera de modo que el ensamble este en 
equilibrio neutro. Tanto el cono como la semiesfera estan 
hechos del mismo material. 




Prob. 11-41 


Prob. 11-43 


11-42. La taza tiene un fondo semiesferico y una masa 
m. Determine la posicion h del centro de masa G de modo 
que la taza este en equilibrio neutro. 


*11-44. Un bloque homogeneo descansa en la parte 
superior de la superficie cilmdrica. Obtenga la relacion 
entre el radio r del cilindro y la dimension b del bloque 
para obtener equilibrio estable. Sugerencia: establezca la 
funcion de energfa potencial para un angulo 6 pequeno, es 
decir, aproxime sen 0 ~ 0 y cos 0 ~ 1 — 0 2 /2. 




Prob. 11-42 


Prob. 11-44 
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• 11-45. El cono homogeneo tiene una cavidad conica cor- 
tada en su base como se muestra en la figura. Determine 
la profundidad d de la cavidad en terminos de h de manera 
que el cono se equilibre sobre el pivote y permanezca en 
equilibrio neutro. 



Prob. 11-45 


*11-48. El ensamble que se ilustra consta de un cilindro 
semicircular y un prisma triangular. Si el prisma pesa 8 lb 
y el cilindro pesa 2 lb, investigue la estabilidad cuando el 
ensamble descansa en la posicion de equilibrio. 



Prob. 11-48 


11-46. El ensamble que se ilustra consiste en un semi- 
cilindro y un bloque rectangular. Si el bloque pesa 8 lb 
y el semicilindro pesa 2 lb, investigue la estabilidad cuan¬ 
do el ensamble descansa en la posicion de equilibrio. Con- 
sidere h = 4 pulg. 

11-47. El semicilindro de 2 lb sostiene al bloque rec¬ 
tangular que tiene un peso especifico de y = 80 lb/pie 3 . 
Determine la altura h del bloque que producira un equili¬ 
brio neutro en la posicion que se ilustra. 



•11-49. Un orificio conico se taladra en la base del cilin¬ 
dro, y este se sostiene por medio del fulcro en A. Determine 
la distancia d minima para que el cilindro permanezca en 
equilibrio estable. 



Probs. 11-46/47 


Prob. 11-49 
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REPASO DEL CAPITULO 


Principio del trabajo virtual 

Las fuerzas que actuan sobre un cuerpo 
realizaran trabajo virtual cuando el cuer¬ 
po experimente un desplazamiento o una 
rotacion diferencial imaginaria. 


8y, Sy'-desplazamientos 
virtuales 

86 -rotacion virtual 


Para el equilibrio, la suma del trabajo vir¬ 
tual realizado por todas las fuerzas que 
actuan sobre el cuerpo debe ser igual a cero 
para cualquier desplazamiento virtual. A 
esto se le llama principio del trabajo virtual , 
y es util para determinar la configuracion de 
equilibrio de un mecanismo o de una fuerza 
reactiva que actue sobre una serie de ele- 
mentos conectados. 


8U= 0 



Si el sistema de elementos conectados tiene 
un grado de libertad, entonces su posicion 
puede especificarse por medio de una coor- 
denada independiente como 6. 


Para aplicar el principio del trabajo virtual, 
primero es necesario usar coordenadas de 
posicion para localizar todas las fuerzas y 
momentos actuantes sobre el mecanismo 
que efectuaran trabajo cuando este experi¬ 
mente un movimiento virtual 86. 


Las coordenadas se relacionan con la coor- 
denada independiente 6, y entonces esas 
expresiones se diferencian para relacionar 
los desplazamientos coordenados virtuales 
con el desplazamiento virtual 86. 


Por ultimo, la ecuacion del trabajo virtual 
para el mecanismo se escribe en funcion del 
desplazamiento virtual comun 86 y luego se 
iguala a cero. A1 factorizar 86 fuera de la 
ecuacion, es posible determinar entonces 
la fuerza desconocida o el momento de par 
desconocido, o bien la posicion de equili¬ 
brio 6. 





















Repaso del capitulo 


595 


Criterio de la energia potencial para el equi- 
librio 

Cuando un sistema esta sometido solo a 
fuerzas conservadoras, como las fuerzas del 
peso o las de un resorte, entonces la confi- 
guracion del equilibrio puede determinarse 
con la funcion V de la energia potencial para 
el sistema. 


Plano de referenda 



(a) 


v = v g + V e = -W y + \ ky 2 


La funcion de la energia potencial se esta- 
blece al expresar la energia potencial del 
peso y del resorte para el sistema en termi- 
nos de la coordenada independiente q. 


Una vez formulada la funcion de la energia 
potencial, su primera derivada se establece 
como igual a cero. La solucion proporcio- 
na la posicion de equilibrio g eq para el sis¬ 
tema. 


dV_ 

dq 


La estabilidad del sistema se puede investi- 
gar si se toma la segunda derivada de V. 


dV 

dq ’ dq 2 


dV_ 

dq 


d 2 V 

dq 2 


0 


dV_ _ d^V_ _ d~V_ 
dq dq 2 dq 3 


equilibrio estable 


equilibrio inestable 


• • • = 0 equilibrio neutro 
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PROBLEMAS DE REPASO 


11-50. La prensa punzonadora consiste en el pison R , 
que conecta a la barra AB y a un volante. Si se aplica un 
par de torsion de M = 50 N • m al volante, determine la 
fuerza F aplicada en el pison para mantener la barra en 
la posicion 6 = 60°. 


*11-52. Los eslabones uniformes AB y BC pesan cada 
uno 2 lb y el cilindro pesa 20 lb. Determine la fuerza hori¬ 
zontal P requerida para mantener el mecanismo en 6 = 45°. 
El resorte tiene una longitud no alargada de 6 pulg. 




Prob. 11-50 Prob. 11-52 


11-51. La barra uniforme tiene un peso W. Determine el 
angulo 0 necesario para el equilibrio. El resorte no esta 
comprimido cuando 6 = 90°. Ignore el peso de los rodi- 
llos. 


•11-53. El resorte unido al mecanismo tiene una longi¬ 
tud no alargada cuando 6 = 90°. Determine la posicion 0 
necesaria para el equilibrio e investigue la estabilidad 
del mecanismo en esta posicion. El disco A esta conectado 
mediante un pasador al bastidor colocado en B y tiene un 
peso de 20 lb. 





Prob. 11-51 
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11-54. Determine la fuerza P que debe aplicarse a la cuer- 
da enrollada alrededor del tambor en C, la cual es necesa- 
ria para elevar el cubo que tiene una masa m. Observe que 
mientras el cubo se eleva, la polea rueda sobre una cuer- 
da que se enrolla sobre la flecha B y se desenrolla de la 
flecha A 


c 



Prob. 11-54 

11-55. La barra uniforme AB pesa 100 lb. Si ambos 
resortes DE y 5C no estan alargados cuando 0 = 90°, 
determine el angulo 6 necesario para el equilibrio por el 
principio de la energia potencial. Investigue la estabilidad 
en la posicion de equilibrio. Ambos resortes actuan siem- 
pre en la posicion horizontal debido a las gufas de rodillo 
colocadas en C y E. 



*11-56. La barra uniforme AB tiene un peso de 10 lb. Si 
el resorte DC no esta estirado cuando 0 = 0°, determine el 
angulo 6 necesario para el equilibrio por el principio del 
trabajo virtual. El resorte siempre permanece en la posi¬ 
cion horizontal debido a la guia de rodillo en D. 

•11-57. Resuelva el problema 11-56 con el principio de 
la energia potencial. Investigue la estabilidad de la barra 
cuando esta en la posicion de equilibrio. 



Probs. 11-56/57 


11-58. Determine la altura h del bloque B de modo que 
la barra este en equilibrio neutro. Los resortes no estan 
estirados cuando la barra se encuentra en la posicion verti¬ 
cal. El bloque tiene un peso W. 



Prob. 11-55 


Prob. 11-58 





































































APENDICE 

A 


Repaso y expresiones 
matematicas 


Repaso de geometria y trigonometria 

Los angulos 6 en la figura A-l son iguales entre la linea transversal y las 
dos lmeas paralelas. 



Para una linea y su normal, los angulos 6 de la figura A-2 son iguales. 
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Para el circulo de la figura A-3, s = Or , de manera que cuando 0 = 360° = 
277 rad entonces la circunferencia es s = 2i tv. Ademas, como 180° = i t rad, 
entonces 0 (rad) = (77/18O°)0°. El area del circulo es A = irr 2 . 



Fig. A-4 


Los lados de un triangulo semejante se pueden obtener por proporcion, 

a b c 

como en la figura A-4, donde — = — = 


Para el triangulo rectangulo de la figura A-5, el teorema de Pitagoras es 

h = V(o ) 2 + (a) 2 

Las funciones trigonometricas son 


^ o 
sen 0 = — 
h 


a 

cos 0 = — 
h 


o 

tan 0 = — 
a 

Lo anterior puede recordarse con facilidad como “soh, cah, toa”, es 
decir, el seno es el opuesto sobre la hipotenusa, etcetera. A partir de 
esto se obtienen las otras funciones trigonometricas. 


esc 0 

sec 0 

cot 0 


1 h 
sen 0 o 

1 _ h 

cos 0 a 

1 _ a 

tan 0 o 



Fig. A-3 


5 



h (hipotenusa) 


o (opuesto) 


a (adyacente) 


Fig. A-5 
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Identidades trigonometricas 


Expansiones de series de potencias 


sen 2 0 + cos 2 0 = 1 


sen x = x 


3! 


, COS X = 1 -- 

2 ! 


sen(0 ± <fi) = sen 0 cos 0 ± cos 0 sen <fi 


sen 20 = 2 sen 0 cos 0 

cos(0 ± 0) = cos 0 cos </> T sen 0 sen 0 

cos 20 = cos 2 0 - sen 2 0 

/1 + cos 20 /1 cos 20 

cos 0 - ±y---, sen0 = ±y-— 

sen 0 

tan 0 =- 

cos 0 

1 + tan 2 0 = sec 2 0 1 + cot 2 0 = esc 2 0 


senh x = x + — + • • •, cosh x = 1 + 


2 ! 


Derivadas 


_d_ 

dx 


(a") = /IK"- 1 


da 

dx 


d . x du 

-—(sen a) = cos a-— 
ax ax 


_d_ 

dx 


. . dv da 

iuv) = U— -h V-— 

ax ax 


d . . du 

-—(cos a) = -sen a — 
ax ax 


Formula cuadratica 


Si ax 2 + bx + c = 0, entonces x = 


-6 ± Vb 2 - 4ac 


2a 


d (u' 


du dv 
dx dx 


dx\v 


v 


2 


d . . ^ da 

-—(tana) = sec m — 
ax ax 


Funciones hiperbolicas 


d . . ^ da 

-—(cot a) = -esc m — 
ax ax 


_d_ 

dx 


(senh a) = cosha^ 
dx 


senh x = 



+ e x 

cosh x =--- 


d . . du d . t . 1 da 

-—(sec a) = tan a sec a-— -—(cosh a) = senh a-— 
ax ax ax ax 


, senh x 

tanh x =--— 

cosh x 


d . . du 

-—(esc a) = -esc a cot a-— 
ax ax 
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Integrales 


„n +1 


x n dx - 


n + 1 


+ C, a ^ — 1 


dx 1 , x _ 

— —In (a + 6x) + C 


a + bx b 


/' rfx 1 

a + x\/—ab 

/ a + 6x 2 2 V-6a 

-a — x\/—ab- 


+ <2, 


a& < 0 


/ x dx 1 , /T 9 > _ 

-t = —In {bx 2 + a) + C 

a + Z>x 2 2Z> v ; 

/ x 2 dx x a x^/ab 

-o = T-^tan -1 -+ 

a + bx 2 b bVab a 

J V a + bx dx = ^V(a + bx) 3 + C 


C, afr > 0 


/- -2(2 a — 3 bx)\/ (a + bx) 3 

xv a + bx dx = - -z -h C 


15 b z 


x 2 V a + bx dx = 

2(8a 2 - 12aZ>x + 156 2 x 2 )V(a + bx) 3 


105 b 3 


+ C 


V a 2 — x 2 dx - 


xVa 2 — x 2 + a 2 sen 1: 


+ C, 
a > 0 


xVa 2 - x 2 dx = V(a 2 - x 2 ) 3 + C 


xVx 2 ± a 2 dx = ^-V(x 2 ± a 2 ) 2 + C 


J x 2 Vx 2 ± a 2 dx = ^V(x 2 ± a 2 ) 3 

T ^-xVx 2 ± a 2 - ^-ln(x + Vx 2 ± a 2 ) + C 
f dx 2 Va + frx 


Va + &x ^ 


+ C 


x dx 




/ 


x 2 ± a 2 
dx 


— \/x 2 =h a 2 + C 


In 


Va + frx + cx 2 Vc 
xVc + 


Va + frx + cx 2 + 
5 


2Vc 


+ C, c > 0 


1 f —lex — b . 

sen 1 ( — , , : ) + C, c < 0 


/ 


V=C V V6 2 - 4ac 
sen x dx = -cos x + C 
cos x dx = sen x + C 


1 x 

x cos(ax) dx = —zcos(ax) H—sen(ax) + C 


f ? / \ t 2x . , a 2 x 2 —l . . _ 

/ x cos (ax) ax = —r- cos(ax) H-~—sen(ax) + C 

J a a 


t 2 Va 2 — x 2 dx = —— V(a 2 - x 2 ) 3 
4 v ' 


+ 


— ( xVa 2 - x 2 + a 2 sen 1:1 ) + C, a > 0 


J Vx 2 ± a 2 dx = 


xVx 2 ± a 2 ± a 2 ln(x + Vx 2 ± a 2 ) 


C 


dx = -e flX + C 
a 


xe ax dx = ~^r(ax — 1) + C 
a 

senh x dx = cosh x + C 

cosh x dx = senh x + C 






























































Problemas fundamentales 
Soluciones parciales y respuestas 


Capitulo 2 

F2-1. 

F r = V(2 kN) 2 + (6 kN) 2 - 2(2 kN)(6 kN) cos 105° 

= 6.798 kN = 6.80 kN Resp. 

sen^ _ senlOS! 

6 kN 6.798 kN ’ ^ 

6 = 45° + 0 = 45° + 58.49° = 103° /te/?. 


F2-2. 


F2-3. 


F2-4. 


F2-5. 


F2-6. 


F2-7. 


F2-8. 


Fr = V 200 2 + 500 2 - 2(200)(500) cos 140° 

= 666 N Resp. 

Fr = Vm 2 + 800 2 - 2(600)(800) cos 60° 

= 721.11 N = 721 N 
sen a sen 60° 


a = 73.90° 


800 721.11 ’ 

<f> = a - 30° = 73.90° - 30° = 43.9° 
F u 30 


sen 105° ’ 
30 

sen 105° ’ 
450 


sen 45° 

Fy 

sen 30° 

Fab _ _ 

sen 105° sen 30° 

F ab = 869 lb 
F ac = 450 

sen 45° sen 30° 
F ac = 636 lb 
F _ 6 

sen 30° sen 105° 
F v 6 


F u = 22.0 lb 
F n = 15.5 lb 


F = 3.11 kN 


F n = 4.39 kN 


Resp. 

Resp. 

Resp. 

Resp. 

Resp. 

Resp. 

Resp. 


sen 45° sen 105° 

(F t ) x = 0 (F,)v = 300 N 

(F 2 ) x = -(450 N) cos 45° = -318 N 

(F 2 ) y = (450 N) sen 45° = 318 N 

(F 3 ) x = (|)600 N = 360 N 

(F 3 ) y = (|)600 N = 480 N 

F Rx = 300 + 400 cos 30° - 250(f) = 446.4 N 

F Ry = 400 sen 30° + 250(f) = 350 N 

F r = V(446.4) 2 + 350 2 = 567 N Resp. 

= 38.1°^ Resp. 


Resp. 

Resp. 

Resp. 

Resp. 

Resp. 

Resp. 


- fo«-U 50 _ _ 


6 = tan 


446.4 


F2-9. 

t(F R ) x = 2F t ; 

(F R ) X = - (700 lb) cos 30° + 0 + (|) (600 lb) 

= -246.221b 
+ T(F R ) y = ’ZFy, 

(F R ) y = -(700 lb) sen 30° - 400 lb - (f) (600 lb) 

= -12301b 

F r = V (246.22 lb) 2 + (1230 lb) 2 = 1254 lb Resp. 
* = tan"‘(S) = 78.68° 
e = 180° + (f> = 180° + 78.68° = 259° Resp. 

F2-10. UF r ) x = 2F C ; 

750 N = F cosd + (fj)(325 N) + (600N)cos45° 
+ t (F R ) y =ZFy, 

0 = F sen 6 + ('^(325 N) - (600N)sen45° 
tan 6 = 0.6190 9 = 31.76° = 31.8°^ Resp. 

F = 236 N Resp. 

F2-11. UF r ) x = 

(800 lb) cos 45° = F cos 9 + 50 lb - (§)90 lb 


+ t(F R ) y = SF y ; 

-(80 lb) sen 45° = F sen 9 — (|)(90 lb) 

tan 9 = 0.2547 9 = 14.29° = 14.3°^ Resp. 

F = 62.5 lb Resp. 

F2-12. (F r ) x = 15(f) + 0 + 15(|) = 24 kN -> 

(F R ) y = 15(|) + 20 - 15(|) = 20 kN f 
F r = 31.2 kN Resp. 

9 = 39.8° Resp. 

F2-13. F x = 75 cos 30° sen 45° = 45.93 lb 
F y = 75 cos 30° cos 45° = 45.93 lb 
F z = -75 sen 30° = -37.5 lb 
a = cos-^-ff) = 52.2° Resp. 

p = cos-^) = 52.2° Resp. 

y = cos-t^fP) = 120° Resp. 
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SOLUCIONES PARCIALES Y RESPUESTAS 


F2-14. 


F2-15. 


F2-16. 


F2-17. 


F2-18. 


F2-19. 


F2-20. 


F2-21. 


cos P = Vl - cos 2 120° - cos 2 60° = ±0.7071 
Se requiere p = 135°. 

F = Fu f = (500 N)(-0.5i - 0.7071j + 0.5k) 

= {—250i - 354j + 250k} N Resp. 

cos 2 a + cos 2 135° + cos 2 120° = 1 

a = 60° 

F = F\x f = (500 N)(0.5i - 0.7071j - 0.5k) 

= (250i - 354j - 250k} N Resp. 

F z = (50 lb) sen 45° = 35.36 lb 

F' = (50 lb) cos 45° = 35.36 lb 

F x = (§) (35.36 lb) = 21.21 lb 

F y = (f )(35.36 lb) = 28.28 lb 

F = (—21.21 + 28.3j + 35.4k} lb Resp. 

F z = (750 N) sen 45° = 530.33 N 

F' = (750 N) cos 45° = 530.33 N 

F x = (530.33 N) cos 60° = 265.1 N 

F y = (530.33 N) sen 60° = 459.3 N 

F 2 = {265i —459j + 530k} N Resp. 

Fi = (|)(5001b) j + (|) (500 lb)k 
= {400j + 300k} lb 
F 2 = [(800 lb) cos 45°] cos 30° i 
+ [(800 lb) cos 45°] sen 30° j 
+ (8001b) sen 45° (-k) 

= {489.90i + 282.84j - 565.69k} lb 
F* = F x + F 2 = {490i + 683j - 266k} lb Resp. 
\ AB = {—6i + 6j + 3k} m Resp. 

r AB = V(-6 m) 2 + (6 m) 2 + (3 m) 2 = 9 m Resp. 

a = 132°, (3 = 48.2°, y = 70.5° Resp. 

x AB = {—4i + 2j + 4k} pies Resp. 

r AB = Vj-4 pies) 2 + (2 pies) 2 + (4 pies) 2 = 6 pies Resp. 
« - cos-(^Sir) - 131.8- 
0 = 180° - 131.8° = 48.2° Resp. 

r B = {2i + 3j - 6k} m 
F b = F B u B 

= (630N)(|i + f j — fk) 

= (1801 + 270j - 540k} N 


F2-22. F = Fu ab = 900N(-^i + - |k) 

= {—4001 ± 700j - 400k} N 

F2-23. F 5 = F b u b 

= (840N)(|i - 2 j — fk) 

= (3601 - 240j - 720k} N 

F c = F c u c 

= (420 N) ( 2 i + | j - f k) 

= {1201 + 180j - 360k} N 

F r = V(480 N) 2 + (-60 N) 2 ± (-1080 N) 2 
= 1.18 kN Resp. 

F2-24. ¥ B = F b u b 

= (600lb)( § 1 + |j — |k) 

= {—200i + 400j - 400k} lb 

F c = F c u c 

= (490lb)( f 1 + |j — |k) 

= {—420i + 210j - 140k} lb 
= F fi + F c: = {—620i + 610j -540k} lb Resp. 

F2-25. u AO = ~l'i + |j - |k 

u F = —0.5345i + 0.8018j + 0.2673k 
6 = cos -1 (i u AO -u F ) = 57.7° Resp. 

F2-26. u AB -|j + |k 

4 . 3 • 

= 5 1 “ 5 J 

0 = cos -1 ( u AB -u F ) = 68.9° Resp. 

F2-27. u OA = i 3 i + i 3 j 

j = u OA (l)cos0 

cos 0 = 6 = 67.4° Resp. 

F2-28. u OA = + (3 j 

F = Fu f = [650j] N 
Foa = F * u OA = 250 N 
Foa = F oa u oa = {231i + 96.2j} N 


Resp. 
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F2-29. F = (400 N) 


{4 i+1 j—6 k}m 


V(4 m) 2 + (1 m) 2 + (-6 m) 2 
= {219.78i + 54.94j - 329.67k} N 
{-4j-6k}m 


u ao = 


V(—4 m) 2 + (-6 m) 2 

= - 0.5547j - 0.8321k 
(Fao) proy = F' u AO = 244 N 

F2-30. F = [(-600 lb) cos 60°] sen 30°i 

+ [(600 lb) cos 60°] cos 30° j 
+ [(600 lb) sen 60°] k 
= {—150i + 259.81j + 519.62k 

u a = 

(FA)proy = F-u A = 446.41 lb = 4461b 

(F 4 ) per = V(600 lb) 2 - (446.41 lb) 2 
= 401 lb 

Capftulo 3 

F3-1. 


F3-6. +1 ZF y = 0; T AB sen 15° - 10(9.81) N = 0 

Tab = 379.03 N = 379 N Resp. 
t^F x = 0; T bc - 379.03 N cos 15° = 0 

T bc = 366.11 N = 366 N Resp. 
is F x = 0; T cd cos 6 - 366.11 N = 0 

+1 T.F = 0; T cd sen d - 15(9.81) N = 0 


+ 2F r = 0; \F ac - F ab cos 30° = 0 

3 


5 r AC — r AB ' 

| FAC + F ab 5 


F3-2. 


F3-3. 


Fab = 478 lb 
F ac = 518 lb 

+ ]^F y = 0; -2(1500) sen 0 + 700 = 0 
e = 13.5° 

Labc = 2{^) = 10.3 pies 

= 0; T cos 6 - T cos 0 = 0 
0 = 0 

H-t 2F y = 0; 27 sen 0 - 49.05 N = 0 

6 = tan" 1 ®) = 36.87° 

T = 40.9 N 


Resp. 



T cd = 395N 

Resp. 




e = 21.9° 

Resp. 


F3-7. 

M 

* 

II 

o 

[(|)f 3 ](|) + 600 N - F 2 = 

0 (1) 

u 


M 

II 

o 

(i)^i - [(I)^3](l) = o 

(2) 

D 


o 

II 

o 

II 

£ 

o 

o 

o\ 

1 

jC 

COlV> 

+ 

CO 

(3) 

Resp. 



F 3 = 776 N 

Resp. 



F x = 466 N 

Resp. 




F 2 = 879 N 

Resp. 

Resp. 

F3-8. 

M 

II 

o 

o 

II 

o 

o 

o> 

1 

Ttun 

Q 

fen 




F ad = 1125 N = 1.125 kN 

Resp. 



M 

II 

o 

Ms) - H25(|) = 0 


= 0 


F ac = 843.75 N = 844 N 

Resp. 

Resp. 


M 

* 

II 

o 

F ab - 843.75(f) = 0 


Resp. 



F ab = 506.25 N = 506 N 

Resp. 


F3-9. 

F 'ad ~ F A d 1 

fe) = ~ 2 * FadS + 

1 F A d k 

Resp. 


o 

II 

\F ad — 600 = 0 

F ad = 900 N 

Resp. 



M 

II 

o 

F ab cos 30° - \ (900) = 0 
F A b = 692.82 N = 693 N 

Resp. 



M 

* 

II 

o 

| (900) + 692.82 sen 30° - 

II 

o 




F A c = 646.41 N = 646 N 

Resp. 

Resp. 

F3-10. 

Fac - F A c 

{-cos 60° sen 30° i 



F3-4. +/ r 27 x = 0; \ (F sp ) - 5(9.81) sen 45° = 0 

F sp = 43.35 N 

F sp = k(l - / 0 ); 43.35 = 200(0.5 - l 0 ) 

Iq = 0.283 m Resp. 

F3-5. +1= 0; (392.4 N)sen 30° - m A ( 9.81) = 0 

m A = 20 kg Resp. 


+ cos 60° cos 30° j + sen 60° k} 

= -0.25 F ac i + 0.43307 AC j + 0.86607 AC k 
F ad = F ad { cos 120° i + cos 120° j + cos 45°k} 

= -0.5F ad i - 0.57 AZ) j + 0.1011F ad k 
J,F y = 0; 0.43307 ac - 0.5 F AD = 0 

= 0; 0M60F ac + 0J011F AD - 300 = 0 

F ad = 175.74 lb = 176 lb Resp. 

F AC = 202.92 lb = 203 lb Resp. 

^F x = 0; Fab - 0.25(202.92) - 0.5(175.74) = 0 
F ab = 138.60 lb = 139 lb Resp. 
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F3-11. 


f b = fJ— 


^ r AB 


= Ft 


{—6i + 3j + 2k} pies 


V(-6pies) 2 + (3 pies) 2 + (2 pies) 2 


jF/ji + j F b \ + 7 F B k 


Fc - *(£ 


= Fr 


{—6i + 2j + 3k} pies 


V(—6 pies) 2 + (-2 pies) 2 + (3 pies) 2 _ 


= -?F c i-fF c j + ^ck 
F» = F/ji 
W = {-150k} lb 

2F X = 0; - 6 1 F b - 6 1 F c + F d = Q 

2F y = 0; f. 

2 

7 J 

= 162 lb 


= 1.5(162 lb) = 242 lb 
F D = 346.15 lb = 346 lb 

Caprtulo 4 


(1) 

( 2 ) 

(3) 

Resp. 

Resp. 

Resp. 


F4-1. C +M 0 = 600 sen 50° (5) + 600 cos 50° (0.5) 

= 2.49 kip • pie Resp. 

F4-2. C +M 0 = —(|)(100 N)(2 m)-(|)(100 N)(5 m) 

= -460 N • m = 460 N • m ^ Resp. 

F4-3. C +M 0 = [(300 N) sen 30°][0.4m + (0.3 m) cos 45°] 

- [(300 N) cos 30°][(0.3 m) sen 45°] 

= 36.7 N • m Resp. 

F4-4. C +M 0 = (600 lb)(4 pies + (3 pies)cos 45° - 1 pie) 

= 3.07 kip • pie Resp. 

F4-5. C +M 0 = 50 sen 60° (0.1 + 0.2 cos 45° + 0.1) 

- 50 cos 60°(0.2 sen 45°) 

= 11.2 N-m Resp. 

F4-6. C +M 0 = 500 sen 45° (3 + 3 cos 45°) 

- 500 cos 45° (3 sen 45°) 

= 1.06 kN • m Resp. 

F4-7. C +(M r ) 0 = S-Fd: 

C Mr) 0 = —(600 N)(l m) 

+ (500 N)[3 m + (2.5 m) cos 45°] 

- (300N)[(2.5 m) sen 45°] 

= 1254 N • m = 1.25 kN • m Resp. 


F4-8. 


F4-9. 


F4-10. 


F4-11. 


C +(M r )o = J.Fd- 

(Mr) 0 = [(|)500 N] (0.425 m) 

- [(|)500 N](0.25m) 

- [(600 N) cos 60°](0.25 m) 

- [(600 N) sen 60°] (0.425 m) 

= -268 N-m = 268 N-nO 

C +(M r ) 0 = SW; 

(. Mr ) 0 = (300 cos 30° lb) (6 pies + 6 sen 30° pie) 
- (300 sen 30° lb)(6 cos 30° pie) 


+ (200 lb) (6 cos 30° pie) 

= 2.60 kip • pie Resp. 

F = Fu ab = 500 N(fi - §j) = {400i - 300j}N 
M 0 = r OA X F = {3j} m X {400i - 300j} N 

= {-1200k} N-m Resp. 

o 

M 0 = r OB XF = {4i} m X {400i - 300j } N 

= { -1200k} N-m Resp. 


F = F u BC 
= 120 lb 


{4 i —4j — 2 k} pies 


_V(4 pies) 2 + (-4 pies) 2 + (-2 pies) 2 _ 
= {80i - 80j - 40k} lb 

j k 


M 0 = r c XF=5 0 0 

80 -80 -40 

= {200j - 400k} lb-pie 


Resp. 


Mo — r B X F — 


i J k 

1 4 2 

80 -80 -40 

= {200j - 400k} lb • pie 


Resp. 


F4-12. 


F R - F t + F 2 

= {(100 - 200)i + (-120 + 250)j 
+ (75 + 100)k} lb 
= {—lOOi + 130j + 175k} lb 


(M R ) 0 


r A X F R 

{485i - 


i J k 

= 4 5 3 

-100 130 175 

lOOOj + 1020k} lb-pie 


Resp. 
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F4-13. 


F4-14. 


F4-15. 


F4-16. 


F4-17. 


10 0 
0.3 0.4 -0.2 

300 -200 150 


M x - i’(roflXF) - 
= 20 N • m 

r A {0.3i + 0.4j}m 


Resp. 


UOA = 


r A V(0.3 m) 2 + (0.4 m) 2 
0.6 0.8 

Moa = 1*OA'( x AB X F) = 


= -72 N • m 


0 

0 0 - 0.2 
300 -200 150 

Resp. 


F = (200 N) cos 120° i 

+ (200 N) cos 60° j + (200 N) cos 45° k 
= {—lOOi + lOOj + 141.42k} N 

1 0 0 
0 0.3 0.25 

100 100 141.42 


M o = H*A X F) = 

= 17.4 N • m 


M p = y(r A X F) = 


0 1 0 
-3 -4 2 

30 -20 50 


= 210 N-m 


Resp. 


{—4i + 3j}pies 


: = -0.8i + 0.6j 


i AB 

u AB = -= = 

v ab V(-4 pies) 2 + (3 pies) 2 

MaB = u AB*( r AC x F) 

i J k 

- 0.8 0.6 0 

0 0 2 

50 -40 20 

M AB = M ab u ab = {3.2i - 2.4j} lb-pie Resp. 


= -4 lb-pie 


F x = [(1)500 N](|) = 240 N 


F y = [(f)500N](f) = 320 N 


F z = (500 N)(f) = 300 N 


M x = 300 N(2 m) - 320 N(3 m) 


= -360 N-m 

Resp. 

M y = 300 N(2 m) - 240 N(3 m) 


= -120 N-m 

Resp. 

M z = 240 N(2 m) - 320 N(2 m) 


= -160 N-m 

Resp. 


F4-19. C +M Cr = = 400(3) - 400(5) + 300(5) 

+ 200(0.2) = 740 N • m Resp. 

o bien, 

C +M Cr = 300(5) - 400(2) + 200(0.2) 

= 740 N • m Resp. 


F4-20. C +M Cr = 300(4) + 200(4) + 150(4) 

= 2600 lb • pie Resp. 


F4-21. 


F4-22. 


Q+(M b ) r = 

-1.5 kN-m = (2 kN)(0.3 m) -F(0.9 m) 

F = 2.33 kN Resp. 

C +M C = 10(f)(2) - 10(f)(4) = -20 kN-m 
= 20 kN-m)) 


ri [—2i + 2j + 3.5k] pies 

F4-23. Ul = — = . 

r i V(-2pies) 2 + (2 pies) 2 + (3.5 pies) 2 

= + ^k 

4.5 1 ^ 4.5 J ^ 4.5 K 

u 2 = —k 

11 = 1^1 _ 2_1 

U 3 2.5 1 2.5 J 

(M c )i = (M c ) lUl 

= (450 lb-pies) (-^i + + |f k) 

= {—200i + 200j + 350k} lb-pie 
(M c ) 2 = (M c ) 2 u 2 = (250 lb-pie)(—k) 

= {-250k} lb-pie 

(M c ) 3 = (M c )i u 3 = (300 lb-pie)(^fi - £j) 

= (180i - 240j} lb-pie 
(M c )« = 2M C ; 

(M c ) r = (—20i — 40j + 100k) lb-pie Resp. 


F4-24. 


F s = (f)(450N)j - (f)(450 N) k 
= {360j - 270k} N 


M c - r AB XF 5 - 


J 

0.4 0 

0 360 

= {108j + 144k} N-m 
o bien, 


k 

0 

-270 


Resp. 


M c = (r A X F a ) + (r B X F b ) 


i 

j 

k 


i 

j 

k 

0 

0 

0.3 

+ 

0.4 

0 

0.3 

0 

-360 

270 


0 

360 

-270 


= {108j + 144k} N-m 


Resp. 


F4-18. 
























608 
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F4-25. X F Rx = 1F X - F Rx = 200 - f (100) = 140 lb 
+ lF Ry = F Ry =150-| (100) = 70 lb 
F r = Vl40 2 + 70 2 = 157 lb Resp. 

6 = tan _1 (^g) = 26.6° 7^ Resp. 

C+M Ar = SM a ; 

M Ar = | (100)(4) - f (100)(6) + 150(3) 

M Ra = 210 lb • pie Resp . 

F4-26. X Fr x = 2F X ; F Rx = I (50) = 40 N 

+ lF Ry = 'ZFy, F Ry = 40 + 30 + | (50) 

= 100 N 

F r = V(40) 2 + (100) 2 = 108 N Resp. 
6 = tan -1 = 68.2° ^ Resp. 

C+M Ar = 2M a ; 

M Ar = 30(3) + f (50)(6) + 200 

= 470N*m Resp . 

F4-27. X (F r ) x = 2F r ; 

(Fr) x = 900 sen 30° = 450 N -> 

i t (/•«), = 2F y ; 

(F R ) y = -900 cos 30° - 300 

= -1079.42 N = 1079.42 N i 

F r = V450 2 + 1079.42 2 

= 1169.47 N = 1.17 kN Resp. 

6 = tan"^ 2 ^) = 67.4°^ Resp. 

Q + (M r ) a =ZM a , 

(M r ) a = 300 - 900 cos30° (0.75) - 300(2.25) 

= -959.57 N • m 

= 960 N • m 2> Resp. 

F4-28. X (F r ) x = XF x ; 

(F r ) x = 150(|) + 50 - 100(|) = 60 lb -> 

+ T(FjO, = 

(F R )y = -150(1) - 100(1) 

= -1801b = 1801b I 

F r = V60 2 + 180 2 = 189.741b = 1901b Resp. 
6 = tan _1 (^) = 71.6°^ Resp. 

Q+(M r ) a = ZM a , 

(M r ) a = 100(f)(1) - 100(f)(6) - 150(f)(3) 

= —640 = 640 lb-pie)) Resp. 


F4-29. 


F4-30. 


F4-31. 


Fr = 2F; 

Fr = Fj + F 2 

= (-3001 + 150j + 200k) + (-450k) 

= {-300i + 150j - 250k} N Resp. 

*oa = (2 - 0)j = {2j} m 
r OB = (-1.5-0)! + (2-0)j + (1 -0)k 
= {—1.5i + 2j + lk} m 
(Mr)o = 2M; 

(Mr) 0 = ion X Fj + r 0A X F 2 


i 

j 

k 


i 

j 

k 

-1.5 

2 

1 

+ 

0 

2 

0 

-300 

150 

200 


0 

0 

-450 


= {—6501 + 375k}N-m Resp. 


Fi = {—100j} N 


F 2 = (200 N) 


{—0.4i - 0.3k} m 
V(-0.4m) 2 + (-0.3 m) 2 


= {—1601 - 120k} N 
M c = {—75i} N-m 

Fr = {—160i - lOOj - 120k) N Resp. 

(M r) 0 = (0.3k)X(—lOOj) 


i j k 

0 0.5 0.3 + (—75i) 

—160 0 -120 

= {—105i - 48 j + 80k) N-m Resp. 


+ lF R =i;F y ; F r = 500 + 250 + 500 

= 1250 lb Resp. 

C +F R X = 2M 0 ; 

1250(x) = 500(3) + 250(6) + 500(9) 

x = 6 pies Resp . 


F4-32. 


~*iF R ) x - 1F X , 

(F r ) x = 100(f)+ 50 sen 30° = 85 lb -> 

+ t (F R ) y = SF y ; 

(F R ) y = 200 + 50 cos 30° - 100(f) 

= 163.30 lb t 

F r = V85 2 + 163.30 2 = 184 lb 
6 = tan^^^ff) = 62.5° ^2 Resp. 

C +(M r ) a = ^M a , 

163.30(d) = 200(3) - 100(f)(6) + 50 cos 30°(9) 
d = 3.12 pies Resp . 


















F4-33. 


F4-34. 


F4-35. 


F4-36. 
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HFr)x = ?F X , 


F4-37. 

+ TF r = 2F,; 


(Fr)z = 15(|) = 12kN^ 



~F r = -6(1.5) - 9(3) - 3(1.5) 


+ UF R )y = 



F r = 40.5 kN l 

Resp. 

kN i 


C +(Mr) a = 2M* 


(F R ) y = -20 + 15(|) = -11 kN = 11 


-40.5(d) = 6(1.5)(0.75) 


F r = Vl2 2 + ll 2 = 16.3 kN 

Resp. 


- 9(3)(1.5) - 3(1.5)(3.75) 


6 = tan _1 (ff) = 42.5°^ 

Resp. 


d = 1.25 m 

Resp. 

Q+(M r ) a = 


F4-38. 

F r = \ (6)(150) + 8(150) = 1650 lb 

Resp. 

-11 (d) = -20(2) - 15(f)(2) + 15(f)(6) 


C+M Ar = 


d = 0.909 m 

Resp. 


1650d = [f (6)(150)](4) + [8(150)](10) 


UF r ) x = 2 F x , 



d = 8.36 pies 

Resp. 

(Fr) x = (1) 5 kN - 8 kN 


F4-39. 

+ t Fr= 2F ■ 


= -5 kN = 5 kN <- 



1 

>} 

II 

1 

S 

77) 

1 

s>n-^ 

'on 

'on 


+ T(FjO, = 



F r = 27 kN i 

Resp. 

(F r ) v = -6 kN - (f) 5 kN 



C +{M r ) a = zm a , 


= -10 kN = lOkNj, 



-27(d) = \ (6)(3)(1) - \ (6)(6)(2) 


F r = V5 2 + 10 2 = 11.2 kN 

Resp. 


d = 1 m 

Resp. 

0 = tan" 1 ®) = 63.4°^ 

Resp. 

F4-40. 

+ lF R = ZFy, 


Q+(M r ) a = 2M a ; 



F r = \ (50)(6) + 150(6) + 500 


5 kN(d) = 8 kN(3 m) - 6 kN(0.5 m) 



= 1550 lb 

Resp. 

- [(|)5kN](2m) 



C + M Ar = 2M a ; 


- [(|)5kN](4m) 



1550d = [| (50)(6)](4) + [150(6)] (3) + 500(9) 

d = 0.2 m 

Resp. 


d = 5.03 pies 

Resp. 

+ lF R = J.F z ; F r = 400 + 500 - 100 


F4-41. 

+ T F r = 


= 800 N 

Resp. 


-F r = -|(3)(4.5) - 3(6) 


M Rx = 2M X ; —800y = -400(4) - 500(4) 


F r = 24.75 kN i 

Resp. 

y = 4.50 m 

Resp. 


Q+(Mr) a = SM,; 


M Ry = ZM y ; 800x = 500(4) - 100(3) 



-24.75(d) = (3)(4.5)(1.5) - 3(6)(3) 


x = 2.125 m 

Resp. 


d = 2.59 m 

Resp. 

+ 1 F r = ZF z ; 



r r A 


F r = 200 + 200 + 100 + 100 


F4-42. 

F r = w(x) dx= 2.5x 3 dx = 160 N 

= 600 N 

Resp. 

C+M a = 2M a ; 


M Rx = 



f d 


—600_y = 200(1) + 200(1) + 100(3) - 100(3) 


/ xw(x ) dx / 2.5.v 4 dx 


= -0.667 m 

Resp. 


x = — r -= —-= 3.20 m 

r 1 

M Ry = ^M y , 



J w{x) dx 


600a: = 100(3) + 100(3) + 200(2) - 200(3) 




x = 0.667 m 

Resp. 
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Capi'tulo 5 



F5-5. 

Q+ZM a = 0; 



+ 




N c (0.7 

m) - [25(9.81) N] (0.5 m) cos 30° = 

= 0 

F5-1. 

-2 F x = 0; 

-A x + 500(|) = 0 



N c = - 

151.71 N = 152 N 

Resp. 



A x = 300 lb 

Resp. 


t%F r 

= 0; 



C+zm a =( 

3; 5/10) - 500(f)(5) - 600 

= 0 


T ab cos 15° - (151.71 N) cos 60° = 0 




By = 260 lb 

Resp. 



T ab = 78.53 N = 78.5 N 

Resp. 


+ T2F, = 0 

; A y + 260 - 500(f) = 0 



+ T 2F 

j - 0; 




Ay = 140 lb 

Resp. 



F a + (78.53 N) sen 15° 



c _i_ V ft/T — l 





+ (151.71 N) sen 60° - 25(9.81) N 

= 0 

r5-Z. 

v^. \ 2j 1V1 A — ‘ 

J, 




F a = 93.5 N 

Resp. 


F cd sen 45°(1.5 m) - 4 kN(3 m) = 0 






F cd = H.31 

kN = 11.3 kN 

Resp. 

F5-6. 

tZF x 

= 0; 



tSF, = 0; 

A x + (11.31 kN) cos 45° = 

0 



N c sen 30° - (250 N) sen 60° = 0 



= -8 

kN = 8 kN <— 

Resp. 



N c = 433.0 N = 433 N 

Resp. 


+ t2F v = 0; 




C +ZM b = 0; 



A, + (1131 kN) sen 45° - 4 kN = 0 




-N a sen 30°(0.15 m) - 433.0 N(0.2 

m) 


j 

4 kN = 4 kN 1 




+ [(250 N) cos 30°] (0.6 m) = 0 



A y =- 

Resp. 



N a = 577.4 N = 577 N 

Resp. 

F5-3. 

Q + ^M A = ( 

3; 



+ T 25 

y = °; 



N b [6 m + (6 

m) cos 45 °] 




N b - 577.4 N + (433.0 N)cos 30° 



- 10 kN[2 m 

+ (6 m) cos 45°] 




- (250 N) cos 60° = 0 



- 5 kN(4 m) 

= 0 




N b = 327 N 

Resp. 


N b = 8.047 kN = 8.05 kN 

Resp. 

F5-7. 

^F z - 

= 0; 



W* = 0; 





T A + T B + T c ~ 200 - 500 = 0 



(5 kN) cos 45 

° - A x = 0 



2M, = 

= 0: 



+ t ?F y = 0 

A x = 3.54 kN 

Resp. 



7/(3) + T c ( 3) - 500(1.5) - 200(3) = 0 





ZM y - 

= 0; 



A y + 8.047 kN - (5 kN) sen 45° - 10 kN : 

= 0 



-T b ( 4) - T c ( 4) + 500(2) + 200(2) = 0 



A y = 5.49 kN 

Resp. 


t a = 

= 350 lb, T b = 250 lb, T c = 100 lb 

Resp. 

F5-4. 

I + 

M 

* 

II 

o 

—A x + 400 cos 30° = 0 


F5-8. 

^My = 

= 0; 




A x = 346 N 

Resp. 


600 N(0.2 m) + 900 N(0.6 m) - F A ( 1 m) = 

-- 0 


+ T 27/ = 0; 





F a = 660 N 

Resp. 


A y - 200 - 

200 - 200 - 400 sen 30° = 0 



^M x -~ 

= 0; 




A y = 800 N 

Resp. 


D z ( 0.8 

m) - 600 N(0.5 m) - 900 N(0.1 m) 

= 0 


C + 2A/ a — ( 




D z = 487.5 N 

Resp. 


M a - 200(2.5) - 200(3.5) - 200(4.5) 



ZF X = 

0; D x = 0 

Resp. 


- 400 sen 30°(4.5) - 400 cos 30°(3 sen 60° 

■) = o 


2 F y = 

0; D y = 0 

Resp. 



M a = 3.90 kN • m 

Resp. 


ZF z = 

0; 







Tbc + 

660 N + 487.5 N - 900 N - 600 N 

= 0 







T bc = 352.5 N 

Resp. 
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F5-9. 'ZFy = 0; 400 N + C y = 0; 

C y = -400 N Resp. 

ZM y = 0; -C x (0.4 m) - 600 N ( 0.6 m) = 0 

C x = -900 N Resp. 

2M X = 0; B z (0.6 m) + 600 N (1.2 m) 

+ (—400 N)(0.4 m) = 0 

B z = -933.3 N Resp. 

2M, = 0; 

—B x (0.6 m) + -(-900 N)(1.2m) 

+ (-400 N)(0.6 m) = 0 

B x = 1400 N Resp. 

25 x = 0; 1400 N + (-900 N)-A, = 0 

A x = 500 N Resp. 

25, =0; A z - 933.3N + 600 N = 0 

A z = 333.3 N Resp. 

F5-10. 25 x = 0; B x = 0 Resp. 

2M, = 0; 

C y (0A m + 0.6 m) = 0 C y = 0 Resp. 

]'ZFy = 0; A y + 0 = 0 A y = 0 Resp. 


2M X = 0; C z ( 0.6 m + 0.6 m) + B z ( 0.6 m) 

- 450 N(0.6 m + 0.6 m) = 0 
1.2C, + 0.65, - 540 = 0 

2M y = 0; -C,(0.6 m + 0.4 m) 

- B z ( 0.6 m) + 450 N(0.6 m) = 0 


-C z - 

- 0.65, + 270 = 0 



C z = 

1350 N 5, = -180C 

) N 

Resp. 

^F z - 

= 0; 



A z + 

1350 N + (-1800 N) - 

450 N = 0 


*z = 

900 N 


Resp. 

ZFy 

II 

o 

II 

o 


Resp. 

SM X 

= 0; —9(3) + F ce (3) 

= 0 


F ce 

= 9kN 


Resp. 


= 0; F cf ( 3)-6(3) = 

= 0 


Fcf 

= 6kN 


Resp. 

ZMy 

= 0; 9(4) - A z (4) - 

6(1.5) = 0 


A 

= 6.75 kN 


Resp. 

ZF X 

= 0; A x + 6 — 6 = 0 

A x = 0 

Resp. 

ZF z 

0; F db + 9 - 9 + ( 

5.75 = 0 


Fdb 

= -6.75 kN 


Resp. 


F5-12. 25 x = 0; A x = 0 Resp. 

'ZFy = 0; A y = 0 Resp. 

25, = 0; A z + F bc ~ 80 = 0 

= 0; (M a ) x + 6F bc ~ 80(6) = 0 
2,M y = 0; 3 F bc ~ 80(1.5) = 0 F BC = 40 lb Resp. 
2M, = 0; ( M a ) z = 0 Resp. 

A z = 40 lb ( M a ) x = 240 lb • pie Resp. 

Capitulo 6 

F6-1. NodoA. 

+1 ZF y = 0; 225 lb - F AD sen 45° = 0 


F ad = 318.20 lb = 318 lb (C) Resp. 

tZF x = 0; F ab - (318.20 lb) cos 45° = 0 
F ab = 225 lb (T) Resp. 

NodoB. 

i25 x = 0; F bc ~ 2251b = 0 

F bc = 225 lb (T) Resp. 

+ 1^5^ = 0; F BD = 0 Resp. 

NodoD. 

^ 2 F x = 0 ; 

F cd cos 45° + (318.20 lb) cos 45° - 450 lb = 0 
F cd = 318.20 lb = 318 lb (T) Resp. 

F6-2. NodoD. 

+ t ZF y = 0; | F cd - 300 = 0; 

F cd = 500 lb (T) Resp. 

+ -+ZF X = 0; -F ad + | (500) = 0 
F ad = 400 lb (C) Resp. 

Fbc = 500 lb (T), F AC = F AB = 0 Resp. 

F6-3. A x = 0 , A y = C y = 400 lb 
Nodo A. 

+ T ZF y = 0; F ae + 400 = 0 

Fae = 667 lb (C) Resp. 

Nodo C. 

+ T ^F y = 0; —F dc + 400 = 0; 

F dc = 400 lb (C) Resp. 
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F6-4. NodoC. 

+1 ~ZF y = 0; 2 F cos 30° - P = 0 

FAC = F bc = F = = 0.5774P (C) 

NodoB. 

= 0; 0.5774P cos 60° - F AB = 0 
F ab = 0.2887P (T) 

F ab = 0.2887 P = 2 kN 
P = 6.928 kN 

Fac = F bc = 0.5774 P = 1.5 kN 
P = 2.598 kN 

Se elige el valor mas pequeno de P. 


P = 2.598 kN = 2.60 kN Resp. 

F6-5. F cb = 0 Resp. 

F cd = 0 Resp. 

F ae = 0 Resp. 

F £) B = 0 Resp. 

F6-6. NodoC. 

+1 ZF y = 0; 259.81 lb - F CD sen 30° = 0 

F cd = 519.62 lb = 520 lb (C) Resp. 

t^F x = 0; (519.62 lb) cos 30° - F BC = 0 
F BC = 450 lb (T) Resp. 

NodoD. 

+/~S,Fy = 0; F bd cos 30° = 0 F BD = 0 Resp. 
+\2F X . = 0; F DE — 519.62 lb = 0 
F de = 519.62 lb = 520 lb (C) Resp. 

NodoB. 

T 'S.Fy = 0; F be sen r/j = 0 F BE = 0 Resp. 

tEF* = 0; 450 lb - F AB = 0 

Fab = 450 lb (T) Resp. 

NodoA. 

+1 2 F y = 0; 340.19 lb - F AE = 0 

F ae = 340 lb (C) Resp. 

F6-7. +]lF y = 0; F cf sen 45° - 600 - 800 = 0 

F cf = 1980 lb (T) Resp. 

C + SM c = 0; F fe { 4) - 800(4) = 0 

F fe = 800 lb (T) Resp. 

C+2M f = 0; F bc ( 4) - 600(4) - 800(8) = 0 
F bc = 2200 lb (C) Resp. 


F6-8. +^F y = 0; F KC + 33.33 kN - 40 kN = 0 

F kc = 6.67 kN (C) Resp. 

C + = 0; 

33.33 kN(8 m) - 40 kN(2 m) - F CD (3 m) = 0 
F cd = 62.22 kN = 62.2 kN (T) Resp. 

= 0; F lk - 62.22 kN = 0 

F lk = 62.2 kN (C) Resp. 

F6-9. C + = 0; G v (12 m) - 20 kN(2 m) 


- 30 kN(4 m) - 40 kN(6 m) = 0 
G y = 33.33 kN 

A partir de la geometna de la armadura, 

4> = tan -1 (3 m/2 m) = 56.31°. 

Q+ZM k = 0; 

33.33 kN(8 m) - 40 kN(2 m) - F CD (3 m) = 0 
F cd = 62.2 kN (T) Resp. 

C = 0; 33.33 kN(6 m) - F KJ { 3 m) = 0 

F kj = 66.7 kN (C) Resp. 

+ \^F y = 0; 

33.33 kN - 40 kN + F KD sen 56.31° = 0 

F kd = 8.01 kN (T) Resp. 

F6-10. A partir de la geometna de la armadura, 
tan <f> = (9pi spies" 3 °° = 1-732 <f> = 60° 

C+2M c = 0 ; 

F ef sen 30°(6 pies) + 300 lb(6 pies) = 0 
F ef = -600 lb = 600 lb (C) Resp. 

C +2M d = 0; 

300 lb(6 pies) - F cf sen 60° (6 pies) = 0 
F cf = 346.41 lb = 346 lb (T) Resp. 
C+2M f = 0; 

300 lb(9 pies)-300 lb(3 pies)-P 5C (9 pies)tan 30° = 0 
F bc = 346.41 lb = 346 lb (T) Resp. 

F6-11. A partir de la geometna de la armadura, 

0 = tan -1 (1 m/2 m) = 26.57° 

<p = tan -1 (3 m/2 m) = 56.31°. 

La ubicacion de G se puede encontrar con 
triangulos semejantes. 

1 m 2 m 

2 m 2 m + x 
4 m = 2 m + x 

x = 2 m 
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C+2M g = 

= 0; 



26.25 kN(4 

m) 

- 15 kN(2 m) - F cd (3 m) 

= 0 



F cd = 25 kN (T) 

Resp. 

= 

= 0; 



26.25 kN(2 

m) 

— F gf cos 26.57°(2 m) = 0 




F gf = 29.3 kN (C) 

Resp. 

C+2M 0 = 

= 0; 

15 kN(4 m) - 26.25 kN(2 

m) 


- F gd sen 56.31°(4 m) = 0 
F gd = 2.253 kN = 2.25 kN (T) Resp. 

F6-12. Q + ZM H = 0; 

F dc ( 12 pies) +1200 lb(9 pies) -1600 lb(21 pies) = 0 
F dc = 1900 lb (C) Resp. 

Q+J.M d = 0; 

1200 lb(21 pies)-1600 lb(9 pies) - F„,(12 pies) = 0 
F m = 900 lb (C) Resp. 

C+2M c = 0; F,icos 45°(12 pies) +1200 lb(21 pies) 
- 900 lb(12 pies) - 1600 lb(9 pies) = 0 




o 

II 

l -s 

Resp. 

F6-13. 

+ t2F y = 0; 

3P - 60 = 0 




P = 20 lb 

Resp. 

F6-14. 

C + 2M C = ( 

); 



-(f)(F^)(9) + 400(6) + 500(3) = 0 
F ab = 541.67 lb 

fS.F x = 0; -C x + | (541.67) = 0 

C x = 325 lb Resp. 

+ t ^F y = 0 ;C y +I (541.67) - 400 - 500 = 0 
C y = 467 lb Resp. 

F6-15. C +2M a = 0; 100 N(250 mm) - N B ( 50 mm) = 0 
N b = 500 N Resp. 

= 0; (500 N) sen 45° - A x = 0 
A x = 353.55 N 

+ t2F y = 0 ;A y - 100N - (500 N) cos 45° = 0 
A y = 453.55 N 

F a = V(353.55 N) 2 + (453.55 N) : 

= 575 N 


F6-16. C + 2M c = 0; 

F A b cos 45°(1) - F ab sen 45°(3) 

+ 800 + 400(2) = 0 




F ab = 1131.37 N 



t^F x = 0; 

-C x + 1131.37 cos 45° = 0 




C x = 800 N 

Resp. 


+ T ^F y = 0; 

-C y + 1131.37 sen 45° - 400 

= 0 



C y = 400 N 

Resp. 

F6-17. 

Placa A: 




+ t ZF y = 0; 

2 T + N ab - 100 = 0 



Placa B : 




+ t ZF y = 0; 

2^ - N ab - 30 = 0 



T 

= 32.5 lb, N ab = 35 lb 

Resp. 

F6-18. 

Polea C: 




+ \^F y = 0; 

T - IP = 0; T = IP 



Viga: 




+ \^F y = 0; 

IP + P - 6 = 0 




P = 2kN 

Resp. 


C + 2M a = 0; 2(1) - 6(x) = 0 




x = 0.333 m 

Resp. 

Caprtulo 7 



F7-1. 

Q+J,M a = C 

l; B y ( 6) - 10(1.5) - 15(4.5) = 0 



By = 13.75 kN 



= 0; 

o 

II 

o 

Resp. 


+ UF y = 0; 

V c + 13.75 - 15 = 0 




V c = 1.25 kN 

Resp. 


C +2M C = 0 

i; 13.75(3) - 15(1.5) - M c 

■ = 0 



n 

II 

00 

Ln 

B 

Resp. 

F7-2. 

C+2M S = 0 

i; 30 - 10(1.5) - A y ( 3) = 

0 



Ay — 5 kN 



tZF x = 0; 

N c = 0 

Resp. 


+ T2FV = 0; 

5 - V c = 0 




V c = 5 kN 

Resp. 


C +2M C = 0 

i; M c + 30 - 5(1.5) = 0 




M c = -22.5 kN • m 

Resp. 


Resp. 
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F7-3. 


F7-4. 


F7-5. 


F7-6. 


= 0; B x = 0 

C+2M a = 0; 3(6)(3) - B y ( 9) = 0 

B y = 6 kip 


tZF x = 0; 

II 

O 

Resp. 

C + t2F y = 

O 

II 

'sO 

1 

0 

0 



V c — 6 kip 

Resp. 

C + 2M C = 

0; -M c - 6(4.5) = 0 



M c = —21 kip • pie 

Resp. 

C+2M4 = 

0; B y ( 6) - 12(1.5) - 9(3)(4.5) = 0 


B y = 23.25 kN 


t^F x = 0; 

N c = 0 

Resp. 

+ t2F y = 0 

i; y c + 23.25 - 9(1.5) = 

= 0 


V c = -9.75 kN 

Resp. 

C+SM c = 

0; 


23.25(1.5) - 

9(1.5)(0.75) - M c = 0 



M c = 24.75 kN • m 

Resp. 

C +2JW a = 

0; B y (6) - | (9)(6)(3) 

= 0 


^ = 13.5 kN 


tSF, = 0; 

o 

II 

o 

Resp. 

+ T2FV = ( 

3; V c + 13.5 - l (9)(3) 

= 0 


o 

II 

Resp. 

C +2M C = 

0; 13.5(3) - i (9)(3)(1) - 

£ 

o 

II 

o 


M c = 27 kN • m 

Resp. 


F7-8. 


F7-9. 


F7-10. 


F7-11. 


C+2M a = 0; 

B y ( 6) - |(6)(3)(2) - 6(3)(4.5) = 0 
= 16.5 kN 

iSF* = 0; N c = 0 Resp. 

+ t2F y = 0; V c + 16.5 - 6(3) = 0 

V c = 1.50 kN Resp. 

C+2M c = 0; 16.5(3) - 6(3)(1.5) - M c = 0 

M c = 22.5 kN • m Resp. 


F7-12. 


+ t2F y = 0; 6-V = 0 V = 6kN 

Q+~ZM 0 = 0; M + 18 - 6x = 0 
M = (6x - 18) kN • m 


+ 12 ^ = 0 ; -V-2x = 0 

V = (~2x) kip 

C+2M o = 0; M + 2x(f) - 15 = 0 
M = (l5 — x 2 ) kip-pie 
^lx=9 P ies = -2(9) = -18 kip 
^*=9 pies = 15 - 9 2 = -66 kip-pie 

+1 2F y = 0; -V (2x)(x) = 0 

V = -(x 2 ) kN 

C +2M 0 = 0; M + \ (2x)(x)(f) = 0 
M = -Qx 3 ) kN-m 


+ \^F y 

= 0; 

-V - 2 = 0 



V = -2 kN 

Q+2M 0 

= 0; 

M + 2x = 0 



M = (—2x) kN • m 

Region 3 

< X 

< 3 m 

+UFV = 

= 0; 

-V - 5 = 0 V = -5 kN 

C +2M 0 

= 0; 

M + 5x = 0 



M = (—5x) kN-m 

Region 0 

< X 

< 6m 

+ t ^F y -- 

= 0; 

V + 5 = 0 V = —5 kN 

C +SM 0 

= 0; 

5(6 - x) - M = 0 



M = (5(6 - x)) kN-m 

Region 0 

< X 

< 3 m 

+ TSF,, = 

= 0; 

V = 0 

C +2M 0 

= 0; 

M - 12 = 0 



M = 12 kN • m 

Region 3 

m < 

x < 6 m 

+T2F3, = 

= 0; 

V + 4 = 0 V = —4 kN 

C +2M 0 

= 0; 

0 

II 

1 

'h 

1 

w 

"si- 



M = (4(6 - x)) kN-m 

x = 0, 

V = 

-4, M = 0; 

x = 1 + , 

V = 

-10, M = -4; 

x = 2 + , 

V = 

-18, M = -14; 

x = 3, 

V = 

-18, M = -32; 


¥ 1 - 1 . 


F7-13. 
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F7-14. 

x = 0, 

V = 18, 

M = -27; 


in 

II 

H 

V = 6, 

M = -9; 


x = 3, 

V = 6, 

M = 0; 

F7-15. 

x = 0, 

V = 8, 

M = 0; 


x = 6 + , 

V = 2, 

M = 48; 


x = 12 + , 

V = -10, 

M = 60; 


x = 18, 

V = -10, 

M = 0 

F7-16. 

x = 0, 

V = 0, 

M = 0; 


x = 1.5\ 

V = 0, 

M = -6.75; 


x = 4.5 + , 

V = 9, 

M = -6.75; 


x = 6, 

V = 0, 

M = 0 

F7-17. 

x = 0, 

V = 9, 

M = 0; 


x = 3. 

V = 0, 

M = 9; 


x = 6, 

V = -9; 

M = 0 

F7-18. 

x = 0, 

V = 13.5, 

M = 0; 


x = 3, 

v = o, 

M = 27; 


x = 6, 

V = -13.5, 

M = 0 


Capftulo 8 

F8-1. + t2F y = 0; N — 50(9.81) — 200(|) = 0 

N = 610.5N 

tSF* = 0; F - 200(f) = 0 
F = 160 N 

F < F mfe = p s N = 0.3(610.5) = 183.15 N, 
por lo tanto F = 160 N Resp. 


F8-2. 


F8-3. 


C+2M 5 = 0; 

N a ( 3) + 02N a (A) - 30(9.81)(2) = 0 



7V a = 154.89 N 

iSF x = 0; 

P - 154.89 = 0 


P = 154.89 N = 155 N 

Embalaje A 


+ t2F y = 0; 

N a - 50(9.81) - 0 


N a = 490.5 N 

iSF, = 0; 

T - 0.25(490.5) = 0 


T = 122.62 N 


Resp. 


Embalaje B 

+ T J.F y = 0; N B + P sen 30° - 50(9.81) = 0 
N B = 490.5 - 0.5P 

is F x = 0; 

P cos30° - 0.25(490.5 - 0.5 P) - 122.62 = 0 

P = 247 N Resp. 

F8-4. 2.EF* = 0; N A - 0.3 N B = 0 

+ t ZFy = 0; 

N B + 0.3N a + P - 100(9.81) = 0 
C+2M 0 = 0; 

P(0.6) + N b ( 0.9) - 0.37V S (0.9) 

- 0.3 N A (0.9) = 0 

N a = 175.70 N N b = 585.67 N 

F = 343 N Resp. 

F8-5. Si ocurre deslizamiento: 

+1 l.F y = 0; N c - 250 lb = 0 iV c = 250 lb 

±.2F X = 0; P - 0.4(250) = 0 P = 100 lb 
Si ocurre volcadura: 

C+2M a = 0; -P(4.5) + 250(1.5) = 0 

P = 83.3 lb Resp. 


Capftulo 9 


F9-1. 


F9-2. 



= 0.286 m 


1 r lm 

U >"* 

p \ m 

/ y m dy 

Jo 


f 


y m dy 


f 

f 


y 15 dy 


x(x 3 dx) 


I 


x 3 dx 


0.4 m 


0.571 m 



Resp. 


Resp. 


Resp. 


Resp. 










616 


SOLUCIONES PARCIALES Y RESPUESTAS 


F9-3. 


F9-4. 


F9-5. 


F9-6. 


F9-7. 


F9-8. 


y = 




3" l 'WviJ 


L dA L 

= 1.2 m 

/ x dm / 
3m 


2 m / y l/2> 

W' 


Resp. 


m o\ l + J2 ) dx 


L dm M i+ ^y 




y = 


/ 


y| 4 


Z = 


3 l 

f zdV [ 

Jv Jo 


2 pies 
Z 


77 j 
4^- v 


|j(4-z) 2 ^ 


2 pies 


977 

64 


(4 - z) 2 dz 


L dV / 

0.786 pie 

2xL 

2L 

150(300) + 300(600) + 300(400) 


300 + 600 + 400 


y = 


265 mm 

2yL 

YY 


z 


0(300) + 300(600) + 600(400) 

300 + 600 + 400 
323 mm 

2zL 

2L 

0(300) + 0(600) + (-200)(400) 
300 + 600 + 400 
—61.5 mm 


Resp. 


Resp. 


Resp. 


Resp. 


Resp. 


Resp. 


A 150[300(50)] + 325[50(300)] 


y = 


2,4 

237.5 mm 


300(50) + 50(300) 


Resp. 


F9-9. 


F9-10. 


F9-11. 


F9-12. 


2 y A 

100[2(200)(50)] + 225[50(400)] 

2 A 

2(200)(50) + 50(400) 


= 162.5 mm 

Resp. 

_ 2i4_ 

0.25 [4(0.5)] + 1.75[0.5(2.5)] 


2,4 

4(0.5) + 0.5(2.5) 


= 0.827 pulg 

Resp. 

2y,4 

2[4(0.5)] + 0.25[(0.5)(2.5)] 


2,4 

4(0.5) + (0.5)(2.5) 


= 1.33 pulg 

Resp. 

2xV 

1[2(7)(6)] + 4[4(2)(3)] 


2V 

2(7)(6) + 4(2) (3) 


= 1.67 pies 


Resp. 

2yy 

3.5[2(7)(6)] + 1[4(2)(3)] 


2V 

2(7) (6) + 4(2)(3) 


= 2.94 pies 


Resp. 

2zV 

3[2(7)(6)] + 1.5[4(2)(3)] 


2V 

2(7)(6) + 4(2) (3) 


= 2.67 pies 


Resp. 

2x V 




2 V 


0.25[0.5(2.5)(1.8)] + 0.25 


i(1.5)(1.8)(0.5) 


+ 


i(1.5)(1.8)(0.5) 


0.5(2.5)(1.8) + ~ (1.5)(1.8)(0.5) + i(1.5)(1.8)(0.5) 
= 0.391 m 


y = 

Z = 


2y v 
YY 

2 z V 
2 V 


5.00625 

3.6 

2.835 _ 
3.6 


= 1.39 m 
0.7875 m 


Resp. 

Resp. 

Resp. 


F9-13. A = 277 2 rL 

= 2t 7[0.75(1.5) + 1.5(2) + 0.75 V(1.5) 2 + (2) 2 ] 
= 37.7 m 2 Resp. 


V = 27727,4 

= 2t 7[0.75(1.5)(2) + 0.5(i)(1.5)(2)] 

= 18.8 m 3 Resp. 

F9-14. A = 2n2rL 

= 2ir[l.95 V(0.9) 2 + (1.2) 2 + 2.4(1.5) + 1.95(0.9) + 1.5(2.7)] 

= 77.5 m 2 Resp. 

V = 2TT^rA 

= 2ir[l.8(|)(0.9)(1.2) + 1.95(0.9)(1.5)] 

= 22.6 m 3 


Resp. 
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F9-15. A = 277 2 rL 

= 2tt[ 7.5(15) + 15(18) + 22.5 Vl5 2 + 20 2 + 15(30)] 
= 8765 pulg 2 Resp. 

V = 2t T^rA 

= 2t7[7.5(15)(38) + 20(|)(15)(20)] 

= 45 710 pulg 3 Resp. 


= 27r|^(^ i ) + 1.5(2) + 0.75(1.5)] 


Resp. 


F9-16. A = 277 2 rL 

[2(1.5) ( tt(1.5) ) 

= 40.1 m 2 
V = 27727 A 

= 2ir[^(^) + 0.75(1.5)(2)] 

= 21.2 m 3 Resp. 

F9-17. w b = p w ghb = 1000(9.81)(6)(1) 

= 58.86 kN/m 

F r = i, (58.76)(6) = 176.58 kN = 177 kN Resp. 

F9-18. w b = y w hb = 62.4 (4)(4) = 998.4 lb/pie 
F r = 998.4(3) = 3.00 kip 


F9-19. w„ = Pw gh B b = 1000(9.81)(2)(1.5) 
= 29.43 kN/m 

Fr = | (29.43)( V(1.5) 2 + (2) 2 ) 

= 36.8 kN 


Resp. 


F9-20. w A = Pw gh A b = 1000(9.81)(3)(2) 

= 58.86 kN/m 

= Pwgh B b = 1000(9.81)(5)(2) 

= 98.1 kN/m 

F r = \ (58.86 + 98.1)(2) = 157 kN Resp. 

F9-21. w A = y w h A b = 62.4(6)(2) = 748.8 lb/pie 
w B = y w h B b = 62.4(10)(2) = 1248 lb/pie 
F r = \ (748.8 + 1248) (V(3) 2 + (4) 2 ) 

= 4.99 kip Resp. 


F10-2. 

Ir = 


- 0.222 m 4 Resp. 


F10-3. 


p p 1 m 

= / y 2 dA = / y 2 (y m dy) = 0.: 

Ja Jo 

p pi m 

I v = x 2 dA = / x 2 (x 2l3 )dx = 0.273 m 4 Resp. 

Ja Jo 


F10-4. 


J y = 


p pi m 

/ x 2 dA = / x 2 Ul - x 213 ) dx \ = 0. 
Ja Jo 


= 0.0606 m Resp. 


F10-5. I x = [^(50)(450 3 ) + 0] + [^(300)(50 3 ) + o] 


= 383(l0 6 ) mm 4 
I y = [i (450)(50 3 ) + 0] 

+ 2[^(50)(l50 3 ) + (150)(50)(100) 2 


Resp. 


Resp. 

= 183(l0 6 ) mm 4 


Resp. 


F10-6. I x = j2 (360) (200 3 ) 

— h. (300) (l40 3 ) 


Resp. 

= 17l(l0 6 ) mm 4 


Resp. 


V; 

II 

Sh 

To 

0 

0 

TIT 

02 

0 

- i(140)(300 3 ) 



= 463 (lO 6 ) mm 4 


Resp. 


F10-7. I y = 2[^(50)(200 3 ) + 0] 
00)(50 3 ] 

= 69.8 (10 6 ) mm 4 


+ [^(300)(50 3 ) + 0] 


Resp. 


F10-8. 

2yA 15(150)(30) + 105(30)(150) 


y = 


2,4 150(30) + 30(150) 

I X ’ = 2(7 + Ad 2 ) 


= 60 mm 


= (150)(30) 3 + (150)(30)(60 - 15) 2 ] 

+ [^(30)(150) 3 + 30(150)(105 - 65) 2 ] 

= 25.1 (10 6 ) mm 4 Resp. 


Capftulo 10 


F10-1. 

p pi m 

I x = / y 2 dA = / y 2 [{ 1 - y 3l2 )dy] = 0.111m 4 

J A J 0 


Resp. 


Capftulo 11 

Fll-1. y G = 0.75 sen0 8y G = 0.75 cos 6 86 

x c = 2(1.5) cos 6 8x c = -3 sen 0 80 

8U = 0; 2 W8y G + P8x c = 0 

(294.3 cos 6 - 3P sen 6)86 = 0 
P = 98.1 cot O\ e=60 o = 56.6 N Resp. 
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SOLUCIONES PARCIALES Y RESPUESTAS 


Fll-2. 


Fll-3. 


Fll-4. 


x A = 5 cos 6 8x a = -5 sen 6 86 

y G = 2.5 sen 6 8y G = 2.5 cos 0 86 

8U = 0; -P8x a + ( -W8y G ) = 0 

(5 P sen 6 - 1226.25 cos 6)86 = 0 
P = 245.25 cot 6\ e= fflo = 142 N Resp. 

x B = 0.6 sen 6 8x B = 0.6 cos 6 86 

y c = 0.6 cos 6 8y c = -0.6 sen 6 86 


8U = 

0; 

-F sp Sx B 

+ (-PSyc) = o 




-9(l0 3 ) : 

sen 6 (0.6 cos 6 86) 




- 2000(- 

-0.6 sen 6 86) = 0 


sen 6 

= 0 

e = 

0° 

Resp. 



-5400 COS 

i 6 + 1200 = 0 


6 = 77.16° 

= 77.2° 


Resp. 

x B — 

0.9 cos 6 

8x b = -0.9 sen 686 


*c = 

2(0.9 

cos 6) 

8x c = —1.8 sen 686 


8U = 

0; 

P8x b + 

(- F sp dx c ) = 0 



sen 6 (64 800 cos 6 - 31 800)30 = 0 


sen 

6 

o 

O 

II 

o 

II 


Resp. 



64800 cos 6 - 

37 800 = 0 




6 = 54.31° 

= 54.3° 

Resp. 

yG 

= 

2.5 sen 6 8y G = 

2.5 cos 6 86 


X A 

= 

5 cos 6 8x c = 

-5 sen 6 86 


8U 

= 

0; ~WSy G + ( 

1 

O o 

X 

II 

o 


(15 

000 sen 6 cos 6 - 7500 

1 sen 6 



- 1226.25 cos 6)86 = 0 

6 = 56.33° = 56.3° Resp. 


Fll-6. F sp = 15 000 (0.6 - 0.6 cos 6) 

x c = 3[0.3 sen 6] 8x c = 0.9 cos 6 86 

y B = 2[0.3 cos 6] 8y B = -0.6 sen 6 86 

8U = 0; P8x c + F sp 8y B = 0 
(135 cos 6 - 5400 sen 6 + 5400 sen 6 cos 6)86 = 0 
6 = 20.9° Resp. 


6(l0 3 )(-0 .9 sen 6 86) 

- 36(l0 3 )(cos 6 - 0.5)(-1.8 sen 6 80) = 0 



Respuestas a problemas seleccionados 


Capi'tulo 1 


1-1. 

a. 4.66 m 

b. 55.6 s 

c. 4.56 kN 

2-1. 


d. 2.77 Mg 

2-2. 

1-2. 

a. N 



b. MN/m 

c. N/s 2 

d. MN/s 

2-3. 

1-3. 

a. 0.431 g 

b. 35.3 kN 

2-5. 


c. 5.32 m 

2-6. 

1-5. 

a. GN/s 



b. Gg/N 

c. GN/(kg • s) 

2-7. 

1-6. 

a. 45.3 MN 

b. 56.8 km 

c. 5.63 /xg 

2-9. 

1-7. 

a. 3.65 Gg 

b. W e = 35.8 MN 

c. W m = 5.89 MN 

2-10. 


d. m m = m e = 3.65 Gg 

2-11. 

1-9 

1 Pa = 20.9(10“ 3 ) lb/pie 2 

1 ATM = 101 kPa 

1-10. 

a. W = 98.1 N 

b. W = 4.90 mN 

c. W = 44.1 kN 

2-13. 

1-11. 

a. 0.447 kg • m/N 

b. 0.911 kg -s 

c. 18.8 GN/m 

2-14. 

2-15. 

1-13. 

a. 27.1 N-m 



b. 70.7 kN/m 3 

c. 1.27 mm/s 

2-17. 

1-14. 

2.71 Mg/m 3 


1-15. 

p w = 1.00 Mg/m 3 

2-18. 

1-17. 

a. m = 2.04 g 


b. m = 15.3 Mg 

c. m = 6.12 Gg 

2-19. 

1-18. 

a. 0.04 MN 2 



b. 25 ^im 2 

c. 0.064 km 3 

2-21. 

1-19. 

F = 7.41 ijl N 


1-21. 

26.9 gm • kg/N 



Capitulo 2 

F r = V6 2 + 8 2 


8.669 


2(6)(8) cos 75° = 8.67 kN 
a = 63.05° 


c p = 3.05° 

F r = 10.5 kN 
c p = 17.5° 

T = 6.57 kN 
0 = 30.6° 

200 


= 386 lb 


sen 105° sen 30° 

F v = 283 lb 
F u = 1501b 
F v = 260 lb 
0 = 78.6° 

F r = 3.92 kN 

= V8 2 + 6 2 - 2(8)(6) cos 100° = 10.8 kN 


send' 
6 


sen 100° 

10.80 


6' = 33.16° 

0 = 3.16° 

0 = 54.9° 

= 10.4 kN 
F r = 400 N 
0 = 60° 

—F X ' _ 360 

sen 30° 

F v 


sen 80° 

__ 360 

sen 70° sen 80° 
6 = 53.5° 

F ab = 621 lb 
<p = 38.3° 

F 2v = 150 
sen 30° sen 75 
Flu 150 


F y > = -183 N 


F y = 344 N 


-,F 2v = 77.6N 
, F2 U = 150 N 


sen 75° sen 75 
F a = 774 N 
F b = 346 N 
F b = 325 N 
F a = 893 N 
0 = 70.0° 

F 1 = 6 cos 30° = 5.20 kN 
F 2 = 6 sen 30° = 3 kN 

e = 60° 
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2 - 22 . 


2-23. 


2-25. 


2-26. 

2-27. 

2-29. 

2-30. 

2-31. 

2-33. 

2-34. 

2-35. 

2-37. 

2-38. 

2-39. 

2-41. 

2-42. 

2-43. 

2-45. 


2-46. 

2-47. 


e = 90° 

F 2 = 2.50 kN 
F r = 4.33 kN 
F r = 8.09 kN 
c p = 98.5° 

F 


sen (6 - </>) 


F 

sen cf) 

i _ 6 

q> — 2 

F r = V(F) 2 + (F) 2 - 2 (F)(F) cos (180° - 6) 

F r = 2 F cos 
F a = 3.66 kN 
F b = 7.07 kN 
F b = 5.00 kN 
F a = 8.66 kN 

e = 60° 

F a = 600 cos 30° = 520 N 
F b = 600 sen 30° = 300 N 
0 = 10.9° 

Fmm = 235 lb 
F = 97.4 lb 

e = 16.2° 

F r = V499.62 2 + 493.01 2 = 702 N 
6 = 44.6° 

c p = 42.4° F t = 731 N 

F x = 67.3 lb 
F y = -1621b 

5.196 = —2 + F 2 cos cf> + 4 
-3 = -3.464 + F 2 senc/> - 3 
c p = 47.3° F 2 = 4.71 kN 

F 2 = 12.9 kN 
= 13.2 kN 

0 = 29.1° F 1 = 275 N 

0 = 700 sen 30° - F B cos6 
1500 = 700 cos 30° + F B sen0 
0 = 68.6° F b = 960 N 
F r = 839 N 
<p = 14.8° 

F r = 463 lb 
0 = 39.6° 

0 = Fisencj) ~ 180 - 240 
F r = Fi cos 4> + 240 - 100 
Fi = 420 lb 
F r = 140 lb 

0 = 63.7° F 3 - 1.20 F t 
0 = 54.3° F a = 686 N 


2-49. 

2-50. 

2-51. 

2-53. 


2-54. 

2-55. 

2-57. 


2-58. 


2-59. 

2-61. 


2-62. 


2-63. 


2-65. 


F r = V(-103.05) 2 + (-42.57) 2 = 111 lb 
0 = 202 ° 

1.22 kN < P < 3.17 kN 
F r = 391 N 
0 = 16.4° 

F r = V(0.5F 1 + 300) 2 + (0.86607 7 ! - 240) 2 
F\ = F 2 — 115.69 F t + 147 600 

- 115.69 = 0 
F r = 380 N 


dF R 

2 = 2Ft 

dF 1 


F 1 = 57.8 N, 

0 = 103° 

F 2 = 88.1 lb 
= 161 lb 
0 = 38.3° 

F\ = (-4.1244 - F cos 45°) 2 + (7-F sen 45°) 2 
dF R 

2 Frj^ = 2(—4.1244 - F cos 45°)(-cos 45°) 

+ 2(7 - F sen 45°)(- sen 45°) = 0 
F = 2.03 kN 
F r = 7.87 kN 

Fi = {i 7 ! cos 6 i + Fi sen 6 j} N 
F 2 = { 350i} N 
F 3 = {—100j} N 
e = 67.0° 

F 1 = 434 N 

Fi = {—159i + 276j + 318k} N 
F 2 = {424i + 300j - 300k} N 

Fi = 600(!)(+i)+0 j+600(|)(+k) 

= {480i + 360k} N 
F 2 = 400 cos 60°i + 400 cos 45 °j 
+ 400 cos 120°k 
= {200i + 283j - 200k} N 
F r = 754 lb 
a = 25.5° 
p = 68.0° 
y = 11.T 
F x = -200 N 
F y = 200 N 
F z = 283 N 

-100k = {(F lx - 33.40)i + (. F ly + 19.28)j 
+ ( F 2z - 45.96)k} 

F 2 = 66.4 lb 
a = 59.8° 

P = 107° 
y = 144° 
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Respuestas a problemas seleccionados 



2-66. 

a = 124° 

2-82. 

F = 2.02 kN 


P = 71.3° 


F y = 0.523 kN 


y = 140° 

2-83. 

F 3 = 166 N 

2-67. 

F x = |14.0j - 48.0k) lb 


a = 97.5° 


F 2 = {90i - 127j + 90k) lb 


p = 63.7° 

2-69. 

-300i + 650j + 250k 


7 = 27.5° 


= (459.28i + 265.17j - 530.33k) 

2-85. 

F 2 = V(-17.10) 2 + ( 8 . 68) 2 + (-26.17) 2 


+ ( F cos ai + F cos /3j + F cosyk) 


= 32.4 lb 


F 2 ( cos 2 a + cos 2 [3 + cos 2 7 ) = 1 333 518.08 


a 2 = 122° 


F = 1.15 kN 


p 2 = 74.5° 


a = 131° [3 = 70.5° 7 = 47.5° 


7 2 = 144° 

2-70. 

F = 882 N 

2-86. 

tab = {—3i + 6 j + 2 k} m 


a = 121° p = 52.7° 7 = 53.0° 


tab = 7 m 

2-71. 

F r = 718 lb 

2-87. 

z = 5.35 m 


a R = 86 . 8 ° 

2-89. 

F b = {4001 - 400j - 200k} lb 


p R = 13.3° 


F c = {2501 + 500j - 500k} lb 


7r = 103° 


F r = V650 2 + 100 2 + (-700) 2 = 960 lb 

2-73. 

F r = V(550) 2 + (52.1) 2 + (270) 2 = 615 N 


a = 47.4° 


a = 26.6° 


P = 84.0° 


P = 85.1° 


7 = 137° 


7 = 64.0° 

2-90. 

a = 72.8° 

2-74. 

a t = 45.6° 


P = 83.3° 


Pt = 53.1° 


7 = 162° 


7 ! = 66.4° 


F r = 822 N 

2-75. 

a x = 90° 

2-91. 

F r = 1.38 kN 


Px = 53.1° 


a = 82.4° 


7 ! = 66.4° 


P = 125° 

2-77. 

F 2 cos a 2 = -150.57 


7 = 144° 


F 2 cos p 2 = -86.93 

F 2 cos 72 = 46.59 

F 2 = 180 N 

2-93. 

F, = 

(4 cos 30° i - 4 sen 30° j - 6 k) 


r A 

V(4 cos 30°) 2 + (-4 sen 30°) 2 + (-6) 2 


a 2 = 147° 

= 

{28.8 i - 16.6 j - 49.9 k) lb 


p 2 = H9° 


F b = {-28.8 i - 16.6 j - 49.9 k) lb 

2-78. 

72 = 75.0° 
a = 121 ° 

7 = 53.1° 


(4 j - 6 k) 

F c = 60 y v J = 

V(4 ) 2 + (- 6) 2 


F r = 754 N 


= {33.3 j - 49.9 k) lb 


P = 52.5° 


Fr = 150 lb 

2-79. 

F 3 = 9.58 kN 


a = 90° 


a 3 = 15.5° 


P = 90° 


P 3 = 98.4° 


7 = 180° 


73 = 77.0° 

2-94. 

F = 52.1 lb 

2-81. 

a = 64.67° 

2-95. 

F = {59.4i - 88.2j - 83.2k) lb 


F x = 1.28 kN 


a = 63.9° 


F y = 2.60 kN 


P = 131° 


F z - 0.776 kN 


7 = 128° 
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2-97. 


2-98. 

2-99. 


2 - 101 . 


2 - 102 . 


2-103. 

2-105. 


2-106. 

2-107. 

2-109. 


^ = {(0 - 0)i + [0 - (-2.299)] j 
+ (0 - 0.750) k} m 

*c/> = {[-0.5 - (-2.5)] i + [0 - (-2.299)] j 
+ (0 - 0.750) k} m 
¥ A = {285j - 93.0k} N 
F c = {159i + 183j - 59.7k} N 
¥ A = j-43.5i + 174j - 174k} N 
¥ b = {53.2i - 79.8j - 146k} N 
F c = 1.62 kN 
F b = 2.42 kN 
F r = 3.46 kN 

„ _ I _ 120 ■ 90 - 80 i 
u F 170 1 170 J 170 K 

x = 24 pies 
y = 18 pies 
z = 16 pies 
F r = 1.24 kip 
a = 90° 

/3 = 90° 
y = 180° 

F A = F B = F c = 3261b 
¥ a = {30i - 20j - 60k} lb 
¥ b = {30i + 20j - 60k} lb 
F c = {—30i + 20j - 60k} lb 
¥ d = {—30i - 20j - 60k} lb 
F r = 240 lb 
a = 90° 

/3 = 90° 

7 = 180° 

F = 105 lb 

F = {—6.61i - 3.73j + 9.29k} lb 
r A = (0 - 0.75)i + (0 - 0)j + (3 - 0)k 
= {-0.75 i + Oj + 3 k} m 
¥ A = {-1.46 i + 5.82 k}kN 
r c — [0 — (-0.75 sen 45°)]i 

+ [0 - (-0.75 cos 45°)]j + (3 - 0)k 
F c = {0.857 i + 0.857 j + 4.85 k} kN 
r B = [0- (-0.75 sen 30°)]i 

+ (0 - 0.75 cos 30°)j + (3 - 0)k 
¥ b = {0.970i - 1.68j + 7.76k} kN 
F r = 18.5 kN 
a = 88.8° 


/3 = 92.6° 

7 = 2.81° 

2-110. F = {143i + 248j - 201k} lb 


2-113. (F ao ) || = (24) (|) + (—48)(—f) 

+ 16(—f) = 46.9 N 

(F ao ) l = V(56) 2 - (46.86) 2 = 30.7 N 
2-114. r BC = 5.39 m 
2-115. (F ed \ = 334 N 
(F ed ) i = 498 N 

2-117. u : = cos 120° i + cos 60° j + cos 45° k 
|Proy F 2 1 = 71.6 N 
2-118. F bc = 45.2 N 

F 5C = {32i-32j}N 
2-119. F 1 = 333 N 
F 2 = 373 N 

2-121. u AC = 0.1581i + 0.2739j - 0.9487k 
(F ac ) z = -5691b 
2 - 122 . F ac = 366 lb 

Fac = {293j + 219k} lb 
2-123. (Fbc) „ = 245 N 
(Fbc)± = 316 N 

2-125. u OD = -sen 30°i + cos 30°j 
_ 1 . , 2 • 2 , 
u OA — 3 1 + 3 J 

0 = 65.8° 

2-126. (F0 F2 = 50.6 N 
2-127. 0 = 97.3° 

2-129. x AB = {—15i + 3j + 8k} pies 
r AC = {—15i - 8j + 12k} pies 
0 = 34.2° 

2-130. F x = 47.8 lb 
F ac = 45.5 lb 
2-131. F x = -75 N 
F y = 260 N 

2-133. 

u Fl = cos 30° sen 30°i + cos 30° cos 30°j - sen 30°k 
Up 2 = cos 135°i + cos 60°j + cos 60°k 
(Fi) Fz = 5.44 lb 
2-134. F r = 178 N 

e = ioo° 

2-135. F r = 215 lb 

0 = 52.7° 

2-137. \ BA = {—3i} pies 

i -bc = ( 6i + 4j - 2k} pies 
6 = 143° 

2-138. F r = 178 N 
6 = 85.2° 

2-139. F ab = 215 lb 
0 = 52.7° 
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Respuestas a problemas seleccionados 


2-141. 

2-142. 

2-143. 


250 


F„ = 186 N 


sen 120° sen 40° 

F v = 98.7 N 

Proy F = 48.0 N 

F b = {—324i + 130j + 195k} N 

F c = {—324i - 130j + 195k} N 

F e = {—194i + 291k} N 


3-26. 


3-27. 

3-29. 


F ba = 80.7 lb 
F cd = 65.91b 
F bc = 57.1 lb 
0 = 2.95° 

W F = 123 lb 
100 cos 6 = w(^) 
e = 78.7° 





W = 51.0 lb 

aprtulo 3 

3-30. 

T = 53.1 lb 

3-1. 

F ba sen 30° - 200(9.81) = 0 F BA = 3.92 kN 

3-31. 

F = 39.3 lb 


F bc = 3.40 kN 

3-33. 

2 (T cos 30°) - 50 = 0 

3-2. 

= 2.90 kN, y = 0.841 m 


T = 28.9 N 

3-3. 

F ab = 29.4 kN 


F r = 14.9 N, (A y D) 


F bc = 15.2 kN, F 5Z) = 21.5 kN 


F r = 40.8 N, (B y C) 

3-5. 

T = 13.3 kN, F 2 = 10.2 kN 

3-34. 

P = 147 N 

3-6. 

0 = 36.3°, T = 14.3 kN 

3-35. 

/ = 19.1 pulg 

3-7. 

T bc = 22.3 kN 

3-37. 

~Tac + F s cos 0 = 0 


= 32.6 kN 


d = 7.13 pulg 

3-9. 

F AB cos45° - F AC (f) = 0 

3-38. 

k = 6.801b/pulg 


= 294.63 lb 

3-39. 

= 18.3 lb 


W = 412 lb 

3-41. 

-150 +2 T sen 0 = 0 

3-10. 

T = 7.20 kN 


-2(107.1) cos 44.4° + m(9.81) 


F = 5.40 kN 


m = 15.6 kg 

3-11 

T = 7.66 kN 

3-42. 

m = 2.37 kg 


0 = 70.1° 

3-43. 

y = 6.59 m 

3-13. 

W c cos 30° - 275 cos 0 = 0 

3-45. 

Fab~\Fad = 0 


6 = 40.9° W c = 240 lb 


F ac+\F ad 0 


x A c = 0.793 m 
x A b = 0.467 m 
3-15. m = 8.56 kg 
3-17. F cb cos 0 - F ca cos 30° = 0 

0 = 64.3° F cb = 85.2 N 

Fca = 42.6 N 

3-18. F ab = 98.6 N F AC = 267 N 

3-19. d = 2.42 m 

3-21. Nodo D, = 0, 

F cd cos 30° - F BD cos 45° = 0 
Nodo B , 2 F x = 0, 

+ 8.7954m cos 45° - 12.4386m cos 30° = 0 
m = 48.2 kg 
3-22. 0 = 35.0° 

3-23. 40 = 50(Vl2 - /'), /' = 2.66 pies 

3-25. Nodo E, F ED cos 30° - F £JJ (§) = 0 
Nodo B , 

1.3957W cos 30° - 0.8723kk(§) - F BA = 0 
W = 57.7 lb 



\F AD 

- 981 = 0 


Fad 

= 2.94 kN 


Fab 

= F ac = 1.! 

3-46. 

m = 

102 kg 

3-47. 

Fab 

= 2.52 kN 


F C b 

= 2.52 kN 


F BD 

= 3.64 kN 

3-49. 

~\FAB \FAC "* 


3 Fab 

- f Fac = ' 


2 77 

3 r AB 

+ 

1 


Fac 

= 225 lb 


W = 

375 lb 

3-50. 

Fab 

= 1.37 kip 


AD 


AD 


= 450 lb 


3-51. 


Fac = 0.744 kip 
Fad = 1-70 kip 
Fab = 1-47 kip 
F ac = 0.914 kip 
F ad = 1.42 kip 
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3-53. 

0.1330 F c ~ 0.2182 F D = 0 


0.8944 Fqa ~ 0.8944 F OB ~ 0.8944 F oc 


0.7682 F b - 0.8865 F c - 0.8729 F D = 0 


F OA = W91b 

0.6402 F b - 0.4432 F c ~ 0.4364 F D - 4905 = 0 


Fob = F oc = 74.5 lb 


F b = 19.2 kN 

3-70. 

e = 11.5° 


F c = 10.4 kN 

3-71. 

6 = 4.69° 


F d = 6.32 kN 


F 1 = 4.31 kN 

3-54. 

F ab = 1.21 kN 

3-73. 

1.699(10) ~ 3 cos 60° - F = 0 


F ac = 606 N 


F = 0.850 mN 


F ad = 750 N 

3-74. 

Fab = HO N 

3-55. 

F ab = 1.31 kN 


F ac = 85.8 N F AO = 319 N 


F AC = 763 N 

3-75. 

P = 639 lb 


Fad = 708.5 N 


a 3 = 11.2° 

3-57. 

TaFb ~ TaFc ~TaF D = 0 


ft = 148° 


- I \F b - ^F c + f 4 F D = 0 
~ YaFb ~ YaFc ~ TaFd + W = 0 

3-77. 

r3 = H9° 

F 2 + F 1 cos 60° - 800(f) = 0 


m = 2.62 Mg 


800 (f ) + F { cos 135° - ft = 0 

3-58. 

F ab = 831 N 


F 1 cos 60° - 200 = 0 


F ac = 35.6 N 


F\ = 400 lb 


F A d = 415 N 


F 2 = 280 lb 

3-59. 

m = 90.3 kg 


F 3 = 357 lb 

3-61. 

(F ab)x ~ jF A b ~ 7 F ab = 0 

3-78. 

F cd = 625 lb 


(F ab)z + Ya f AB + YA F AB - 490.5 = 0 


Fca = F cb = 1981b 


Fab = 520 N 

3-79. 

F 1 = 0 


F ac = F ad = 760 N 


F 2 = 311 lb 


d = 3.61 m 


F 3 = 238 lb 


3-62. 

3-63. 

3-65. 


y = 0.374 pie 
z = 2.51 pies 
F = 831 lb 
z = 2.07 pies 

0.5 cos 30° 


Capi'tulo 4 

4-5. 


V0.5 2 + z 2 


| 0.5 cos 30 ( 

y va ? 2 


= 0 


0.5 


V0.5 2 + z 2 


0.5 sen 30° 
Vo. 5 2 + z 2 


+ z z 


= 0 


3F\ 


Vo. 5 2 + z 2 


- 100(9.81) = 0 


4-6. 

4-7. 

4-9. 

4-10. 

4-11. 

4-13. 


30 (cos 45°) (18) = f(|) (12) 

F = 39.8 lb 
M a = 7.21 kN-nO 
0 = 64.0° 

-500 = -F cos 30°(18) - F sen 30°(5) 
F = 27.6 lb 
M 0 = 120 N-nO 
M 0 = 520 N-m!) 

M a = 38.2 kN-nO 
M a = (36 cos 6 + 18 sen 0) kN • m 
dM A 


3-66. 

3-67. 

3-69. 


z = 173 mm 
d = 1.64 pies 

F A b = Fac = F AD = 375 lb 
-0.3873 F 0 b + 0.3873 F oc + 100 sen 0 = 0 
0 = 0 ° 

-0.4472 F oa - 0.2236 F OB 
-0.2236 F oc + 100 = 0 


dO 


= -36 sen 0 + 18 cos 0 = 0 


4-14. 


4-15. 


0 = 26.6°, ( M A ) mdx = 40.2 kN • m 
Dond cM a = 0, 

0 = 36 cos 0 + 18 sen 0,0 = 117° 
C+ M a = 123 lb• pulgJ 
F = 23.7 lb 
{Mr) A = 2.09 N • nO 
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4-17. 


4-18. 

4-19. 

4-21. 


4-22. 


4-23. 

4-25. 


4-26. 

4-27. 

4-29. 

4-30. 

4-31. 

4-33. 


4-34. 

4-35. 

4-37. 

4-38. 

4-39. 

4-41. 

4-42. 

4-43. 

4-45. 

4-46. 

4-47. 


(M Fa ) c = —30(f)(9) 

= -162 lb • pie = 162 lb • pie 
(M Fb ) c = 260 lb • pie!) 

Como (M Fb ) c > ( M Fa ) c , la regia girara en 
sentido contrario al de las manecillas del reloj. 
F a = 28.9 lb 

M P = (537.5 cos 0 + 75 sen 6 ) lb • pie 
a. M a = 400V(3) 2 + (2) 2 
M a = 1.44 kN-nO 
6 = 56.3° 

C +M a = 1200 sen 6 + 800 cos 6 
•m!) 


M mm = 0 
e min = 146° 

BC = 24.57 pies 

sen e _ sen 105° 

10 


24.57 

1500 = F sen 23.15°(20) 
F = 191 lb 


6 = 23.15° 


(M A ) l = 118 lb • pulg !) 

( M a ) 2 = 140 lb • pulg 
M a = 73.9 N • m 2 
F c = 82.2 N <- 

C +M b = 40 cos 25°(2.5) = 90.6 lb • pie!) 
C + M c = 141 lb • pie *) 

Q +M a = 195 lb-pie!) 

Q+M a = 7.71 N- m 5 
Momento maximo, OB 1 BA 
C +(M 0 ) mAx = 80.0 kN • m 
6 = 33.6° 


F = 115 N 
F = 84.3 N 

Mo = i 'oa XFr {110i - 50j + 90k)lb-pie 
M 0 = {90i - 130j - 60k} lb-pie 
(M^)o = {200i - 180j + 30k) lb • pie 
Mo = i ‘oa X F c = {1080i + 720j) N-m 
Mo = i 'oc X F c = {1080i + 720j}N*m 
Mo = { —720i + 720j } N • m 
(M A )o={-18i + 9j-3k}N*m 
(M 5 )o = {18i + 7.5j + 30k} N-m 
M^ = I ' A q X F 

= {-5.39i + 13.lj + 11.4k) N-m 
M b = {10.6i + 13.lj + 29.2k) N-m 
y = lm 
z = 3 m 
d = 1.15 m 


4-49. b — r C A X r CB 
b 

M 5 = r BC X F = {10i + 0.750j - 1.56k) kN • m 
4-50. M 0 = 4.27 N • m 
a = 95.2° 

P = 110 ° 
y = 20.6° 

4-51. M af = {9.33i + 9.33j - 4.67k} N • m 

4-53. u = k 

r = 0.25 sen 30° i + 0.25 cos 30° j 
M z = 15.5 N • m 
4-54. M x = 15.0 lb • pie 
M y = 4.00 lb • pie 
M z = 36.0 lb • pie 

4-55. Mac = {11.5i + 8.64j) lb • pie 
4-57. r OB = (0.2 cos 45°i - 0.2 sen 45°k) m 
M y = 0.828 N • m 
4-58. M x = 73.0 N • m 
4-59. F = 771 N 
4-61. M cd = u cd * r CA X F 

= u C d ' y db X F = -432 lb • pie 
4-62. F = 162 lb 
4-63. M y = 464 lb • pie 
4-65. u y = -sen 30° F + cos 30° j' 

r ac = cos 15° i' + 3 j' +6 sen 15° k 
M y = 282 lb • pie 
4-66. M = 282 lb • pulg 
4-67. (M a \ = 30 lb • pulg 
(M a ) 2 = 8 lb-pulg 

4-69. Mqa = • 1*05 X W = 11 OA TobXW 

W = 56.8 lb 

4-70. M x = 14.8 N • m 
4-71. F = 20.2 N 
4-73 M 2 = 424 N • m 

0 = 424.26 cos 45° - M 3 
M 3 = 300 N • m 
4-74. F = 625 N 
4-75. (M c ) r = 260 lb • pie 
4-77. F’ = 33.3 N 
F = 133 N 
4-78. F = 111 N 
4-79. 6 = 56.1° 

4-81. C +M r = 100 cos 30° (0.3) + 100 sen 30° (0.3) 
- P sen 15° (0.3) - P cos 15°(0.3) = 15 
P = 70.7 N 
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4-82. 

Para P minima se requiere 6 = 45° 

4-106. F r = 5.93 kN 


P = 49.5 N 

6 = 11 . 8 °^ 

4-83. 

N = 26.0 N 

M Rb = 11.6 kN-m!) 

4-85. 

a. 

4-107. F r = 29.9 lb 

Mr = 

8 cos 45°(1.8) + 8 sen 45°(0.3) + 2 cos 30°(1.8) 

6 = 78.4°^2 


- 2 sen 30°(0.3) - 2 cos 30°(3.3) - 8 cos 45°(3.3) 

M Ro = 214 lb-pulg!) 

m r = 

9.69 kN-m 5 

4-109. F r = V533.01 2 + 100 2 = 542 N 


b. M r = 9.69kN- nO 

6 = 10.6°^ 

4-86. 

(M c ) r = 5.20 kN-m!> 

(M r ) a = 441 N-m!) 

4-87. 

F = 14.2 kN • m 

4-110. F r = 50.2 kN 

4-89. 

a. C +M C = 40 cos 30°(4)-60(|)(4) 

6 = 


= 53.4 lb • pie!) 

(. M r ) a = 239 kN-m!) 


b. C +M C = -53.4 lb • pie = 53.4 lb • pie!) 

4-111. F r = 461 N 

4-90. 

a. C +M C = 53.4 lb • pie^) 

6 = 49.4°^ 


b. C +M C = 53.4 lb • pie}) 

(. Mr ) 0 = 438 N-m!) 

4-91. 

(M c ) r = 1.04 kN-m 

4-113. = {2i — 10k} kN 


a = 120° 

(Mr)o = 1 "OB N F b + toe * F/) 


/3 = 61.3° 

= {—6i + 12j} kN-m 


o 

\o 

m 

T - 1 

II 

4-114. F a . = (-210k) N 

4-93. 

M c — r ab XF — \ ba X F 

M ao = {—15i + 225j}N-m 


M c = 40.8 N • m 

4-115. F a = {6i - lj - 14k) N 


a = 11.3° 

M a0 = {1.30 i + 3.30 j - 0.450 k) N- 


p = 101° 

4-117. F 2 = {—1.768i + 3.062j + 3.536k) kN 


y = 90° 

F a = {0.232i + 5.06j + 12.4k) kN 

4-94. 

F = 98.1 N 

M Ao = X Fj + r 2 X F 2 

4-95. 

(M R ) X ' = 4.84 kip • pie 

= {36.0i - 26.lj + 12.2k) kN • m 


(M R )y = 29.8 kip-pie 

4-118. F r = 10.75 kip 1 

4-97. 

M c = F (1.5) 

M Ra = 99.5 kip • pie!) 


F = 15.4 N 

d = 13.7 pies 

4-98. 

M r = {—12.1i - lO.Oj - 17.3k} N-m 

4-119. F r = 10.75 kip } 

4-99. 

d = 342 mm 

d = 9.26 pies 

4-101. 

0 = -M 2 + |M 3 + 75 

4-121. F r = V(100) 2 + (898.2) 2 = 904 lb 


0 = M x - |M 3 - 75 

0 = 6.35° 


0 = \M 3 - 106.7 

= 23.6° 


M 3 = 318 lb • pie 

d = 6.10 pies 


Mi = M 2 = 287 lb • pie 

4-122. F r = 197 lb 

4-102. 

(M c )r = 224 N • m 

6 = 42.6°^ 


a = 153° 

d = 5.24 pies 


P = 63.4° 

4-123. F r = 197 lb 


y = 90° 

0 = 42.6°^ 

4-103. 

F x = 200 lb 

F 2 = 150 lb 

d = 0.824 pie 


4-125. F r = V(42.5) 2 + (50.31) 2 = 65.9 lb 

6 = 49.8°^ 

4-105. 

F r = V 1.25 2 + 5.799 2 = 5.93 kN 


6 = 77.8° 

d = 2.10 pies 


M r = 34.8 kN • nO 

4-126. F r = 65.9 lb 



e = 49.8°^ 
d = 4.62 pies 


m 
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4-127. F r = 542 N 
0 = 10 . 6 °^ 
d = 0.827 m 
4-129. F r = 140 kN i 

-I40y = —50(3)-30(ll)-40(13) 
= 7.14 m 
x = 5.71 m 
4-130. F r = 140 kN 
x = 6.43 m 



y = 

7.29 m 



4-131. 

F c 

= 600 N 

F d = 500 N 


4-133. 

0 = 

200(1.5 cos 45°) - F b (1.5 cos 30°) 



F b 

= 163 lb 




F c 

= 223 lb 



4-134. 

Fr 

= 215 kN 




y = 

3.68 m 




X = 

3.54 m 



4-135. 

Fa 

= 30 kN 

F b = 20 kN F r = 190 kN 

4-154. 

4-137. 

Fr 

= 26 kN 




-26()0 = 6(650) 

+ 5(750)-7(600)-8(700) 

4-155. 


y = 

82.7 mm 




X = 

3.85 mm 


4-157. 

4-138. 

Fa 

= 18.0 kN 

F b = 16.7 kN 



Fr 

= 48.7 kN 



4-139. 

Fr 

= 808 lb 




X = 

3.52 pies y 

= 0.138 pie 

4-158. 


M w 

= -1003 lb 

• pie 


4-141. 

Fr 

= 990 N 


4-159. 


u f r 

= -0.5051 i 

+ 0.3030 j + 0.8081k 



Mr 

= 3.07 kN • m x = 1.16 m 



y = 

2.06 m 


4-161. 

4-142. 

Fr 

= 75 kN 1 




X = 

1.20 m 


4-162. 

4-143. 

Fr 

= 30 kN 1 




X = 

3.4 m 


4-163. 

4-145. 

Fr 

= \wqL 1 


4-165. 


2 WoL(x) 2 ^ 0(2 )( 6) 2 ^ 0 ( 2 ) ( 3 ^) 

4-166. 

4-167. 


X = 

—T 

12 ^ 


4-169. 

4-146. 

Fr 

= 3.90 kip t 




d = 

11.3 pies 



4-147. 

Wi : 

= 190 lb/pie 




w 2 z 

= 282 lb/pie 


4-170. 

4-149. 

Fr- 

= {—108 i} N 


4-171. 



-(< 

3.1 + |(1.2)) (108) k 


M ro = { ~ 194 j - 54k} N-m 

4-150. 

b = 

4.50 pies 


a = 

9.75 pies 

4-151. 

Fr 

= 71b 


x = 

0.268 pie 

4-153. 

Fr 

= 107 kN «- 


= 

/ zwdz 

Jo 


z = 


[ wdz 

Jo 

4m- 

/ (20 4 ) ( 10 3 ) 

Jo L 


dz 


r-4 m 

/ (20 4 ) (10 3 )dz 

Jo 

h = 1.60 m 
F r = 10.7 kN I 
x = 1 m 

Fr = 577 lb, 6 = 47.5°^ 
= 2.20 kip • pie ^ 

F r = 80.6 kip T 


M*o= -(l +1(1-2)) (108) j 


4-173. 


80640x = 34560(6) + / (x + 12) wdx 
Jo 

x = 14.6 pies 
F r = 53.3 lb 
x = 1.60 pies 
Wmax = 18 lb/ P ie 
F r = 53.3 lb 
x' = 2.40 pies 

(dF R ) x = 62.5(1 + cos 6 ) sen 6 d 6 
F r = 223 lb t 
F r = 533 lb I 
M Ra = 533 lb • pie!) 
d = 5.54 pies 

M 0 = r OA X F = {298i + 15.lj - 200k) lb • pulg 
M a = 2.89 kip • pies J 
M a = {—59.7i - 159k) N • m 

a. M c = r AB X (25 k) 

M c = {—5i + 8.75j)N-m 

b. M c = r OB X (25 k) + r OA X (-25 k) 

M c = {—5i + 8.75 j) N-m 

F = 992 N 

F r = {—80i - 80j + 40k) lb 

Mrr = {—2401 + 720j + 960k) lb - pie 

M z = k • ( x BA X F) = k • ( x OA X F) = - 4.03 N • m 
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Caprtulo 5 

5-1. W es el efecto de la gravedad (peso) sobre el rollo 
de papel. 

N a y N b son las reacciones de la hoja lisa sobre el 
rollo de papel. 

5-2. La fuerza N A del piano sobre el rodillo. 

Las fuerzas B x , B y del pasador sobre el elemento. 
5-3. W es el efecto de la gravedad (peso) sobre la caja 
basculante. 

A y y A x son las reacciones del pasador A sobre la 
caja basculante. 

F bc es la reaccion del cilindro hidraulico BC sobre 
la caja basculante. 

5-5. C y y C x son las reacciones del pasador C sobre la 
armadura. 

T ab es la tension del cable AB sobre la armadura. 
Las fuerzas de 3 kN y 4 kN son el efecto de las 
fuerzas externas aplicadas sobre la armadura. 

5-6. W es el efecto de la gravedad (peso) sobre la 
pluma. 

Ay y A x son las reacciones del pasador A sobre la 
pluma. 

T bc es la reaccion de la fuerza del cable BC sobre 
la pluma. 

La fuerza de 1250 lb es la reaccion de la carga sus- 
pendida sobre la pluma. 

5-7. Las fuerzas A x , A y , N B del cilindro sobre la Have. 

5-9. Las fuerzas N A , N B , N c de la madera sobre la 

barra. 

Las fuerzas de 10 lb de la mano sobre la barra. 
5-10. Las fuerzas C x , C y del pasador sobre el tambor. 

Las fuerzas Fab del trinquete sobre el engrane del 
tambor. 

Las fuerzas de 500 lb del cable sobre el tambor. 
5-11. N b = 245 N 
N a = 425 N 

5-13. T ab cos 30°(2) + T ab sen 30°(4) - 3(2) - 4(4) = 0 

T ab = 5.89 kN 
C x = 5.11 kN 
C y = 4.05 kN 
5-14. T bc = 11.1 kip 
A x = 10.2 kip 
Ay = 6.15 kip 
5-15. N b = 140 lb 
A x = 140 lb 
A y = 20 lb 
5-17. N c = 5.77 lb 

10 cos 30°(13 - 1.732) - N A ( 5 - 1.732) 

- 5.77(3.464) = 0 
N a = 23.7 lb 
N b = 12.2 lb 


5-18. F ab = 401 lb 
C x = 333 lb 
C y = 722 lb 

5-19. (N a \ = 98.6 lb, (N B ) r = 21.4 lb 
(N a ) s = 100 lb, (N b ) s = 20 lb 
5-21. r(|)(3) + r(!)(l) - 60(1) - 30 = 0 

T = 34.62 kN 
A x = 20.8 kN 
Ay = 87.7 kN 
5-22. F b = 4.19 kip 
A x = 3.21 kip 
A y = 1.97 kip 
5-23. N c = 213 N 
A x = 105 N 
A y = 118 N 

5-25. N b ( 3) - 300(1.5) = 0 

N b = 150 lb 
Ay = 300 lb 
A x = 150 lb 
5-26. F cd = 131 N 
B x = 34.0 N 
By = 95.4 N 
5-27. F ab = 0.864 kN 
C y = 6.56 kN 
C x = 2.66 kN 

5-29. F*c(!)( 1.5) - 700(9.81)(rf) = 0 

F bc = 5122.5d 

F a = V(3433.5 df + (4578J - 6867) 2 
5-30. A y = 50 lb 

N b = 1.60 kip 
A x = 1.51 kip 
5-31. F = 93.75 lb 
A x = 1.42 kip 
Ay = 46.9 lb 

5 ‘ 33 - 40 000(f)(4) + 40 000(f)(0.2) - 2000(9.81)(x) = 0 

x = 5.22 m 
C x = 32 kN 
C y = 4.38 kN 
5-34. N b = 1.04 kN 
A x = 0 
Ay = 600 N 
5-35. d = 6 pies 

w = 267 lb/pie 

5-37. -490.5 (3.15) + \ w B (0.3) (9.25) = 0 

w B = 1.11 kN/m 
w A = 1.44 kN/m 
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5-38. 

5-39. 

5-41. 

5-42. 

5-43. 

5-45. 


5-46. 

5-47. 

5-49. 


5-50. 


5-51. 

5-53. 

5-54. 

5-55. 

5-57. 


5-58. 


k = 1.33 kN/m 
A y = 300 N 
A x = 398 N 

e = 23.1 0 

A y = 300 N 
A x = 353 N 
A y = 750 lb 

N b (4 sen 30°)-300(1)-450(3) 

N b = 825 lb 
A x = 825 lb 
N b = 1.27 kN 
A x = 900 N 
M b = 227 N • m 
T = 9.08 lb 

2500(1.4 + 8.4) - 500(15 cos 30° - 8.4) 

- N a ( 2.2 + 1.4 + 8.4) = 0 
N a = 1.85 kip 

N b = 1.15 kip 
W = 5.34 kip 

F a = 432 lb F b = 0 F c = 432 lb 
50(9.81) sen 20° (0.5) + 50(9.81) cos 20°(0.3317) 

- P cos 0(0.5) - P sen 6 (0.3317) = 0 

For P m i n ; ^ = 0 

6 = 33.6° 

P mm = 395 N 
F = 5.20 kN 
N a = 17.3 kN 
N b = 24.9 kN 
0 = 63.4° 

T = 29.2 kN 

F c (6 cos 0) - F A (6 cos 0) = 0 
6 = 12 . 8 ° 

£ = 11.2 lb/pie 
a = 1.02° 

'V24^ 


Para el disco E: —P + TV' 


Para el disco D: TVa(|) - N' 


= 0 


V24 


= 0 


N a = 250 lb 
N b = 9.18 lb 
N c = 141 lb 


N a = 262 lb 
N c = 143 lb 
a = 10.4° 


5-61. 95.35 sen 45°(300)- J F(400) = 0 

F = 50.6 N 
A x = 108 N 
A y = 48.8 N 

5-62. a = V(4 r 2 if -4 r 2 
5-63. N c = 289 N 
N a = 213 N 
N b = 332 N 

5-65. T cd (2)-6(1) = 0 
T cd = 3 kN 
T ef = 2.25 kN 
T ab = 0.75 kN 

5-66. y = 0.667 m, x = 0.667 m 
5-67. = 22.6 kip 

R e = 22.6 kip 
= 13.7 kip 
5-69. C y = 450 N 

C z (0.9 + 0.9) - 900(0.9) + 600(0.6) = 0 

C z = 250 N 

B z = 1.125 kN 

A z = 125 N 

B x = 25 N 

A x + 25 - 500 = 0 

A x = 475 N 

5-70. T bd = T cd = 117 N 
A x = 66.7 N 

Ay = 0 

A z = 100 N 
5-71. F dc = 375 lb 
E x = 0 
E z = 562.5 lb 
A x = 0 
Ay = 0 
= 62.5 lb 

5-73. N b (3) - 200(3) - 200(3 sen 60°) = 0 
N b = 373 N 
A z = 333 N 

T cd + 373.21 + 333.33 - 350 - 200 - 200 = 0 
Tcd = 43.5 N 
A x = 0 

Ay = 0 

5-74. F cd = 0 

F ef = 100 lb 
F bd = 1501b 
A x = 0 


5-59. 
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A y = 0 
A z = 100 lb 
5-75. F = 900 lb 

A x = 0 

Ay = 0 

A z = 600 lb 

M Ax = 0 
M Az = 0 

5-77. T ef (L) - w(§)-0.75w(§ - d cos 45°) = 0 
d = 0.550L 
T ef = 0.583W 
5-78. T ab = 1.14W 
T ef = 0.570W 
T cd = 0.0398W 
5-79. T b = 16.7 kN 
A x = 0 
A y = 5.00 kN 
A z = 16.7 kN 

5-81. A x + = 0 

-55(3) + (^=} f cb (3) = 0 

F cb = 61A lb 
A x = -27.5 lb 
A y = -27.5 lb 
A z = 0 

M Ay = 165 lb • pie 

M Az = 0 

5-82. F bc = 175 lb 
A x = 130 lb 

Ay = -10 lb 

M Ax = -300 lb • pie 

M Ay = 0 

M Az = -720 lb • pie 
5-83. F bc = 105 lb 

5-85. ZM ab = 0; T c (r + r cos 60°) - W(r cos 60°) 
- P(d + r cos 60°) = 0 

" - § (i+?> 

5-86. d = \ 

5-87. P = 0.5 W 

5-89. 600(6) + 600(4) + 600(2) - N B cos 45°(2) = 0 

N b = 5.09 kN 
A x = 3.60 kN 
A y = 1.80 kN 
F = 354 N 


5-91. N a = 8.00 kN 
B x = 5.20 kN 
By = 5.00 kN 

5-93. 5(14) + 7(6) + 0.5(6) - 2(6) - ^(14) = 0 

A y = 7.36 kip 
B x = 0.5 kip 

By = 16.6 kip 

5-94. T = 1.01 kN 

D y = -507.66 N 
F d = 982 N 

5- 95. P = 100 lb 

B z = 40 lb 

B x = -35.7 lb 
A x = 136 lb 
By = 0 
A z = 40 lb 

Capi'tulo 6 

6- 1. Nodo D: 600 - F DC sen 26.57° = 0 

F dc = 1.34 kN (C) 

F de = 1.20 kN (T) 

Nodo C: —F ce cos 26.57° = 0 

p ce = 0 

F cb = 1.34 kN (C) 

Nodo E: 900 — F EB sen 45° = 0 
F eb = 1.27 kN (C) 

F ea = 2.10 kN(T) 

6-2. F ad = 849 lb (C) 

Fab = 6001b (T) 

F bd = 400 lb (C) 

F bc = 600 lb (T) 

F dc = 1.41 kip (T) 

F de = 1.60 kip (C) 

6-3. F ad = 1.13 kip (C) 

F ab = 800 lb (T) 

Fbd = 0 

F bc = 800 lb (T) 

F dc = 1.13 kip (T) 

F de = 1.60 kip (C) 

6-5. Nodo A: F AE (-^-J - 166.22 = 0 

F ae = 372 N (C) 

Fab = 332 N(T) 

Nodo B: F bc - 332.45 = 0 F bc = 332 N (T) 
F be = 196 N(C) 

Nodo E: F ec cos 36.87° 

- (196.2 + 302.47) cos 26.57° = 0 


5-90. 
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F ec = 558 N(T) 

Fed = 929 N(C) 

F dc = 582 N(T) 

6-6. F cb = 3.00 kN (T) 

F cd = 2.60 kN (C) 

- 2.60 kN (C) 

F db = 2.00 kN (T) 

F be = 2.00 kN (C) 

F ba = 5.00 kN (T) 

6-7. F cb = 8.00 kN (T) 

F cd = 6.93 kN (C) 

F de = 6.93 kN (C) 

Fdb = 4.00 kN (T) 

F be = 4.00 kN (C) 

F ba = 12.0 kN (T) 

6-9. Nodo A: F af sen 45° - P = 0 

Nodo F: F fb cos 45° - 1.4142 P cos 45° = 0 
Nodo E: F E d ~ 2P = 0 
Nodo B : F bd sen 45° - 1.4142 P sen 45° = 0 
Nodo C: 3P - N c = 0 
2 P = 800 lb P = 400 lb 

3 P = 600 lb P = 200 lb (controla) 

6-10. F bg = F cg = F ag = F D e = F cf = F ef = 0 
Fab = F de = 667 lb (C) 

F bc = F cd = 6671b (C) 

6-11. F bg = F gc = F ga = 0 
F df = 400 lb (C) 

Ffc = Fee = 333 lb (T) 

F bc = F ba = 708 lb (C) 

F dc = F de = 8251b (C) 

6-13. Nodo A: F AC sen 6 = 0 

Nodo D: 2.60 P 2 cos 22.62° - F DC = 0 
Nodo B : F bc - 2.60 P 2 sen 22.62° = 0 
P 2 = 135 lb 
6-14. F bg = 0 

F bc = 2450 lb (C) 

Fcg = 1768 lb (T) 

F cd = 1250 lb (C) 

F gd = 17681b (C) 

F gf = 2500 lb (T) 

F ae = 2450 lb (C) 

Faf = 0 

Fed = 1250 lb (C) 

Fee = 1768 lb (T) 

F fd = 1768 lb (C) 


6-15. 

6-17. 


6-18. 


P = 2000 lb 

Nodo A: 0.8333 P cos 73.74° + P cos 53.13° 

- Fab = 0 

Nodo B: 0.8333P(I) - F BC (I) = 0 
Nodo D : F de ~ 0.8333 P - P cos 53.13° 

- 0.8333P cos 73.74° = 0 


6-19. 


6 - 21 . 


6 - 22 . 


p = 

1.50 kN (controla) 

Ffa 

= 1500 lb (C) 

Ffe 

= 1200 lb (T) 

Fed 

= 1200 lb (T) 

Fea 

= 0 

Fad 

= 1250 lb (C) 

Fab 

= 200 lb (C) 

Fbc 

= 200 lb (C) 

Fbd 

= 0 

Fdc 

= 250 lb (T) 

Ffa 

= 75 lb (C) 

Fed 

= 60 lb (T) 

Ffe 

= 60 lb (T) 

Fea 

= 55 lb (C) 

Fad 

= 154 lb (C) 

Fab 

= 63.3 lb (T) 

Fbc 

= 63.3 lb (T) 

Fbd 

= 55 lb (T) 

Fdc 

= 79.2 lb (C) 

Nodo D : F D c sen 45° + 1 

Nodo A: F ag - 1.414 W 

m = 

= 1.80 Mg 


6-23. 


6-25. 


W = 0 


F cd = 778 N (C) 

F cb = 550 N(T) 

Fdb = 70.7 N (C) 

F de = 500 N (C) 

F ea = 636 N(C) 

F eb = 70.7 N (T) 

F ba = 450 N (T) 

F cd = 286 N(C) 

F cb = 202 N (T) 

Fdb = 118 N(T) 

F de = 286 N (C) 

F be = 118 N(T) 

F ba = 202 N(T) 

F ea = 286 N(C) 

Nodo A: 1.4142 P cos 45° - F AB = 0 
Nodo D : F dc ~ 1-4142 P cos 45° = 0 
Nodo F: Fee ~ 1-4142 P sen 45° = 0 
Nodo E: 1.4142 P sen 45° - P - F EB sen 45° = 0 
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6 - 26 . 


6 - 27 . 


6 - 29 . 


6 - 30 . 


6 - 31 . 


6 - 33 . 


6 - 34 . 


6 - 35 . 


Nodo C: F cb = P (C) 

P = 1 kN (controla) 
1.4142 P = 1.5 
P = 1.06 kN 
F cd = 7801b (C) 

F cb = 7201b (T) 

F db = 0 

F de = 7801b (C) 

F be = 297 lb (T) 

F B a ~ 722 lb (T) 

F fe = 0.667P (T) 

F fd = 1.67 P (T) 

F ab = 0.471P(C) 
F ae = 1.67P(T) 

F ac = 1.49P(C) 

= 1.41P(T) 

F 5Z) = 1.49P (C) 

F EC = 1-41P (T) 

^ = 0.471P (C) 

Nodo A: F af - 2.404PI 


Nodo 5: 2.404P 
0.5 


(4M 

VV125/ 
- P 


1.5 


- P 




-VT25 

Nodo F: F fd + 2 

- 2.00P = 0 
P = 1.25 kN 
127° < 6 < 196° 


V"l25 
~~ -Pbh 


0.5 


1.863P 1 


VL25 

/ 0.5 


= 0 


= 0 


VvT25/J 


336° < 6 < 347° 

F bh = 255 lb (T) 

F bc = 130 lb (T) 

F hc = 180 lb (C) 

A y = 65.0 kN 
A = 0 

F bc (4) + 20(4) + 30(8) - 65.0(8) = 0 
Fbc = 50.0 kN (T) 

F m = 35.0 kN (C) 

F hb = 21.2 kN (C) 

F jk = 11.1 kN (C) 

F cd = 12 kN (T) 

F a = 1.60 kN (C) 

F ef = 12.9 kN (T) 

F fi = 7.21 kN (T) 

F m = 21.1 kN (C) 


6 - 37 . E y = 7.333 kN 

7.333 (4.5) - 8 (1.5) - F fg ( 3 sen 60°) = 0 
F fg = 8.08 kN (T) 

F cd = 8.47 kN (C) 

F cf = 0.770 kN (T) 

6 - 38 . F m = 42.5 kN (T) 

F hc = 100 kN (T) 

F dc = 125 kN (C) 

6 - 39 . F gh = 76.7 kN (T) 

F ed = 100 kN (C) 

F eh = 29.2 kN(T) 

6 - 41 . A y = 240 lb 
A x = 100 lb 

240(8) - F bc cos 14.04°(4) = 0 
F bc = 495 lb (T) 

F hg = 4201b (C) 

F bg = 2001b (C) 

6 - 42 . AB, BC, CD, DE, HI y GI son todos 
elementos de fuerza cero. 

F IC = 5.62 kN (C) 

F cg = 9.00 kN(T) 

6 - 43 . AB, BC, CD, DE, HI y GI son todos 
elementos de fuerza cero. 

F je = 9.38 kN (C) 

F gf = 5.625 kN (T) 

6-45. N a = 1300 lb 

F kl (8) + 1000(8) - 900(8) - 1300(24) = 0 



Fkl 

= 3800 lb (C) 


Fcd 

= 2600 lb (T) 


F ld 

= 424 lb (T) 

6 - 46 . 

Fbc 

= 3.25 kN (C) 


F ch 

= 1.92 kN (T) 

6 - 47 . 

Fcd 

= 1.92 kN (C) 


Fgf 

= 1.53 kN (T) 


Ffd 

o 

II 

£ 

II 

6 - 49 . 

A x = 

= 0 


A y = 15.5 kN 

F kj sen 33.69°(4) + 5(2) + 3(4) - 15.5(4) = 0 
Fkj = 18.0 kN(C) 

F kc = 7.50 kN (C) 

F bc = 15 kN (T) 

6 - 50 . F ab = 21.9 kN (C), F AG = 13.1 kN (T), 

F bc = 13-1 kN (C), F BG = 17.5 kN (T), 

F cg = 3.12 kN (T), F fg = 11.2 kN (T), 

F cf = 3.12 kN (C), F cd = 9.38 kN (C), 

F de = 15.6 kN (C), F df = 12.5 kN (T), 

F ef = 9.38 kN (T) 
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6 - 51 . F ab = 43.8 kN (C), F AG = 26.2 kN (T) 
F bc = 26.2 kN (C), F bg = 35.0 kN (T) 
F gc = 6.25 kN (T), F gf = 22.5 kN (T) 
F ed = 31.2 kN (C), F ef = 18.8 kN (T) 
F dc = 18.8 kN (C), F df = 25.0 kN (T) 
F PC = 6.25 kN (C) 

6 - 53 . G y = 1.60 kip 

1.60(40) - Fj, (30) = 0 
F n = 2.13 kip (C) 

F de = 2.13 kip (T) 

6-54. F ca = 833 lb (T) 

F a < = 667 lb (C) 

F cd = 333 lb (T) 

Fad ~ Fab = 354 lb (C) 

F db = 50 lb (T) 

6-55. F ca = 1000 lb (C) 

F cd = 406 lb (T) 

F cb = 344 lb (C) 

Fab = F ad = 4241b (T) 

F db = 5441b (C) 

6 - 57 . Nodo D: F AD 4- ^ F BD 

V 31.25 

H- - F CD ~ 200 = 0 

V 7.25 

Fad = 343 N (T) 

F bd = 186 N(T) 

F cd = 397 N (C) 

Nodo C: F bc -4== (397.5) = 0 

V 7.25 

F bc = 148 N(T) 

F ac = 221 N (T) 

F ec = 295 N (C) 

6 - 58 . F bc = 1.15 kN (C) 

F df = 4.16 kN (C) 

F be = 4.16 kN(T) 

6-59. F cf = 0 

F cd = 2.31 kN (T) 

F ed = 3.46 kN (T) 

Fab = 3.46 kN (C) 

6 - 61 . D x = 100 lb 
C y = 650 lb 
E x = 550 lb 
F x = 150 lb 
F y = 650 lb 
F z = 700 lb 


Nodo C: F CB = 0 
F cd = 650 lb (C) 

F C f = 0 

Nodo F: F bf = 225 lb (T) 

F df = 1230 lb (T) 

F ef = 525 lb (C) 

6-62. F ae = F ac = 220 N(T) 

F ab = 583 N (C) 

F bd = 707 N(C) 

Fee = Fbc = 141 N (T) 

6-63. F= 170 N 

6-65. Nodo F: F EG , F fd y F EC descansan en el mismo 
piano. 

F ee cos 0 = 0 F ee = 0 

Nodo E: F eg , F ec y F EB descansan en el mismo 
piano. 

F E d cos 0 = 0 F ED = 0 
6-66. F gd = 157 lb (T) 

F G e = 505 lb (C) 

F ed = 0 

6-67. P = 12.5 lb 

6-69. Aplique la ecuacion de equilibrio de fuerzas 
a lo largo del eje y de cada polea. 

2P + 2R + 2T - 50(9.81) = 0 
P = 18.9 N 
6-70. P = 5 lb 

6-71. P = 25.0 lb 

F A = P = 25.0 lb F b = 60.0 lb 
6 - 73 . N b (0.8) - 900 = 0 
N b = 1125 N 
A x = 795 N 
A y = 795 N 
C x = 795 N 
C y = 1.30 kN 
M c = 1.25 kN • m 
6 - 74 . A y = 60 lb 
Cy = 161 lb 
C x = 90 lb 
A x = 161 lb 
6 - 75 . C y = 5.00 kN 
By = 15.0 kN 
M a = 30.0 kN • m 
A y = 5.00 kN 
4c = 0 

6-77. C x = 100 lb By = 449 lb 
C y = 273.6 lb A x = 92.3 lb 
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6 - 78 . 


6 - 79 . 


6 - 81 . 


6 - 82 . 


6 - 83 . 


6 - 85 . 

6 - 86 . 

6 - 87 . 

6 - 89 . 


6 - 90 . 


6 - 91 . 


A y = 186 lb 

6 - 93 . 

Polea E: T = 350 lb 

M a = 359 lb • pie 


Elemento ABC: A y - 

A y = 300 N 


Elemento DB: D x = 

A x = 300 N 


D y = 1.84 kip 

C x = 300 N 


A x = 2.00 kip 

C y = 300 N 

6 - 94 . 

W s = 3.35 lb 

N d = 333 N 

6 - 95 . 

F = 562.5 N 

A x = 333 N 

6 - 97 . 

80 - N g cos 36.03° - 

A y = 100 N 


N b - N c = 49.5 N 

Segmento BD: B y = 30 kip 

6 - 98 . 

M = 2.43 kN • m 

D x = 0 

6 - 99 . 

F = 5.07 kN 

D y = 30 kip 

6 - 101 . 

Elemento ABC 

Segmento ABC: C y = 135 kip 


A y = 245 N 

A x = 0 


Elemento CD 

A y = 75 kip 


D y = 245 N 

Segmento DEF: F y = 135 kip 


D x = 695 N 

E x = 0 


A x = 695 N 

E y = 75 kip 

6 - 102 . 

F CD = 1.01 kN 

N c = 12.7 kN 


F AB c = 319 N 

A x = 12.7 kN 

6 - 103 . 

A y = 183 N 

Ay = 2.94 kN 


E x = 0 

N d = 1.05 kN 


E y = 417 N 

A x = 167 N 


M e = 500 N • m 

Ay = 1.17 kN 

6 - 105 . 

Elemento BC 

C x = 1.33 kN 


Cy = 1.33 kN 

C y = 833 N 


By = 549 N 

Elemento AB , F BG = 264.9 N 


Elemento ACD 

Elemento EFG , 7^, = 158.9 N 


C x = 2.98 kN 

Elemento C7)7, m s = 1.71 kg 


Ay = 235 N 

ra L = 106 kg 


A x = 2.98 kN 

F fb = 1.94 kN 


B x = 2.98 kN 

E 5Z) = 2.60 kN 

6 - 106 . 

F ac = 2.51 kip 

Elemento AB: F BD = 162.4 lb 


F AB = 3.08 kip 

B x = 97.4 lb 


F AD = 3.43 kip 

By = 130 lb 

6 - 107 . 

F = 175 lb 

A x = 52.6 lb 


N c = 350 lb 

Ay = 130 lb 


F = 87.5 lb 

E x = 945 lb 


N c = 87.5 lb 

£ v = 500 lb 

6 - 109 . 

Tenaza 

D x = 945 lb 


C x = 1175 N 

D y = 1000 lb 


Mango 

F = 370 N 

N a = 4.60 kN 


F be = 2719.69 N 

C y = 7.05 kN 

6 - 110 . 

N a = 284 N 

N b = 7.05 kN 

6 - 111 . 

W c = 0.812W 


= 700 lb 
1.82 kip 


N c cos 36.03° = 0 
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6-113. 2jM £ = 0; W(x) - N B (3b + fc) = 0 

SM, = 0; F cd (c) - ■ S c) = 0 

(36 + 4 CJ 

sm(4 b) + w(l - ^-|-)(&) - W t (a) = 0 

Hi = jW 

6-114. F /y = 9.06 kN (T) 

Fbc = 15-4 kN (C) 

6-115. Afe = 187 N 

6-117. l AB = 861.21 mm, L CAB = 76.41°, 

= 9.23 kN 
C x = 2.17 kN 
C y = 7.01 kN 
D x = 0 
= 1.96 kN 
M d = 2.66 kN • m 
6-118. A x = 120 lb 

Ay = 0 

Afc = 15.0 lb 
6-119. A, = 80 lb 

Ay = 80 lb 
By = 133 lb 
B x = 333 lb 
C x = 413 lb 
C y = 53.3 lb 

6-121. N c = 4 -^T 

M = ^^[cos(0 - 0)] 

6-122. Wi = 3 lb 
W 2 = 21 lb 
W 3 = 75 lb 
6-123. P = 283 N 

B x = D x = 42.5 N 
By = D y = 283 N 
B z = D z = 283 N 
6-125. F de ( 3) + 180(3) = 0 

F de = 270 lb 

+ |(270) - 180 = 0 
B z = 0 
= -30 lb 
= -13.31b 
A z = 0 
A x = 172 N 
Ay = 115 N 
C x = 47.3 N 


C y = 61.9 N 
C z = 125 N 
M Cy = -429 N • m 
M Cz = 0 

6-127. F b = 133 lb 

6-129. F db = F be = 0 

Nodo C: F cb = 17.9 kN (C) 
F cd = 8.00 kN (T) 

Nodo D: F de = 8.00 kN (T) 
Nodo B: F ba = 17.9 kN (C) 
Nodo A: F ae = 8.00 kN (T) 
6-130. F be = 0 
F bc = 0 

F be = 500 lb (T) 

F ab = 3001b (C) 

F ac = 583 lb (T) 

Fad = 333 lb (T) 

F ae = 667 lb (C) 

Fde = 0 

F ee = 300 lb (C) 

Fcd = 300 lb (C) 

F ce = 300 lb (C) 


Fdf = 

424] 

lb i 

(T) 

F B f = 

0 



F B c = 

0 



F B e = 

500 

lb 

(T) 

Fab 

300 

lb 

(C) 

Fac 

972 

lb 

(T) 

Fad = 

0 



Fae = 

367 

lb 

(C) 

Fde = 

0 



F ee = 

300 

lb 

(C) 

FZD 

500 

lb 

(C) 

Fa = 

300 

lb 

(C) 

Fdf = 

424 

lb 

(T) 


6-133. Elemento AC: C x = 402.6 N 
Cy = 97.4 N 

Elemento AC: A x = 117 N 
Ay = 397 N 

Elemento CB: B x = 91A N 
By = 97.4 N 

6-134. P = rsrfWe ( 2 - csc 0) 
6-135. A x = 8.31 kip 
Ay = 0.308 kip 
E x = 8.31 kip 
E y = 5.69 kip 


6-126. 
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Capftulo 7 

7-1. B y = 1.00 kip 
A y = 7.00 kip 

a x = o 

N c = 0 

V c = - 1.00 kip 
M c = 56.0 kip • pie 

At = 0 

V D = - 1.00 kip 
M d = 48.0 kip • pie 
7-2. N c = 0 

V c = -386 lb 
M c = -857 lb • pie 
N d = 0 
V D = 300 lb 
M d = -600 lb • pie 
7-3. At = -18041b 
V c = -125 lb 
M c = 9750 lb • pie 
7-5. A x = 400 N 
A y = 96 N 
N c = 400 N 
V c = -96 N 
M c = -144 N-m 
7-6. At - 0 

y c = -lkN 
M c = 9 kN • m 
7-7. At - 0 

3 w 0 L 


Me - — ^ WqL 2 
7-9. At + 80 = 0 
At = -80 lb 
V c = 0 

M c + 80(6) = 0 
M c = -480 lb • pulg 

7-10. At = 0 

V c = 0 

M c = 1.5 kN • m 
7-11. At = 0 

V c = 3.25 kN 
M c = 9.375 kN • m 
At = 0 

It = lkN 

= 13.5 kN • m 


7-13. Elemento AB : = 500 N 

Elemento BC : = 1258.33 N 

At = 1.26 kN 
V D = 0 

= 500 N • m 
7-14. At = -1.48 kN 
V E = 500 N 
M e = 1000 N • m 
7-15. At = 0 

V D = 800 lb 
M d = -1.60 kip-pie 
At = 0 
V c = 0 

M c = 800 lb • pie 
7-17. A y = g(2a + b)(b- a) 

a _ 1 

b ~ 4 

7-18. At = 4 kN 
V D = -9 kN 
M d = -18 kN • m 
At = 4 kN 
V E = 3.75 kN 
M e = -4.875 kN • m 
7-19. a = \L 
7-21. D x = 0 

F bc = 560 lb 
D y = 540 lb 
Ey = 580 lb 
A x = 0 
Ay = 520 lb 
N f = 0 
V E = 20 lb 
M F = 1040 lb • pie 
At = 0 
V G = -580 lb 
M g = 1160 lb-pie 
7-22. At = 0 

V D = -10.6 kN 
M d = 42.5 kN • m 
7-23. At = 0 

V D = 26.0 N 
M d = 19.0 N • m 
lt = 0 
At = 86.0 N 
M E = 0 
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7-25. Utilice el segmento superior del bastidor. 
N d = 200 lb 

= o 

M d = 900 lb • pie 
N e = 360 lb 
V E = 120 lb 
M e = 1140 lb-pie 
7-26. N c = - w 2 l esc 6 
V c = 0 

M c = ^ cos 6 
7-27. N c = -1.91 kN 
V c = 0 

M c = 382 N • m 
7-29. Reaccion de la viga 
R = 700 lb 
M c = -17.8 kip-pie 
7-30. N c = 1.75 kip 
V c = -844 lb 
M c = -844 lb • pie 
7-31. N d = 844 lb 
V D = 1.06 kip 
M d = 1.06 kip-pie 
7-33. B x = 29.39 N 
B y = 37.5 N 
N d = -29.4 N 
V D = 37.5 N 
M d = 8.89 N • m 
7-34. (N c ) y = 0 

(V c ) x = 1041b 
(V c ) t = 10 . 01 b 
(M c ) x = 20.0 lb-pie 
(. M c ) y = 72.0 lb • pie 
(M c ) z = -178 lb-pie 
7-35. (N c ) y = -350 lb 
(Yc) x =~ 1501b 
(V c ) z = 7001b 
(M c ) x = 1.40 kip • pie 
(M c ) y = -1.20 kip-pie 
(M c ) z = -750 lb • pie 
7-37. B z = 550 N 
B x = 900 N 

(N C )y = 0 

(Yc) x = 450 N 
(V c ) z = -550 N 
(M c ) x = -825 N • m 
T c = 30 N • m 
(M c ) z = 675 N • m 


7-38. (V D ) X = 116 kN 

(N D ) y = -65.6 kN 

C V D ) X = 0 

(M d ) x = 49.2 kN • m 

(M D ) y = 87.0 kN • m 
(M d ) z = 26.2 kN • m 

7-39. (N e ) x = 0 

(V E ) y = 53.6 kN 
(V,A 7 = -87.0 kN 
(M e ) x = 0 

(M E ) y = -43.5 kN • m 
(M e ) 7 = -26.8 kN • m 

7-41. 0 £ x < 4 m 

V = 3kN 

M = {3jc} kN • m 
4m < x < 6 m 

V = — 6 kN 

M = {36 - 6x) kN • m 
M\ x=4 = 12 kN • m 

7-42. x = 8 + , V = -833, M = 1333 
x = 12 + , V = -333, M = 0 
7-43. x = 0, V = 4 kN 
M = —10 kN • m 

7-45. Para K max = M 0 / L , M 0 = 45 kN • m 
Para M mAx = M 0 / 2 , M 0 = 44 kN • m 
M 0 = 44 kN m- 
7-46. x = (|)l 

M = jfg w 0 L 2 
x = L/2 


7-47. x = 1.75 m 

M = 759 N • m 
7-49. 0 < x < 5 m 

V = 2.5 - 2x 
M = 2.5x - x 2 

5 m < x < 10 m 

V = -7.5 

M = —7.5x + 75 
7-50. V = 250(10 - jc) 

M = 25(100x - 5x 2 - 6 ) 
7-51. x = 1.732 m 

M m ax = 0.866 kN • m 
7-53. 0 < x < 9 pies 

V = 25 - 1.667x 2 

V = 0 enx = 3.87 pies 
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7-54. 

7-55. 


7-57. 


7-58. 

7-59. 

7-61. 


7-62. 


7-63. 


7-65. 


7-66. 

7-67. 

7-69. 


M = 25x - 0.5556x 3 
Mnax = 64.5 lb • pie 
9 pies < x < 13.5 pies 
V = 0 
M = -180 


w = 22.2 lb/pie 

V = {48.0 - f} kip 

M = {48.0x — fg — 576} kip • pie 

V = {1(24 - x) 2 } kip 

M = { —| 1 S (24 — x) 3 } kip‘pie 
0sx<3m 

V = {—|x 2 - 4} kN 

M = {-|x 3 - 4x} kN-m 
3 m < x s 6 m 

V = {24 - 4x} kN 

M = {-2(6 - x) 2 } kN-m 
VUm- = -10 kN 
V|,-3m + = 12 kN 
MUm= -18 kN-m 
w 0 = 21.8 lb/pie 


w 0 = 8.52 kN/m 
V = {3000 - 500x} lb 
M = (3000x - 250x 2 - 6750) lb • pie 
x = 6 pies 


M\ x=1 , 

V = 


5 pies = 2250 lb • pie 
^(L + x) 3 - L 3 


3L 


M = - 


iryrl r 


12 L 2 


(.L + x ) 4 - L 3 (4x + L) 


v x = o 

V z = (24.0 - 4 y) lb 
M x = (2y 2 - 24 y + 64.0) lb • pie 
M y = 8.00 lb • pie 
M z = 0 

x = 2“, V = 675, M = 1350 
x = 47, V = 275, M = 1900 
x = 6 , V = -625, M = 1250 
x = 2 + ,V = 5,M = -10 
x — 6 — , V — 5, M — -10 

x = 2 + ,V = -14.5, M = 7 
x = 4 + ,V = 6,M = -22 
x = 2“,V = 7.5, M = 15 
x = 4 + ,V = -12.5, M = 10 


7-70. 

x = 

(f )\v = -p,m = 

= PL 


x = 

(2§) + , y = -2P,M 

II 

7-71. 

X = 

0.2 + , y = 96.7, Af = 

= -31 

7-73. 

X = 

0, y = 1.76, M = 0 



X = 

0.8“, y = 0.16, M = 

= 0.708 


X = 

1, y = -3.84, M = 

0 

7-74. 

X = 

1 + , y = -9.17, M = 

= -1.17 


X = 

3 + , V = 15, M = - 

7.50 

7-75. 

X = 

1.5", V = 250, M = 

712.5 

7-77. 

X = 

1 + , V = 175, M = - 

-200 


X = 

5~,y = -225, M = 

-300 

7-78. 

X = 

8~,y = 1017, M = 

-1267 


X = 

14.1, V = 0, M = 334 

7-79. 

X = 

6, V = -900, M = 

-3000 

7-81. 

X = 

0, V = 5.12, M = 0 



X = 

9~,V = 0.625, M = 

25.9 


X = 

9 + , V = -1.375, M 

= 25.9 


X = 

18, V = -3.625, M 

= 0 

7-82. 

X = 

L",v = = 2 f L ,M = 

wL 2 

6 

7-83. 

X = 

3,y = -12, M = 12 

7-85. 

V ' 

K max 

= 4w 



W = 

2 kip/pie 



^max 



W = 

5 kip/pie 



Utilice w = 2 kip/pie 



x = 

6 + ,V = 4 w,M = - 

-120 m 

7-86. 

x = 

3 + ,y = 11.5, M = 

-21 


x = 

6,V = 2.5, M = 0 


7-87. 

x = 

300, V = 722, M = 

277 


x = 

900, V = -487, M -- 

= 350 

7-89. 

Todo el cable 



Tbd 

= 78.2 lb 



Nodo A: T ac = 74.7 lb 



Nodo D: T cd = 43.7 lb 



L = 

15.7 pies 


7-90. 

P = 

= 72.0 lb 


7-91. 

x 5 = 

= 3.98 pies 


7-93. 

^5 = 

: 3.53 m 



Tab 

= 6.05 kN 



Tbc 

= 4.53 kN 



Tqd 

= 4.60 kN 



Tmax 

= T de = 8.17 kN 


7-94. 

^5 = 

= 2.43 m 



T . 
1 max 

= 157 N 


7-95. 

^5 = 

= 8.67 pies 



I'd = 

= 7.04 pies 
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7-97. Nodo B : 


Nodo C: 


7-106. 

7-107. 


7-111. 

7-113. 


7-114. 


13* 5 - 15 

V{x~ B - 3 ) 2 + 64 
30 - 2*# 


V(x B - 3 ) 2 + 64 
*# = 4.36 pies 

7-98. P = 71.4 lb 

7-99. w 0 = 0.846 kN/m 

w 0 0 

7 ' 10L 15 = 2 f/ 

10 = /^(25-*) 2 

w 0 = 264 lb/pie 
7-102. 4.42 kip 
7-103. h = 2.68 pies 
L = 13.4 pies 
dy w () 


T bc = 200 


T bc = 102 


7-105. -f- 

dx 

y = 


2 F h 
^0 2 
47 ? 


_y = 75 m en i = x 0 
y = 150 m en x = -(1000 - * 0 ) 
w 0 = 77.8 kN/m 
y = 46.0(10“ 6 )* 3 + 0.176* 

Tiriax = 48.7 kip 


7-109. y = 


Tiiax = 5.36 kN 
L = 51.3 m 

F h 


49.05 
L = 45 = 2 


cosh 


49.05 


49.05 


senh 


- 1 
49.05 


r H 


( 20 ) 


F„ = 1153.41 N 
y = 23.5[cosh 0.0425* - 1] m 
U = 1-60 kN 
L = 15.5 m 

g = senh 7.3575(10~ 3 )* 

y = 135.92[cosh 7.3575(10“ 3 )* - l] 
h = 1.47 m 

Longitud total = 55.6 pies 
h = 10.6 pies 


M e = 112.5 N-m 
Segmento CD 
N d = -220 N 
V D = -220 N 
M d = -54.9 N • m 
7-118. a = 0.366L 
7-119. T m £ X = 76.7 lb 
7-121. F cd = 6.364 kN 
A y = 1.50 kN 
0 < x < 3m 

V = 1.50 kN 

M = {1.50*} kN • m 
3m < * < 6 m 

V = -4.50 kN 

M = {27.0 - 4.50*} kN • m 
7-122. 0 < * < 2 m 

V = {5.29 - 0.196*} kN 

M = {5.29* - 0.0981* 2 ) kN • m 
2 m < * < 5 m 

V ={- 0.196* - 2.71) kN 

M = (16.0 - 2.71* - 0.0981* 2 ) kN • 
7-123. 0° < 6 < 180° 

V = 150 sen 6 - 200 cos 6 
N = 150 cos 6 + 200 sen 6 

M = 150 cos 6 + 200 sen 0 - 150 
0 < y < 2 pies 

V = 200 lb 
N = -1501b 

M = -300 - 200_y 
7-125. F cd = 86.6 lb 
V d = M d = 0 
Nd = F cd = -86.6 lb 
N e = 0 
V E = 28.9 lb 
M e = 86.6 lb • pie 
7-126. 5 = 18.2 pies 
7-127. / = 238 pies 
h = 93.75 pies 


Capftulo 8 


7-115. x = 2~,V = 4.86, M = 9.71 

8-1. 

P cos 30° + 0.257V - 50(9.81) sen 30° = 0 

* = 5 + , V = -1.14, M = 2.29 


P = 140 N 

7-117. F bc = 310.58 N 


TV = 494.94 N 

Segmento CE 

8-2. 

P = 474 N 

N e = 80.4 N 

8-3. 

l± s = 0.256 

v E = o 

0 © 

■ 

Ul 

180(10 cos 0) - 0.4(180)(10 sen 6) - 180(3) 
6 = 52.0° 
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8 - 6 . fi s = 0.231 

8-7. Si el poste permanecera estatico. 

8-9. 30 (13 cos 6) - 9 (26 sen 6) = 0 

d = 13.4 pies 
8-10. P = 15 lb 

8-11. P = 1 lb 

8-13. F b = 280 N 
N b = 700 N 
P = 350 N 
8-14. fi s = 0.577 

8-15. F b = 200 N 

8-17. N d = 95.38 lb 

El muchacho no se desliza. 

F d = 36.9 lb 
A y = 468 lb 
B x = 34.6 lb 
B y = 228 lb 
8-18. fi s = 0.595 
8-19. 0 = 10.6° x = 0.184 pie 

8-21. N a = 200 cos 6 

N b = 150 cos 0 
e = 16.3° 

F cd = 8.23 lb 
8-22. n = 12 

8-23. P = 0.990 lb 

8-25. Suponga que P = 100 lb 

N = 160 lb 

x = 1.44 pies <1.5 pies 
P = 100 lb 
8-26. P = 45.0 lb 

/jl's = 0.300 

8-27. El hombre es capaz de mover el refrigerador, 

el refrigerador se desliza. 

8-29. P = 29.5 N 

N a = 12.9 N N b = 12A N 
8-30. El tractor puede mover el tronco. 

8-31. W = 836 lb 

8-33. F a = 17.32 lb 

N a = 130 lb 

La barra no se deslizara. 


8-35. P = 0.127 lb 

8-37. N = wa cos 6 

b = 2a sen 6 
8-38. h = 0.48 m 
8-39. 0 = 33.4° 

Ms = 0.3 


8-41. F a = 0.3714 F ca 
N a = 0.9285 F ca 
Ms = 0.4 

8-42. Puede mover el embalaje. 

8-43. fi' s = 0.376 
8-45. N a = 551.8 N 
B x = 110.4 N 
B y = 110.4 N 
M = 77.3 N • m 
8-46. F a = 71AN 
8-47. P = 589 N 

8-49. r = 11 772 N 

Ni = 9.81 mi 
mi = 1500 kg 
8-50. m t = 800 kg 
8-51. P = 1.02 kN 

8-53. N = 48.6 lb 

Deslizamiento de la tabla sobre la mesa de 
trabajo P x = 24.3 lb 

Deslizamiento en el suelo P x = 19.08 lb. 
Volcadura P x = 21.21b. 

La mesa de trabajo comenzara a deslizarse. 
8-54. La mesa de trabajo comenzara a deslizarse. 
8-55. fi s = 0.304 
8-57. P = 60 lb 
N' = 150 lb 
F' = 60 lb 
8-58. P = 90 lb 

8-59. 0 = 16.0° 

8-61. N c = 377.31 N 
N d = 188.65 N 
M = 90.6 N • m 
N a = 150.92 N 
N b = 679.15 N 
F b = 37.73 N 


8-62. 

P = 

45 lb 

8-63. 

P = 

49.0 N 

8-65. 

n b = 

= 82.57 lb N c = 275.23 lb 


P = 

90.7 lb 

8-66. 

P = 

1.98 N 

8-67. 

P = 

863 N 

8-69. 

N A -- 

= 1212.18 N 


N c = 

= 600 N 


P = 

1.29 kN 

8-70. 

Todos los bloques se deslizan al mismo 


tiempo; P = 625 lb. 

8-71. 

P = 

574 N 
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8-73. 


8-74. 

8-75. 

8-77. 


8-78. 

8-79. 

8-81. 


8-82. 

8-83. 

8-85. 


8 - 86 . 

8-87. 

8-89. 


8-90. 

8-91. 

8-93. 


8-94. 

8-95. 

8-97. 


8-98. 


8 - 101 . 
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N a = 0.5240W 
N b = 1.1435W 
F b = 0.05240W 
P = 0.0329W 
P = 138W 
P = 1.80 kN 
0 = 7.768° 

<f> s = 11.310° 

F = 620 N 
M = 5.69 lb • pulg 
M = 145 lb • pie 
6 = 5.455° 

</> s = 14.036° 

F = 678 N 
F = 71.4 N 
F = 49.2 N 
Fca = Fcb 
F = 1387.34 N 
F bd = 1387.34 N 
F ab = 1962 N 
0 = 5.455° 

(j> s = 14.036° 

F = 74.0 N 
F = 174 N 
N c = 123 N 
N a = 42.6 N 
T b = 13.678 lb 
F c = 13.7 lb 
N b = 65.8 lb 
F b = 38.5 lb 
F = 1.31 kN 
F = 372 N 
F = 4.60 kN 
F = 16.2 kN 
N = 185 lb 
F = 136.9 lb 
Si^ lo logra por poco. 
71 = 57.7 lb 
6 = 24.2° 

F = 4.75P 
F = 19.53P 
P = 42.3 N 
M = 187 N • m 
T a = 616.67 N 
T c = 150.00 N 
T 2 = 1767.77 N 
71 = 688.83 


8 - 102 . 

8-103. 

8-105. 

8-106. 

8-107. 

8-109. 


8 - 110 . 

8 - 111 . 

8-113. 


8-114. 

8-115. 

8-117. 

8-118. 

8-119. 

8 - 121 . 


8 - 122 . 

8-123. 


(/-0 req 0.3 

M = 216 N • m 
P = 17.1 lb 

ComoF < Fn;ax = 54 lb, el hombre no se desli- 
zara, y lograra detener a la vaca. 

T = 486.55 N N = 314.82 N 

13 = (2 n + 0.9167)77 rad 

Por lo tanto, la cantidad requerida de vueltas 

completas es n = 2 . 

El hombre puede mantener el embalaje en 
equilibrio. 

7i = 1.85 N 
T 2 = 1.59 N 

Para que ocurra el movimiento, el bloque A 
tendra que deslizarse. 

P = 223 N 

F B = T = 36.79 N 

F = 2.49 kN 

W = 39.5 lb 

T = 20.19 N 

F a = 16.2 N 

N a = 478.4 N 

x = 0.00697 m < 0.125 m 

No ocurre volcadura. 

M = 304 lb • pulg 
H k = 0.0568 
Aplique la ecuacion 8-7. 

F sp = 1.62 kip 
M = 270 N • m 
,, VsPR 

M = ~^T 

A = 4 - d\) 

IFP 

3 cos 0\d 2 - d\) 
p 0 = 0.442 psi 
F = 573 lb 
2p s PR 

M = o-- 

3 cos 0 


8-125. tan 4> k = p k 


sen (f) k 


M = 


Pk 


Vi + pi 

Pk 


Vi + pi 


8-126. 

8-127. 

8-129. 


P = 215 N 
P = 179 N 
= 16.699° 
m B = 13.1 kg 


pr 
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8-130. (rf) A = 0.2 pulg 

9-2. 

A, = 0 

('/)b = 0.075 pulg 


A y = 26.6 lb 

8-131. (ryX 4 = 7.50 mm 


M a = 32.7 lb • pie 

9-3. 

x = 0.546 m 

(r f ) B = 3 mm 

8-133. Vf = 2.967 mm 


o x = o 

O y = 7.06 N 

R = Vp 2 + (833.85) 2 

P = 814 N (exacto) 

9-5. 

Mq = 3.85 N • m 

P = 814 N (aproximado) 

+ 

rH 

O 

s 

II " 

s 

TS 

8-134. P = 42.2 lb 


m = j M()L 

8-135. fi s = 0.411 


X g F 

8-137. 0 = 5.74° 

9-6. 

x = 0 

P = 96.7 N 


y = 1.82 pies 

8-138. P = 299 N 

9-7. 

— _ r sen a 

X a 

8-139. P = 266 N 

9-9. 

dA = x 3/2 dx 

8-141. P = a200)(9-8i)(0-2 + 0-4) = 235 N 


X = X 

8-142. P = 40 lb 


„ x 312 

8-143. 5 = 0.750 m 


y = ~y 

8-145. a) N a = 5573.86 N T = 2786.93 N 


A = 0.4 m 2 


W = 6.97 kN 


x = 0.714 m 


b) N a = 6376.5 N 
N b = 5886.0 N 
T = 6131.25 N 
W = 15.3 kN 
8-146. a) W = 1.25 kN 
b) W = 6.89 kN 
8-147. m B = 1.66 kg 
8-149. N a = 1000 lb 
N b = 2500 lb 
T = 1250 lb 
M = 2.50 kip • pie 
8-150. M = 2.21 kip • pie 
8-151. e = 35.0° 

8- 153. N = 7878.5 lb 

F = 1389.2 lb 

Las cunas no se deslizan en la superficie 
de contacto AB. 

N c = 8000 lb 
F c = 0 

Las cunas son autobloqueantes. 

Capftulo 9 

9- 1. dL = \Vy 2 + 4 dy 

dm = Vy 2 + 4 dy 
m = 11.8 kg 
x = 1.64 m 
y = 2.29 m 


9-10. 

9-11. 

9-13. 

9-14. 

9-15. 

9-17. 


y = 0.3125 m 
A = 2.25 pies 2 
x = 2.4 pies 
y = 0.857 pie 

a = y 2 b 312 

x = | b 

y = iVab 
dA = x 2 dx 

y = \ x2 

y = 1-33 pulg 

^4 = c 2 ln| 

b - a 
x = - 

c\b — a) 

2 db In | 

A =\ah 
x = \a 
y = To h 

dA = -^y 1/2 dy 


2h 12 
A = l ah 

- _ 3 „ 


y = \h 


y = y 










9-31. 

9-33. 

9-34. 

9-35. 

9-37. 


9-38. 

9-39. 

9-41. 


9-42. 


V 

x = 

y = 

dA 

y = 
y = 

m 


-- 24.6 kN 
= 73.9 kN 
0.914 m 
0.357 m 

(2 

y 

1 pie 


= 'i-f 


4y 


= 2 p^abt 


y = 

dv 

y = 

y = 

z = 

y = 


2(10 - 3tt) 

= vs y 3d y 

y 

3.2 m 


h 


4.36 pies 

= 7rpo(a 2 - y 2 + ay - £) dy 

y = y 
y = 
v = 


y = 
z = 


23 a 
55 a 

TT Cl 2 h 
6 
3 


= 1 h 
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9-18. 

Fbc 

= 2.64 kN 

9-43. 

m = 

. 7 rkr 4 

4 


A x ■ 

= 0 



8 


A v = 

= 1.98 kN 


z 

I5 r 

9-19. 

y 

x = 

-0.833a 

9-45. 

x = 

«W - 121 mm 

9-21. 

dA 

= 2k^x — dx 


y = 

fllfy = 44.1 mm 


x = 

X 

5 a 


z 

« = 124mm 


x — 

8 

9-46. 

X = 

-0.590 pulg 

9-22. 

X = 

1.08 pulg 


y = 

1.07 pulg 

9-23. 

y = 

0.541 pulg 


z 

2.14 pulg 

9-25. 

dA 

"8 

1 

II 

9-47. 

X = 

0.0740 pulg 


X 



y = 

0.0370 pulg 


y = 

\{x + f) 


z 

0.157 pulg 


A = 

: 2.25 pies 2 

9-49. 

X = 

-50 mm 


X 

1.6 pies 


y = 

88.6 mm 

9-26. 

v = 

1.14 pies 


6 = 

tan " 1 50 

LdI1 400 sen 60° - 88.60 

X = 

0.45 m 


0 = 

30° - 10.89° = 19.: 

9-27. 

y = 

0.45 m 

9-50. 

x = 

1.65 m 

9-29. 

dA 

= y dx 

v 


y = 

9.24 m 


y = 

2 


E y 

= 342 N 


y = 

n + 1 fa 

2(2 n + 1) n 


y 

A y = 

= 1.32 kN 

9-30. 

X 

1.20 m 


A x = 

= 0 


V = 

0 

9-51. 

X 

2.64 pulg 


N b - 

= 55.1 kN 


y = 

12 pulg 


= 10 . 


9-53. 

9-54. 

9-55. 

9-57. 


9-58. 

9-59. 

9-61. 

9-62. 


9-63. 

9-65. 


y = 

X = 

y = 


15.192 _ 
6.84 
9.648 
6.84 


tt - 3r2(6)Cl)1 + 5.5(6)(1) + 9(6)(1) 

y 2(6X1) vf 6(1) ^ 6(1) 

= 5.125 pulg 
_y = 2.00 pulg 
2.57 pulg 

= 2.22 m 
= 1.41 m 

4 (^ 3 - r -- 3 ) 

3i7(r„ 2 - r 2 ) 

4.83 pulg 
2.56 pulg 
0 

_ 441.2(10 4 ) 

_ 81(10 4 ) 

w b 


x = 

x 

y 

X 


= 544 mm 


y = 

y = 

Em 


b(W 2 - W,) Vb 2 - c 2 
cW 

293 mm 
= 16.4 kg 
2.4971(1(T 3 ) 
16.347(10 -3 ) 


= 153 mm 
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9-66. 

9-67. 

9-69. 


9-70. 


9-71. 

9-73. 

9-74. 

9-75. 


9-77. 

9-78. 

9-79. 

9-81. 

9-82. 

9-83. 

9-85. 


9-86. 

9-87. 

9-89. 

9-90. 

9-91. 

9-93. 

9-94. 

9-95. 

9-97. 


y = 


z = 


—15 mm 
1.8221(10" 


3 ) 


16.347(10“ 3 ) 
5.07 pies 


= 111 mm 


y = 3.80 pies 


- _ L + (w - 1 )d 

x = 216 000 = 13 1 mm 
X 16 485.84 mm 

- = 371433.63 = 2 2 5 mm 
Z 16 485.84 zz J mm 

0 = 30.2° 
x = 4.56 m 
y = 3.07 m 
B y = 4.66 kN 
A y = 5.99 kN 
x 

y 

z 
z 

X 

y 

z 


19.0 pies 
11.0 pies 


- _ 1.033377 
9.333377 


= 111 mm 


754 mm 
2.19 pulg 
2.79 pulg 

I. 67 pulg 

II. 02(10V 


= 64.1 mm 


172(10 3 )t7 
h = 80 mm o h = 48 mm 
z = 122 mm 

A = 277(184) = 1156 pies 2 

V = 3485 pies 3 

V = 101 pies 3 

V = 277[(f>(^) + 0.5(1.5)(1) 

+ 1 . 667 (^)] 

= 77.0 m 3 
A = 1365 m 2 
A = 141 pulg 2 

V = 2tt[( 112.5)(75)(375) + (187.5)(325)(75)] 
= 0.0486 m 3 

A = 116 pulg 2 

V = 50.6 pulg 3 
A = 1.06 m 2 

V = 0.0376 m 3 

V h = 2t7[0.75(6) + 0.6333(0.780) + 0.1(0.240)] 
V c = 20.5 m 3 
R = 29.3 kip 
2.26 galones 

v = 27r[(^)(\n (4) 2 ) + (2)(8)(4)] 

= 536 m 3 


9-98. 

9-99. 

9-101. 

9-102. 

9-103. 

9-105. 

9-106. 

9-107. 

9-109. 


9-110. 

9-111. 

9-113. 


9-114. 

9-115. 

9-117. 


9-118. 

9-119. 

9-121. 


9-122. 

9-123. 

9-125. 

9-126. 

9-127. 


V = 25.5 m 3 
A = 43.18 m 2 
14.4 litros 

A = 2t 7[7.5( V241) + 15(30)] = 3.56(10 3 ) pies 2 

V = 22.1(10 3 ) pies 3 
h = 106 mm 

-176 580(2) + 73 575d(|d) = 0 

d = 2.68 m 

d = 3.65 m 

Fcdef = 750 lb 

Fabdc = 1800 lb 

h = 2.7071 - 0.707by 

dF R = (26.5567 Vl - y 2 - 6.9367}; Vl - y 2 ) dy 

F r = 41.7 kN 

F r = 225 lb 

F r = 450 lb 

w B = 39.24 kN 

w c = 58.86 kN 

N c = 13.1 kN 

L = 2.31 m 

m A = 5.89 Mg 

F v = 39.24 kN 

F h = 176.58 kN 

(' W con ) p = 188.35 kN 

(' W con ) r = 282.53 kN 

F.S. = 2.66 

x = 1.51 m 

Fr = 170 kN 



y = 1-33 pulg 
y = 87.5 mm 
x = y = 0 
z=\a 

x = Mk= 2-73 pulg 

y = mm= i- 42 puig 

x = 0 

y = 1.63 pulg 
y = -0.262 a 

dF R = 6 (- yfj + 340) dx 

F r = 7.62 kN 
x = 2.14 m 
y = 3.00 m 


9-129. 
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Capftulo 10 


10-1. 

dA = [2 — (4y) 1/3 ] dy 

4 = 0.533 m 4 


10-2. 

4 = 2.67 m 4 



y 

10-34. 

10-3. 

4 = 0.0606 m 4 


10-5. 

dA -- (2 — dy 

10-35. 


I x = 2.13 m 4 

10-37. 

10-6. 

I y = 4.57 m 4 


10-7. 

I x = 0.205 m 4 

10-38. 

10-9. 

d>l = [l — (j) ,/4 ] dy 



I x = 0.2051 m 4 

10-39. 


dA = 2x 4 dx 

I y = 0.2857 m 4 

10-41. 


J 0 = 0.491 m 4 

10-42. 

10-10. 

I x = 307 pulg 4 

10-43. 

10-11. 

I y = 10.7 pulg 4 

10-45. 

10-13. 

dA = (2 — 2x 3 ) dx 



I y = 0.333 pulg 4 

10-46. 

10-14. 

4 = 19.5 pulg 4 

10-47. 

10-15. 

4 = 1.07 pulg 4 

10-49. 


10-17. dA = [h- |x) dx 


Iy = y 2 hb 


10-18. 

10-19. 

10 - 21 . 

10 - 22 . 

10-23. 

10-25. 


10-26. 

10-27. 

10-29. 

10-30. 

10-31. 

10-33. 


I x = fih 


Iy = f5 hb3 
dA = x 1/3 dx 

Iy = 307 pulg 4 
I x = 9.05 pulg 4 
I y = 30.9 pulg 4 
dA = ( rdO ) dr 


J y = 


7TTo_ 

8 


/o = 


77Tq_ 

4 

y = 2.20 pulg 
4' = 57.9 pulg 4 

I y = i(2)(6) 3 + 2[i(4)(l) 3 + 1(4)(1.5) 2 
= 54.7 pulg 4 
4 = 76.6(10 6 ) mm 4 
I y = 45.5(10 6 ) mm 4 

(/,)triangulo = [^(200)(300 3 ) 

+ |(200) (300) (200) 2 ] 


10-50. 

10-51. 

10-53. 

10-54. 

10-55. 

10-57. 


10-58. 

10-59. 

10-61. 


10-62. 

10-63. 

10-65. 


+ [^(200)(300) 3 + 200(300)(450) 2 
+ j-f(75 ) 4 + (-7t(75) 2 (450) 2 ] 

= 10.3(10 9 ) mm 4 
y = 22.5 mm 
4- = 34.4(10 6 ) mm 4 
Iy = 122(10 6 ) mm 4 

4 = [^(2)(6 3 )] + 2[i(3)(l 3 ) + 3(1)(2.5) 2 ] 

= 74 pulg 4 
y = 170 mm 
4. = 722(10) 6 mm 4 
4 = 2.17(10^ 3 ) m 4 

Considere un rectangulo grande y un agujero. 
4 = 52.7(10 6 ) mm 4 
4 = 2.51(10 6 ) mm 4 
v = 2.00 pulg, I X ' = 64.0 pulg 4 
Considere tres segmentos. 

4 = 548(10 6 ) mm 4 
I y = 548(10 6 ) mm 4 

I y = 914(10 6 ) mm 4 
Considere tres segmentos. 

4' = 124(10 6 ) mm 4 
I y . = 1 . 21 ( 10 9 ) mm 4 

4 = 2.51(10 6 ) mm 4 

y = 6J W = 4-75 pulg 

4- = 15.896 + 36.375 = 52.3 pulg 4 

4 = 388 pulg 4 

4 = 22.9(10 6 ) mm 4 

Considere segmentos rectangulares, 

226 mm X 12 mm, 100 mm X 12 mm y 
150 mm X 12 mm 
4 = 115(10 6 ) mm 4 
4 = 153(10 6 ) mm 4 
4, = 30.2(10 6 ) mm 4 

X = f 
y = y 

= x dy 

I xy = 0.667 pulg 4 

r = 

hy 8 

4ry = 4 8 PUlg 4 

dA = ^(x 3 + 2x 2 + 4x) dx 

X = X 

y = 2 

I xy = 3.12 m 4 
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10 - 66 . 

10-67. 

10-69. 

10-70. 

10-71. 

10-73. 

10-74. 

10-75. 

10-77. 

10-78. 

10-79. 

10-81. 

10-82. 

10-83. 

10-85. 

10 - 86 . 


I xy = 0.333 m 4 

I X y = l 6 b 2 h 2 

dA = x V2 dx, x = x, y = \ 

I xy = 10.7 pulg 4 
I xy = 35.7 pulg 4 
I xy = 36.0 pulg 4 
Considere tres segmentos. 
l K y = 17.1(10 6 ) mm 4 
I xy = -110 pulg 4 
x = 48.2 mm 
I u = 112 ( 10 6 ) mm 4 
I v = 258(10 6 ) mm 4 
I uv = —126(10 6 ) mm 4 
Considere tres segmentos. 

I xy = —13.05(10 6 ) mm 4 

/„ = 43.9 pulg 4 

I v = 23.6 pulg 4 

Iuv = 17.5 pulg 4 

y = 8.25 pulg 

I u = 109 pulg 4 

I v = 238 pulg 4 

Iuv = HI Pulg 4 

4 = 107.83(10 6 ) mm 4 

4 = 9.907(10 6 ) mm 4 

I xy = -22.4(10 6 ) mm 4 

4ax = 113(10 6 ) mm 4 , (Op), = 12.3° 

4m = 5.03(10 6 ) mm 4 , (0 p ) 2 = -11.1° 

y = 82.5 mm 

4 = 43.4(10 6 ) mm 4 

I v = 47.0(10 6 ) mm 4 

I uv = —3.08(10 6 ) mm 4 

x = 48.2 mm 

4 = 112(10 6 ) mm 4 

/„ = 258(10 6 ) mm 4 

Iuv = —126(10 6 ) mm 4 

y = 8.25 pulg 

7 prom = 173.72 pulg 4 

R = 128.72 pulg 4 

I u = 109 pulg 4 

4 = 238 pulg 4 

Iuv = HI pulg 4 

x = 1.68 pulg 

y = 1.68 pulg 

7max = 31.7 pulg 4 


4m = 8.07 pulg 4 
(9 P )i = 45° !) 

(0)ph = 45 ° ^ 

10-87. / m4x = 113(10 6 ) mm 4 
7 mfn = 5.03(10 6 ) mm 4 
(Op), = 12.3°!) 

(Pph = 77.7° 

10-89. dm = pTT^r 0 — -jj-z'j dz 
dl z = l pTr(r 0 - ^ dz 

k = h mr o 

10-90. I x = ^mr 2 
10-91. I z = ^ml 2 
10-93. dm = ptt(50x) dx 

dl x = f (2500 x 2 )dx 
k x = 57.7 mm 
10-94. 4 = | mb 2 
10-95. 4 = | mb 2 
10-97. dL = j^z 8 dz 

4 = 87.7(10 3 ) kg-m 2 
10-98. 4 = 63.2 slug • pie 2 
10-99. 4 = 1.71(10 3 ) kg-m 2 

10 101 0 5 — + 0.65[1.3(2)1 + 0[L(2)1 

±U ±U±. U.O - 6 + 1.3(2) + L(2) 

L = 6.39 m 
I Q = 53.2 kg • m 2 
10-102. 4 = 0.150kg-m 2 
10-103. 4 = 0.144kg-m 2 

10-105. y = 1 ( 3 ) 3 + + 2 5 5(5) = 1-78 m 
I G = 4.45 kg • m 2 
10-106. 4 = 2.25 kg • m 2 
10-107. 7 X = 3.25 g • m 2 
10-109. 7 0 = 84.94 slug • pie 2 
I A = 222 slug • pie 2 
10-110. I 0 = 0.276kg-m 2 
10-111. I 0 = 0.113 kg-m 2 

10-113. Considere cuatro triangulos y un rectangulo. 
4 = 0.187d 4 

10-114. 4 = i « 4 

10-115. y = 0.875 pulg, I x - = 2.27 pulg 4 
10-117. dA = |(4 - x 2 ) dx 
I y = 2.13 pies 4 
10-118. 4 = 0.610 pie 4 
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10-119. I x = 914(10 6 ) mm 4 
I x , = 146(10 6 ) mm 4 
10-121. dA = y m dy 

dl xy = \ y 513 dy 

I xy = 0.1875 m 4 


Capftulo 11 

11 - 1 . y D = 2.4 sen 6 

yj = 2(2.4 sen 6) + b 
F ad = 3.92 kN 
11 - 2 . 6 = 0° y 6 = 73.1° 

11 - 3 . 6 = 41.2° 

11 - 5 . x B = 6 cos 6 
y c = 3 sen 6 
F sp = 10.0 lb 
11 - 6 . F s = 15 lb 
11 - 7 . 6 = 24.9° 

11 - 9 . y D = 2(0.2 cos 6) 

8y A = 0.5 86 
F e = 111 N 
11 - 10 . F = 60 N 

11 - 11 . P = 2k tan 6 (21 cos 6 - Z 0 ) 

11 - 13 . y c = 1 sen 6 
y A = 3 sen 6 
6 = 13.9° 

6 = 90° 

11 - 14 . mi = m(a) 

11-15. 6 = cos -1 (^7 
11-17. y Gb = 0.25 sen 6 + b 
y Gt = 0.25 sen 6 + a 
x c = 0.25 cos 6 
k = 166 N/m 
11-18. F = 200 N 
11-19. 6 = 38.8° 

11 - 21 . y G = 0.5 cos 6 
y A = 1 cos 6 
x A — 1 sen 0 
F sp = 4.961 lb 
k = 10.8 lb/pie 
11 - 22 . = 2.5 lb 

11 - 23 . x = 16 pulg 

11 - 25 . 5 2 = y 2 c + 3 2 — 2(y c ) (3) cos (90° 
F = 259 lb 


11-26. x = 0.590 pie 
d 2 V 


dx 2 


= 12.2 > 0 


0 ) 


11-27. 


11-29. 

11-30. 

11-31. 


11-33. 


11-34. 

11-35. 


11-37. 


11-38. 


11-39. 


11-41. 


11-42. 

11-43. 

11-45. 


x = -0.424 pie 
d 2 V 

—Y = - 12.2 < 0 inestable 
dx 

6 = 90° 
d 2 V 

—Y = 16 > 0 estable 
dd 2 

6 = 36.9° 
d 2 V 

—Y = -25.6 < 0 inestable 
d6 2 

V = 5886 cos 6 + 9810 sen 0 + 39 240 
6 = 59.0° 

W D = 275 lb 
h = 8.71 pulg 
d 2 V 

—Y = 70 > 0 estable 
dh 2 

V = 6.25 cos 2 6 + 7.3575 sen 6 
+ 24.525a + 4.9056 

6 = 36.1° 
x = 1.23 m 
6 = 70.9° 
d 2 V 

—Y = Fill > 0 estable 

de 2 

e = i7.i° 
d 2 V 

—Y = -1764 < 0 inestable 

de 2 

V = -4.415 m E sen 6 

+ 202.5 cos 2 6 - 405 cos 6 - 9.81 m E b + 202.5 
m E = 7.10 kg 
6 = 64.8° 
d 2 V 

—Y = 135 > 0 estable 

de 2 

e = o° 

d 2 V 

—Y = -72 < 0 inestable 
dO 2 

6 = 20 . 2 ° 
d 2 V 

—Y = 17.0 > 0 estable 
dO 2 

V = mg(r + a cos 6) 

Por lo tanto, el cilindro se encuentra en 
equilibrio inestable en 6 = 0° (Q.E.D.) 
h = 0 
h = V3 r 
y = \{h + d) 
v = Mh E m cos6 

d = | 


continuo 



Respuestas a problemas seleccionados 


649 


11-46. 

11-47. 

11-49. 


11-50. 

11-51. 

11-53. 


d 2 V 

0 = 0 °,— 7T = - 12.6 < 0 inestable 

de 2 

h = 1.35 pulg 


V = M 6 " 2 4(3l 2 -% 3rf 1 COS9 

d = 0.586 h 
F = 512 N 

0 = 90° y 6 = sen -1 ^) 

V = 50 sen 2 0 - 100 sen 0 - 50 cos OF 50 


11-54. 


0 = 37.8° 
d 2 V 
dO 2 

P = {^r)mg 


= 125.7 > 0 


estable 


11-55. 


11-57. 


11-58. 


0 = 90° 
d 2 V 

— 7T = 1524 > 0 estable 
dO 2 

0 = 9 AT 
d 2 V 

—= -1775 < 0 inestable 
dO 2 

V = 25 sen 2 0 + 15 cos 0 
0 = 0 ° 
d 2 V 

—^ = 35 > 0 estable 
dO 2 

0 = 72.5° 


d 2 V 

dO 2 


= -45.5 < 0 


n w 


inestable 
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Ecuaciones fundamentales de la estatica 


Vector cartesiano 

A = A x i + A y j + A z k 


Magnitud 


A = Va 2 + A? + A 


Direcciones 


A A x m Ay . 

U A = + ~r J + 


A. 


A A ‘ ' A J A 
= cos a\ + cos /3j + cos yk 
cos 2 a + cos 2 /3 + cos 2 y = 1 


Producto punto 


A • B = AB cos 0 

= A X B X + AyBy + A Z B Z 


Producto cruz 

C = A X B = 


j k 

A 
Z? v 5, 




Vector cartesiano de posicion 

Y = (x 2 - *i)i + (y 2 - yi)j + (z 2 ~ Zi)l 

Vector cartesiano de fuerza 

F = Fu = F 

Momento de una fuerza 

M n = Fd 


M =rXF= 


k 

r 7 


Momento de una fuerza alrededor de un eje 
especifico 


M a = u • r X F = 


-y 

r x r y r z 
F x F y F z 


Simplificacion de un sistema de fuerza y par 

F* = 2F 


Equilibrio 

Particula 

EE X - 0, 2,F y = 0, E7y = 0 

Cuerpo ngido-dos dimensiones 

Eiy = 0, 'LFy = 0, = 0 

Cuerpo rigido-tres dimensiones 

E/y = 0, 'EFy = 0, EF Z = 0 
= 0, EM y = 0, = 0 


Friccion 

Estatica (maxima) F s = fi s N 
Cinetica F k = p k N 


Centro de gravedad 

Particulas o partes discretas 

ErW 
r “ EW 


Cuerpo 


r = 



Momentos de inercia de area y masa 


1 = J rdA 

Teorema de los ejes paralelos 

1=1 + Ad 2 

Radio de giro 


I = r dm 


I = I + md 2 


k = \lJ k = \l 

V A Mm 


Trabajo virtual 


(M R ) 0 = SM + SM 0 


SU = 0 
















Centro de gravedad y momento de inercia de masa de solidos 
































